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PRÉFA  CE. 

L»  ï  S  Éléments  d* Arithmétique ,  d^AIgèbre  ^  de 
G^métrie  ^  de  Trigonométrie  Reâiligne ,  &  de 
Trigonométrie  Sphérique  forment  la  prenûère 
Partie  de  cet  Ouvrage.  La  féconde  contient  im 
abrégé  dés  Sedîons  Coniques,  de  plufieurs  autres 
Courbes  3  &  des  Lieux  Géométriques.  Elle  eft 
terminée  par  les  Éléments  du  Calcul  DiïFéren- 
bel ,  &  du  Calcul  IntégraL 

Pour  faire  entrer  ces  diverfes  matières  dans  un 
feul  Volume^  il  a  fallu  les  prefler  un  peu  ,  8c 
fupprimer  aflez  fouvent  des   opérations  inter- 
médiaires-dans  le  courant  à^s  calculs.  Il  en  efl 
refaite  le  doublç^  avantage ,   de  renfermer  entre 
des  limites  aflez  étroites  toutes  les  parties  élé- 
mentaires àes  Mathématiques  pures ,  &  d^ofFrir 
aux  Lecteurs  unfe  fuite  de  difficultés  propres  à 
exercer  leurs  for^§^&Ji  prpvgquer  leur  ardeur. 
Cette  lutte  continuelle  produit  les  meilleurs 
effets  pour  les  jeunes  Gens  deftinés  à  faire  des 
progrès  rapides  dans  les  .Mathématiques.  Rien  ne 
les  flatte,  rien  ne  les  anime  comme  leplaifîrde 
vaincre  ces  difficultés.  Rien  auffi  ne  leur  donne 
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plus  de  facilité  pour  les  Calculs ,  &  plus  d'éner-'^ 
gie  pour  la  réfolution  des  jproblêmes. 

Voulajotleur  procureur  ces.  avanfages^M.  VAbbé 
de  la  CgilU^  dont  la  mémoire  eft  fi  juftement  i{ 
célèbre,  rédigea  i^s  Leçons  de  Mathématiques 
jl'âprçs  «e  pt^n.  J^  m'y^i^  s^^f^f^^^^^"^^  ^^^  \ 
diiÇéreixtçs  Éditioos  que  j'ai  données  de  fi»  Ou- 
yr.age.  ' 

y^à  xni$  en  petit  caracSkèr^  »  <^  q^iî  m'a  paru   , 
mpins  utile  ,9U  moips  ?àÇé.  On  pourra  donc  £e 
Jbpraer  ;à  ,çe  qui^  en  gros  cara^re,  quand  on 
ypudjm  «'apprendre  que  les  premiers  Eléments    \ 
des  Mathématiques.  Si  on  veut  pouffer  plus  loin 
ççfte  içude  j  il  faut  ne  lire  d'abord  que  ce  qui 
ejft  en  gros  caraj^re  ,  après  quoi  on  reprendra, 
dauç  une  iCeconde  leiEhïre  tout  le  fil  de  ces  Leçons. 
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'    &  Minimis  3  44^ 

Ties  Frayions  dont  le  Numérateur  &  le  Dénominateur 

fe  réduifent  à  ^éro  dans  certains  cas  ,  ^$T 

Quelques  autres  Applications  du  Calcul  différentiel  ^     47^  ^ 

ÉLÉMENTS  DU  CALCUL  INTÉGRAL,    471J . 

Méthode  pour  ramener  fintégration  de  plujieurs 

Différentielles  binonus  à  celles  d* autres  Dif', 

férentielles  connues^  474 
De  l'intégration  des  Fractions  différentielles  ,  n^• 

tionelles ,  47^ 

Méthode  pour  intégrer  par  Séries  ,  ^^S. 
De  ^intégration  des  Différentielles  Logarithmiques                   \ 

&  Exponentielles  j  é^S^. 
De  ^intégration  dçs  Quantités  Différentielles  oà  il 

entre  des  Sinu^j  des  Cojînus^  &c.  493] 
De  l'Intégration   des  Différentielles  à  plufieurs 
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Applications  du  Calcul  Intégral  ^  505; 

De.  la  Quadrature  des  Courbes  ,  Ibid« 

De  là  Rectification  des  Courbes  ^           •  jfoj 

Delà  Mefure  des  Solidités ,  j*IO 

Des  Surfaces  courbes  des  Solides  de  révolution  ^  ^12 
De  la  Méthode  inverfe  des  Tangentes ,  &  des  Èquéh 

tions  différentielles  j  -    5 '5. 

^éjhkats  des  Solutions  de  quelques  Problêmes  énoncés 

dans  le  cours  de  l'Ouvrage  j  $2X 
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NUMIÉROS  AJOUTÉS. 

Dcpub  le  Numéro  y  iuf- 
quau  Numéro  ij. 

32 

3P- 

43.. 

y5> 

^4 

68. 

74 

77- 

Si. 

100, 

132. 

!X4i. 

180. 

fi2p 

283 

m5 


Numéros  changés. 

Depuis  le  Numéro  i  jui^ 
qu'au  Numéro  j. 


.7» 
.80 

'\V6\ 
,116 
,  lap 
.137 
.I4P 

.17; 
.î8y 

.217 


.a74 
.280 
.288 

.3X8 


17., 

3<î. 

^3 

67 

71. 
80 

97 
106, 
131 

137 

145). 

217. 

230. 

282 


.74 


12^ 


.164 

.22PI 
»25I1 


Depuis  le  commencement  de*  la' 
Géopiétrie ,  Numéro  558,  }uf-- 
qu'à  la  fin  de  l'Ouvraee ,  Nu^ 
méro  919  ,  tout  a  été  ajouté  gf 
ou  entièrement  changé ,  a  l'ex- 
ception des  Numéros  5  Q^ ,  57 5  ^ 
^57  >  ^58  :  de  manière'  que  ce 
qui  refte  de  l'Ouvrage  de  M« 
l'AbW  DE  LA  Caills  ne  fait 
pas  la  dixième  partie  de  cclui*ci|( 
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EXTRAIT  DES  REGISTRES   DE  L'ACADEMIjS 

RoYjtLE     I>ES     S' CHANCE  S. 

Du  t%  Août  t77& 

JVlEffieurs  di  laLandb&  BAXLLvqui avoîeht été 
nommés  par  l'Académie  pour  examin»!?  k  &conde  Édi-- 
tion  des  Leçons  de  Mathématiques  de  feu  M.  VAbbé  dk 
x-<  CAILLE  y  augmentées  conjidérablement  par  M.  VAbhé 
M^RJE^  en  ayant  faic  leur  rapport,  PAcadémie  a  jugé 
cet  Ouvrage  digne  d'être  approuvé  &  imprimé  fous  fom 
Privilège  ;  en  foi  de  quoi  j'ai  figné  le  préfent  Certificat. 
A  Paris ,  le  i  z  Août  '  i 77 8. 

Lb  Marquis  de  CONDORCKT. 

F  Riri  LE  G  E    DU   ROI. 

L  O  UI S ,  par  h  grâce  de  Dieu ,  Roi  dfe  France  U  dé  Navarre  , 
%  nos  aoiéa  &;  féaux  .Conf^Uersi ,  les  Gens  tenans  nos  Cours^  de 
Parlement  5  Maîtres  des  Requêtes  ominaices  de  .notre  .HdteLy  Grand 
Con(êil,  Prévôt  de  Paris,  3ailUfs ,  Sénéchaux^  leurs  Lieutenants 
Civils,  &  autres  nos  Juâiciers  qu*il  appartiendra  :  ^alu  T«  Not 
bien-amés  iibs«Membhbs*  db  l'Académie  RbYAiÉ  'Des'  Sciences 
de  notre  bonne  Vil}«  de  Paus  v  Nous' ont  fait*  expofer  «çu^ils^auroienc 
be^in  de  nos  Lettres  de  Privile^  pour  Timprei&on  de  leurs  Ouvra* 
ges  :  A  CES  causes  ,  voulant  i^vQrablement  traiter  les  Eypofànts , 
Nous  leur  avons  permis  &  permettons^  par  ces  Prélentes,  der&ire 
imprimer  ,  par  tel  Imprimeur  qu'ils  voudront  choifir  ,  toutes  lès 
Hecherches  ou  Obfêryâtions  journalières»  y  ou  •  Relations' amnieihïs 
de  tout  ce  qui  aura  éié  fkit  d'ans,  les.  Aff^^bJée^  .de.  ladiia  Aca^- 
inle  Royale  àes  Sciences ,. les  Ouvrages,  Mémoires  ou  Traités  de 
ehacun  des  Particuliers  qui  là  conîpofeht , *  (S:  'généralement  tout 
ce  que  ladite  Académie  voudra  faire  paroitre  ,  après  avoir  fîxt 
examiner  lëfdits  Ouvrages,  &  jugé  qu^slb  feront  ^  dignes  -  de  l^tm- 
preffion,  en  tek  volumes,  forme ,_  marge. „  .c^ôeces  ,  conTpm* 
tement  ou  {eparément ,  Ba,  autant  de  fois  que  bon  leur  (êmbléru , 
&  de  les  faire  vendre  &  débiter  par-tout'  nôtre  Royaume ,  pendant 
k  temps  de  vingt  années*  conCécntives  ^  à*  compter  dû  jour  de*  U 
date  des  Préfêntes;  &ns  toutefois  ^u'à  roçcafion  des  Ouvrages  ci* 


xiïi 

Mb  ^kî&is,  9  c»  fàOk  ètce  hùptîmi  tiùtte^  tpâ  ne  ibieni 
1»  de  buUte  AcsMiéiRiie*  Faisons  défeniês  â  toutes  iortes  de  p^p/ôn-^ 
ws^  de  aaelque  qualité  8c  condition  qu'elles  (oient ,  d^en  intcoduÎM. 
SvBftébon  étrangère  dans  aucun  lien  de  notre  Obélflance  ;  comm«. 
anffi  foas  Libraires  &  Imprimeurs  d'imprimer  ou  âice  imprilq»er'^ 
yaàn^  faire  vendre,  &.  débiter  kOits  Ouvrages ,  en  tout  ou  en 
pâme  9^  d'en  faire  aucunes  traduâions  ou  extraits  fous  quelque 
ptàexte  que  ce  puiilê  être,  fans  la  penniffion  expreflè  êc  par 
ttticdeOits  Expo(ânts  ,  ou  de  ceux  qui  auront  droit  d'eux;  à 
pdw  de  confiscation  des  Exemplaires  contrefaits ,  de  trois  mille 
Erres  d'amende  contre  chacun  des  Contrevenants  ;  dont  un  tiers  à 
Nous,  un  tiers  à  THôtel-Dieu  de  Paris ,  &  l'autre  tiers  auxdits  Ebcpo** 
fbts  y  ou  à  cçlui  qui  aura  droit  d'eux,  Bc  de  tous  dépens  ,  domma- 


pteffion  deOits  Ouvrages  (êra  faite  dans  notre  Royaume,  9c  non 
ailleurs,  en  bon  papier  fie  beaux  caraâeres,  conformément  aux 
Règlements  de  la  Ubndrie  ;  qu'avant  de^  les  expofèr  en  vente  ^  les 
Manu/crits  ou  imprimés  qui  auront  fêrvi  de  copie  à  l'impreffion 
de((iits  Ouvrages,  feront  remis  es  mains  de  notre  très-cher  Se  féal 
Cheralier^Gaâedes  Sceaux  de  France,  le  fieur  Hub  db  Miromesiijl; 
qall  en  fera  enfûite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque 
poblique  ,  un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre  ,  &  un  dans 
celle  de  notre  très-cher  &  féal  Chevalier  ,  Chancelier  de  France,  le 
fieur  DB  Maupeou  ,  &  iin  dans  celle  dudit  fieur  Hue  db  Miro- 
iiBSMii.;  le  tout  à  peine  de  nullité  deOites  Préfentes,  du  contenu 
defquelles  vous  mandons  8c  enjoignons  de  faire  jouir  leflits  Expo- 
fints  8c  leurs  ayans  caulè ,  pleinement  &  paisiblement ,  ftns  fôuflrie 
qu'il  leur  fôit  tait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la 
copie  des  Préfèntes,  qui  ftra  imprimée  tout  au  long  ,  au  commen- 


ajoutée 
oal  :  commandons  au  premier  notre  Huiflier  ou  Sergent  (îir  ce  requfs  , 
de  fùxt ,  pour  l'exécution  d'icelles  ,  tous  aâes  requis  &  néceflâi- 
tes,  fans  demander  autre  permi(fion  ,  &  nonobfiant  Clameur  de 
Haro,  Charte  Normande,  8c  Lettres  à  ce  contraires.  Car  tel  e(l 
notre  piaifir.  Doumé  à  Paris  le  premier  jour  de  Juillet,  l'an  de 
grâce  mil  fêpt  cent  fôixante-dix-huit,  8c  de  notre  règne  le  cin-* 
Qoieme*  Par  le  Roi  en  fbn  Confêil. 

Signt  LEBEGUE. 

Bxpfifi  fur  le  JUgîflre  JEjT  de  la  Ckamhre  Royale  &  Syndicale 
dis  ùhndres  &  Imprimeurs  dje  Paiis ,  N"*,  1477  ,  folio  jSi ,  confort 
9àm^^  §^  R^ftmient  4^  t/i^»  qjd  fait  d^nfes  «  artiele  4,  à 


îttV 

toutes  pirjpnnes /de  quelquê'quaUté  &,  côffdiûoti  qu* elles  foiekt  ^  au^ 
très  que  Us  Libraires  &  Imprimeurs  ,  <U  vendre ,  débiter  &  /k£rt 
afficher  aucuns  Livres  pour  les  vendre  en  leur  nom  ,  foit  qu'ils  s'en 
iUfent  les  Auteurs  ou  autrement  ^  if  a  la  charge  de  fournir  a  la  fufiSxû 
Chambre  huit  exemplaires ,  prefcrits  par  l'art^  Cyil ,  du  mén 
^glement.  A  Paris  le  20  Août  177^. 

Signé  A,  M.  LOTTIN  l'aiAi^  Syn^c^ 


CEÇONS- 


LEÇONS 


ÉLÉMENTAIRES 

DE   MATHÉMATIQUES. 


i*Vy  H  comprend  fous  le  nom  de  Mathimanqnes  ^  les 
Sciences  qui  ont  pour  objec  les  Nombres,  rEcendue,  la 
Mouvement ,  la  Lumière ,  &:  en  généiaî  tout  ce  qui  elt 
fufcepcible  d'augmencacion  ou  de  diminution. 

2.  Mais  chacune  de  ces  Sciences  a  une  dénomination 
particulière ,  fuivanc  la  nature  de  l'objet  qu'elle  contemple. 
La  Science  des  Nombres ,  par  exemple,  s  appelle  Arithmi^ 
tique.  Celle  qui  a  pour  objet  la  connôilTance  des  dimen- 
ûons  de  l'Étendue  ,  s'appelle  Géométrie.  La  Science  du 
Mouvement ,  s'appelle  Méchanique  :  celle  qui  traite  de 
la  Lumière  ,  s'appelle  Optique ,  8c  ainfi  des  autres. 

3.  L'Arithmétique  fert  de  fondement  aux  autres  par- 
ties des  Mathématiques.  Elle  eft  d'ailleurs  d'un  ufage  fi 
univerfel  dans  la  fociété ,  qu'il  faut  au  moins  favoir  en 
pratiquer  les  premières  règles* 


K  LEÇONsÈLéMINTAllIBS. 

■  '  *'ii\\v..  m 

ÉLÉMENTS   D* ARITHMÉTIQUE^ 

'4*  JL  o  u  s  les  hommes  ont  une  idée  diftinâie  de  Wnitém, 
La  vue  4*un  objet  quelconque ^  fuffit  pour  faire  naître  cette 
idée.  / 

Celle  de  la  Pluralité  n'ett  pas  moins  facile  à  acquérir* 
Il  fuffit  de  voir  deux  ou  pluïieurs  objets  qui  fe  reffemblenc. 

y.  Mais  toute  pluralité  étant  le  réfultat  des  unités  par- 
ticulières qui  concourent  à  la  former ,  on  dût  bientôt 
fentir  la  néceffiré  d'imaginer  un  moyen  de  diftinguer  telle 
ou  telle  pluralité  de  toute  autre. 

6.  Trois  hommes ,  par  exemple ,  quatre  hommes ,  cent 
hommes  raifemblés  ne  pouvoient  pas  être  déiignés  de  la 
même  manière.  Il  fembloit  donc  indifpenfable  d'avoic 
recours  à  autant  de  figues  différents,  qu'il  pouvoit  y  avoir 
de  Nombres. 

7»  .Cependant  Ja  moindre  réflexion  dût  faire  prévoir 
Tinconvénient  qu'auroit  entraîné  cette  multitude  innom<» 
brable  de  figues.  On  renonça  donc  à  ce  moyen ,  &  par 
mi  procédé  aufli  fimple  qu'ingénieux,  on  vint  à  bout  d'ex- 
primer toutes  fortes  de  Nombres,  par  la  fimple  combi- 
naifon  des  dix  Chiffres  fi  connus 

o,     ï,     2,     3,       4,       y,     6,   j,    8,     5?. 

Zéro,  Un,  Deux,  Trois,  Quatre,  Cinq,  Six,  Sept,  Huit,  Ncufl 

8.  Le  premier  ne  fignifie  rien  quand  il  efl:  feul  ;  mais 
par  une  convention  généralement  adoptée ,  zéro  placé  à  la 
droite  d'un  autre  chiffre ,  lui  donne  une  valeur  dix  fois  plus 
grande.  Ainfi  pour  exprimer  dix  ou  une  unité  de  Dixaine  , 
on  écrit  lo;  pour  exprimer  vingt  ou  deux  dixaines,  on 
écrit  2o;  &  fuccefiivement  trente,  quarante,  cinquante, 
foixante  ,  foixante-dîx ,  quatre-vingt ,  quatre-vingt-dix, 
«'écrivent  par  3  o ,  -jo ,  j-o  ,^0 ,  70 ,  80 ,  ^O. 
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9.  Les  autres  chiffres  ont  la  même  propriété  que  le 
ïcro;  c'eft-à-dire  ,  que  tout  chiffre  placé  à  la  droite  d*un 
mty  le  rend  dix  fois  plus  grand. 

ViïQ  unité fimple  peut  donc  devenir  une  unité  de  dlxaine^ 
meimicé  de  centaine^  une  unité  de  mille ^  &c.  en  mettant 
flQ,  deux,  trois  zéros  ou  tels  autres  chif&es  qu'on  voudra, 
à  la  droite  du  chiffre  i. 

Un  y ,  un  4  &  un  6"  placés  de  cette  manière,  $^6 
font  donc  une  expreflion  abrégée  du  nombre  cinq  \ent 
fuirantc^Jîx. 

lo.  Trois  chiffres  ainfi  difoofés  i  la  fuite  Tun  de  l'autre  9 
forment  ce  qu'on  appelle  la  Tranche  des  unités.  Trois 
autres  chiffres  mis  fur  la  même  ligne  que  ceux-ci  vers  la  . 
gaache  ,  eomme  on  le  voit  dans  cet  exemple ,  p2iy45  , 
forment  la  tranche  des  Milles.  On  prononce  ainfi  :  Neuf 
cou  vingt-'un  mille  cinq  cent  quarante-Jix.  La  tranche  des 
Millions  vient  enfuite,  puis  celle  des  Billions^  celle  des 
TrilUons ,  &  ainfi  d^s  autres. 

II.  Elles  font  compofées  de  trois  chiffres,  dont  le 
premier  à  droite  marque  toujours  des  unités  du  même 
ordre  que  la  tranche.  Ainfi  dans  la  première  tranche 
ce  font  des  unités  fimples;  dans  la  féconde  ce  font  des 
unités  de  mille  j  dans  la  troifieme,  des  unités  de  mil« 
lion;  &c. 

Le  fécond  chiffire  de  chaque  tranche  marque  des  dixaines 
en  général  :  ces  dixaines  prennent  le  nom  de  la  tranche 
où  elles  fe  trouvent.  Il  en  efl:  de  même  pour  les  centaines^' 
que  le  troifieme  chiffre  de  chaque  tranche  défigne  tou- 
jours. 

12.  Avec  cette  Remarque,  &  un  peu  d'exercice,  il 
n'y  a  pas  de  nombre  déjà  écrit  cii  chiffres ,  que  Ton  n  ap-* 
prenne  bien  vite  à  prononcer  :  il  n'y  en  a  pas  non  plus 
de  prononcé  ou  d'écrit  en  toutes  lettres ,  que  l'on  ne  fâche 
bientôt  mettre  en  chiffres.  On  peut  s  exercer  fur  les 
Exemples  fuivants ,  dont  on  trouvera  les  réfultats"  à  la  fin 
du  Livre  ,  afin  que  chacun  puiffe  les  comparer  avec  les 
iiens. 

A* 


a}i  LEÇONsÊlÉMIKT  AIRES 

Soit  donc  propofé  i*^.  d'aiEgner  la  valeur  des  nombres 
A  B  C  D  E 

75 ... .  8p3  ,...,1111..,.,  .<57J0p 1020070 1 

Soie  propofé  2^.  d'exprimer  en  chiâres  les  nombres 
F  G  H 

crois  cenc-deax^  •  ,huit  mille-un, ,  .quinze  mille-feize. .  • 

^         I  K 

cinquante  millions  mille.  •»•  .vingt-deux  billions  quatre 
millions  foixance  dix-neuf. 

Paflbns  maintenant  aux  Règles  de  l'Arithmétique,  On 
en  compte tjuatre  principales,  l'Addition,  la  Souftra6kion, 
.  la  Multiplication ,  &  la  Divifton. 


Des  Règles  de  tArîthmùique. 

II 3 .  X  u  I  s  Q  u  É  les  Nombres  font  fùfceptibles  d'augmen- 
tation ou  de  diminution ,  il  eft  clair  qu'on  peut  les  afTu- 
|ettîr  à  deux  fortes  d'opérations  \  Tune  par  laquelle  on  les 
augme;tite ,  ce  qui  s'appelle  faire  une  Addition  ;  l'autre 
par  laquelle  on  les  diminue ,  ce  qu'on  appelle  Soujlrac^ 
iion.  Toutes  les  autres  opérations  de  TArithmétique  dé- 
pendent plus  ou  moins  de  ces  deux  opérations  fondamen- 
tales ,  comme  on  le  verta  par  la  fuite. 

14.  On  diftingue  deux  fortes  de  Nombres  ,  les  entiers 
ic  les  fra3ionaires.hes  premiers  font  ceux  qui  contiens 
xient  l'unité  (ans  refte  ^  tels  que  deux  y  fept ,  mille ,  ^c  \  les 
autres  ne  contiennent  que  des  parties  de  Punité,  par 
exemple,  un  tiers,  un  vingtième ,  &c.  Or  il  eft  clair  que 
ces  deux  efpeces  de  nombres  étant  également  fùfceptibles 
iaccroiflement  ou-de  diminution ,  on  peut  les  foumettre 
aux  mêmes  t^égles.  Voyons  d^abord  celles  que  l'on  doit 
iuivre  pouc  les  Nombres  entierst 
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SI  ces  nombres  ne  pailènc  pas  dix,  auquel  cas  oiviesap* 

çe\le  nombres  fimpUsy  on  n*a  pas  befoin  de  règles  pour  les 

dealer^  parce  qu'on  opère  alors  très* facilement.  Maî« 

kfguil   s'agir  de  nombres  compofés^  il  faut   avoir  re» 

(001%  à  certaines  opérations  qui  n*ont  été  inventées  que 

pour  fuppléer  au  peu  d*ctendue  de  notre  efprit  :  or  1^% 

plus  élémentaires  de  ces  opérations  font  d^une  exaeme 

iacilicé  ,  comme  on  va  le  voir. 

De  VAddidoni 

15.  L'A  D  B I T I  o  N  fert  si'  trouver  la  fomme  de  pfu-» 
fieurs  nombres  donnés-^Par  exemple j  Jj  7&  4  ajoutés 
enfemble  ,  font  i6\ic  pour  abréger  le  difcours ,  on  écrit 
J-i»7-+-4.=3  16.  ( Le figne -4- eft  le figne  confacrépour 
l'Addition  ;  on  prononce  plus  ;  le  (Igné  s=s.  figniâe  qu!il 
y  a  égalité  :  on  prononce  égale.  ) 

Lorfque  les  nombres  à  ajouter  font  conrpofés  de  plu- 
fieurs  chiffres  y  par  exemple^  lorfqu  on  cherche  la  fomme  de 
432  Se  363 ,  voici  la  Regb  qu'il  faut  fuivre. 

1^.  Ecrive:[  CCS  nombres  Van  au'dejfous  de  t  autre  ^  en 
forte  que  les  unités  fuient  fous  Us  unités  9  Us  dixainesfous 
les  dixainesy  Us  centaines  fous  Us  centaines  ^  &Cm 

2!*.  Tire:j[  un  trait  au-^ejîous  ;  &  allant  de  droite  à  gauche, 
prcnc7[  la  fomme  des  unités;  fi  elle  nepaffepas  p,  écrive:['là 
fous  la  colonne  des  unités  ;  fi  elle  furpaffe  p ,  n'écrive\  que 
Us  unités^  &  réferve^  Us  dixaines  pour  Us  ajouter  à  la  CO'» 
lonne  fuivante. 

3'',  Prene^  de  même  là  fomme  des  dixaines ,  des  cen* 
tainesj  &c.  &  écrive:(^la  fucccfjlvement  au-dcffous  de  la  co^ 
lonne  correfpondante.  Ainfi  dans  la  première  colonne  je 
dis;  2  4-  3  ==5'>  f écris  5  au-defTous. 

Dans   la    féconde,    3-+-().=p,  ^j2 

Dans   la  tfroifieme  ,4^-3=7,  363 

f écris  7 ,  &  j'ai  la  fomme  cherchée ,,  ^^^ 

A  j 
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Sî  Ton  propofe  d'ajouter  ces  trois 
nombres,  (Î078 ,  pi;) 8,  485  3  je  les 

écris  Tun  fous  l'autre  fuivant  la  Règle ,  60  jS 

&  je  di$....8-h8=itf,4-3==ixp  j  pipg 

c  eft-à-dire ,  la  fomme  de  la  première  483 
colonne  ,  eft  ip  ou  I  dixaine  &  9 


tinités  j  je  n'écris  que  p  au-deffbus  de        ^S7S9 

la  colonne  des  unités,  &  je  tiendrai  compte  de  la  dixaîne 

dans  la  fomme  de  la  colonne  fuivante. 

Je  dis  donc,  H-7  =  8  ,-+-p  =:  17,  -+.8=^5-5 

{)ar  la  même  raifon  je  n'écris  que  $  fous  la  féconde  co- 
onne ,  de  je  retiens  les  deux  dixaines  pour  la  colonne 
fuivante. 

Aprèsquoijedis...2+.o=r2,-|-i=j,H-4==:7; 
jepofey. 

Erifin  (J-+-9=  ly  j  &  parce  que  c'eft  la  dernière  co- 
lonne ,  j'écris  ij;  tout  de  fuite.  Ainfî  la  fomme  cherchée 
eft  lyyyp. 

Voici  quelques  Additions  à  faire. 

5783  777î<f  1037(^785 

4328  3388  789534^ 

5987  5)7(^3  j-gp 

8j2i  5)025-7  73 
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16.  On  roît  bien  qu'en  ajoutant  fucceflîvement  toutes 
les  parties  des  Nombres  donnés ,  on  doit  trouver  la  fomme 
totale.  Ainfi  cette  Règle  eft  infaiUible. 

Tout  infaillible  quelle  eft  cependant,  il  n'eft  pas  rare 
de  fe  tromper,  eu  la  pratiquant.  Il  eft  donc  à  propos  de  la 
vérifier  en  recommençant  l'opération  j  ce  que  l'on  peut 
faire ,  en  prenant  la  fomme  des  colonnes  de  bas  en  haut. 

Comme  les  erreurs  qui  échappent  dans  le  cours  des  opé- 
rations numériques,  proviennent  fouvent  de  la  confuiion  des 
colonnes  ou  des  chifficçs  mal  faits  >  on  ne  fauroit  prendre 
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tro^tôtThabitude  de  bienfcparer  les  colonnes^  &  de  don- 
uei  aux  chiffres  une  forn&e  bien  difiinâe.  Cette  double 

çncaacion  fait  éviter  beaucoup  de  fautes. 
I/fàac  prendre  eardèauflià  une  autre  caufe  d^erreur; 

02  oublie  quelquefois  d'ajouter  à  la  colonne  fuivante  ce 
çoe  Ton  a  retenu  fur  celle  qui  précède. 

De  la  Sou/lraclion. 

f  fj.  LiA  SoufhaéHon  fert  à  trouver  la  diffcnjict  de  deux 
quantités  données.  Or  cette  ditference  eft  toujours  égale 
à  ce  qui  refle  de  l'une  de  ces  quantités  y  quand  on  en  a 
tetranché  l'autre. 

Oh  la  trouve  fans  calcul  dans  les  nombres  fîmples.  Il  eft 
clair  »  par  exemple,  que  fi  on  ote  2  de  y  >  il  refte  3  »  & 
qa  ainh  5  efl  la  différence  qu'il  y  a  entre  2  &  5.  Cette  opé^ 
ration  s'exprime  ainfî  en  abrégé,  y— 2=3  \  (ce  fîgnc— 
fignifiç  moins)'y  de  même 9— -4=5', &  8— 7s=l« 

i8.  Règle  pour  lafouftraétion  des  nomlxes  compofés; 
Pour  fouftraire  un  nombre  d*un  autre  j  meue^  le  plus  petit 
au-dejfous  du  plus  grand j  comme  dans  t Addition ,  &  tire^  un 
trait  au'dejfous  ;  puis  écriye:(^fucce£ivement  fous  chaque  co^ 
lonne  Us  excès  des  unités  y  dixaines  j  antaines,  &c.  du 
nombre  fupérieur,  fur  les  unités^  dixaines ^  centaines  ^  &c^ 
du  nombre  inférieur  j  &  vous  aure:^  t  excès  total  ou  la  difféf^ 
rcnce  entre  ces  deux  nombres. 

Ainfi  pour  fouftraire  le  nombre  243  du 
nombre  6^$ ,  je  les  écris  d'abord  comme 
voas  le  voyez  .•••••. •••.•.••.••.••^.         ^9$ 
je  dis  enfuite ,  y— 3=2  que  je  pofe  fous         243 
la  colonne  des  unités  i  p — ^4«=5'  >  q^®  j'^  " 

cris  fous  la  colonne  des  dixaines  :  6-— a        ^^ 
:3=4  que  je  pofe  au  rang  des  centaines» 
La  diftérence  cherchée  eft  donc  ►45'2. 

II  eft  clair  en  effet  qu'en  prenant  fucceflîvement  toutef 
les  différences  partielles  ^  on  doit  avoir  pour  réfultat  la  di^  . 

A4 
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férence  totale  :  &  c'eft-U  tout  le  fondement  de  cetre^i 

règle. 

ip.  Larfque  le  chiffre  inférieur  ejl  plus  grand  que  le  chiffre  \ 
qui  lui  correfpond  dans  le  nombre  fupérieur  ^  il  faut  ajoutc^r  à:  î 
ce  chiffre  correfpondant  une  dixaine  prifefur  le  chiffre  qui  le  '}. 
fuit  à  gauche  ;  puis  écrire  t excès  du  chiffre  fupérieur  ^  ainfi'' 
augmenté  y  fur  f  inférieur  ;  &fe  fouvenir  que  par-là  on  a  di^ 
minué  d*une  unité  le  chiffre  fupérieurfuiyant. 

Pour  ôter  38  de  6^^  par  exemple,  je  dis. . .  4—8  , 
«ela  ne  fe  peut.  Je  détache  une  unité  du  6 ,  que  je  tranf^ 
porte  fur  la  colonne  des  unités  fîmples  »  où  elle  vaut  dix  y 
Se  ajoutant  ces  dix  unités  aux  quatre  autres ,  je  dis  •  •  •  • 
114— -8=5,  que  je  pofe  au  rang  des  unités  :  puis  J — 5 
=2.  La  différence  eft  donc  25. 

Par  une  opération  lemblable  y  on  trouveroit  qtie 
Newton,  a  vécu  84  ans.  Né  en  16^^  ,  il  eft  mort  en 
1727. 

20.  Si  le  chiffre  qui  fuit  â  gauche  étoit  un  ^éro^  ou  s'il 
•écoic  fuivi  lui-même  d'autres  :j[éros ,  on  iroit  de  proche  en 
proche ,  jufqu'à  ce  qu  on  eût  trouvé  un  chiffre  dont  on  pût 
détacher  une  unité.  Parla  décompofition  de  cette  unité ^ 
tous  les  ^éros  précédents  deviendroient  des  p ,  &  il  refteroit 
une  dixaine  pour  Tajoucer  au  chiffre  plus  petit  que  le  chif&e 
inférieur. 

Si  Ton  vouloir,  par  ex.  fouftraire  18  de  200,  on  di« 
roîc . . .  •  o — 8 ,  cela  ne  fe  peur.  Alors  il 
faudroît  détacher  une  unité  du  2,  que 
Von  décompoferoit  en  dix  dixaines;  & 
de  cQs  dix  dixaines,  on  en  laifferoit  p 
a  la  place  du  fécond  zéro.  La  dixième, 
tranfportée  fur  le  premier ,  rendroit  pof- 
fible  là  fouftraâdon  de  8 ,  &  on  diroit 
10 — 8=2....5)  — i=s8,...  I— o 
s=  I  i  refteroit  donc  182. 

Un  homme  qui  devoir  3000*,  en  a  payé  12^(^9  que 
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tnreftet-il  à  payer? .,         300O 

Or— 6,  cela  ne  fe  peut.  Je  détache  une         12^6 
xttûttdu  3 .  Cette  unité  vaut  ioco=5j)0       


+10.  Je   dis  donc,  10  —  6  =  4..  ••  '7^4; 

f-9=o ....  ^ — a=7. . . ,  2 — 1=1. 
|]fli  refte  donc  1704*  a  payer. 

II.  Lorfque  le  chiffre  fàpérîeur  n'eft  pas  affez  grand,  on  pcitt^ 
âas  aroir  recours  à  ceux  qui  le  fuivest  j  loi  ajonter  une  dîxainc  : 
mis  alors  ,  poor  compenfer  ce  que  l'on  a  ajouté  an  nombre  (oft* 
neor,  il  faut  fnppofer  que  le  chiffre  (nivant  du  nombra  inftxîeni  cft 
alimenté  d'une  unité.  On  Toic  bien  que  cela  rericnc  au  même. 

Voici  quelques  autres  exemples. 

^000        J7p8        6552       soo%        xjooor 

4000         ï^       £4^       4m  l^i^S 

0  P  Q  R  S  ' 


22.  Quand  une  SouJlraBîon  ejl  bien  faite ^  il  faut  nc'^ 
cejfaircment  que  le  refte  ajouté  au  nombre  fouftrait  «  foit 
égal  au  nombre  dont  on  ayoit  à  le  fpuftraire.  Car  un  Touc 
quelconque  doit  être  égal  à  fes  parties  prifes  enfemble  : 
&  c^eft  de  là  que  Ton  a  déduit  un  moyen  prompt  &  facile 
de  vérifier  les  foufixaâions.  Ajoutez  donc  le  refte  au  plus 
périt  nombre  ^  &  voyez  fi  leur  fomme  eft  égale  au  piuf 
grand  des  deux  nombres. 

De  la  Multiplication, 

''  2j.  On  fe  fert  de  la  Multiplication  pour  trouver  ùtnê 
beaucoup  de  calcul ,  la  fomme  d'un  nombre  que  Ton  veut 
ajouter  plufieurs  fois  â lui-même.  Pour  trouver,  par  exem- 

!)W,  la  fomme  de  1 2  ajouté  neuf  fois  »  il  faudroit  écrire  neuf 
bis  12  ,  Se  en  chercher  la  fomme,  ce  qui  feroic  aflez 
long  y  par  la  Multiplication  oh  trouve  tout  de  fuite  que 
^fois  12  font  108. 
Dans  cet  Exemple  >  on  appelle  ï2  le  Multiplicande  j 
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^  le  Multiplicateur  j  8c  io8  le  Produit.  En  général  le  tr&ul^ 
tiplicande  &  le  mulciplicacear  s'appdiient  les  racines  ou  les 
facteurs  da  produit, 

2^  Le  produit  eft  donc  lafomme  du  multiplicande  pn^ 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur  :  oiM 
ce  qui  eft  la  même  chofe ,  le  produit  contient  autant   de 
fois  le  multiplicande,  <iue  le  multiplicateur  contient  ronicé. 
'    2J.  Si  au  lieu  décrire  neuf  fois  12  en  colonne,  pouc 
en  prendre  la  fomme ,  on  écrivoit  douze  fois  9 ,  il  eft 
clair  (]u*on  trouveroic  la  même  fomme  io8  ;  d'où  il  fuie 
que  lorfquon  a  deux  nombres  à  multiplier  j  on  peut  indiff^ 
remment  prendre  celui  qu'on  voudra  pour  multiplicande  ^ 
f autre  fera  le  multiplicateur  ^  le  produit  fera  le  même. 

2.6.  On  n*a  pas  befoin  de  règles  pour  la  Multiplicatîoi» 
des  nombres  fîmples  \  on  voit  facilement  que  le  produit  de 
2  multiplié  par  3  ,  eft  5  ^  ce  qui  s'exprime  ainn  j  2  x  3  » 
ou  2  •  5  =^.  (le  ligne  x,  ou  le  point  mis  entre  deux 
nombres ,  fignifie  multiplié  par)  j  de  même  3  X4=:  12  » 
7  .  j  s=»35,  &c.  Il  faut  fe  rendre  très-familiers  les  pro- 
duits des  nombres  fîmples ,  (1  Ion  veut  pratiquer  suremenc 
'&  promptement  la  Multiplication. 

Voici  les  moins  aifés  de  ces  produits 

5x3=  p    4x3  =  12    5'X3=:iy     5x3  =  18 

'3x4=12      4X4=15      ;'X4  =  20      5X4=:2^ 
3Xy=:iy      4Xy=:20       J'Xy=:2y       dX5'=:30 

3x5=i8  4x5  =  24  j'x5  =  30  5x5  =  3(5' 

3x7  =  21  4x7  =  28  yx7  =  35'  5x7  =  42 

3x8=224  4x8  =  32  5x8=140  5x8  =  48 

.  3x5^  =  27  4xp  =  3<^  j:x9  =  4J,  5xp=;4.  . 

7x3=21  8x3=24  5)X3=27 

7x4  =  28  8x4=32  pX4  =  35 

7xy  =  3y  8x5  =  40  j^xi;=4y 

7x5=42  8x5=48  5^x5  =  5-4 

7x7=49  8x7  =  y5  9x7  =  53     • 

7x8=;5  8x8  =  54  9x8  =  72 

7x9=53  8x9  =  72  9X9==8i 
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^^.  lorfqu'on  a  deux  nombres  compofés,  comme  ^2  8c 
ISL^)  a  multiplier  Tun  par  l'autre,  il  faut  i^.pqfer  celui  que 
ton  ma  choifi  pour  multiplicateur  (c'eft  ordinairement  le 
plus  petite  au'dejfous  du  multiplicande  ^  comme  dans  TAd- 
&on  j  ainfi  je  pofe  24  fous  52.  32 

2**.  Il  faut  écrire  au-dejfousj  en  allant  24 

é  droite  à  gauche ,  le  produit  de  chaque  \ 

diffre  du  multiplicande  par  chaque  chiffre  ^^'^ 

k  multiplicateur.  Ainfi  jUcris  d* abord  le  ^4f 

fToduit    de    chaque  chiffre    du    multiplia  -^g 

tonde  y  par  les  unités  du  multiplicateur  , 
en diiant. . .  •  2  X  4  =  8 ,  je  pofe  8  •  • . 
3x4=  12,  je  pofe  12. 

Après  celz  if  écris  aujjî  de  droite  à  gauche  j  en  comment 
font  par  la  colonne  des  dixaines  j  le  produit  des  chiffres 
du  multiplicande  par  les  dixaines  du  multiplicateur  ^  &  je  dis  , 
2X  2=4,  je  pofe  4  au  rang  des  dixaines  • . . .  5  x  2=  6  , 

je  pofe  6 3  M/  faut  prendre  la  fomme  de  ces  deux 

produits  ;  ce  qui  donnera  768  pour  produit  totaL 

28.  Pour  concevoir  cette  opération,  on  peut,  en  la 
faifant  ,  raifc^nner  ainfi.  Le  produit  de  32  par  24  eft 
^évidemment  égal  aux  dixaines  &  aux  unités  de  32,  prifes 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  24 ,  c'eft-à-dire ,  ptifes 
4foi5,  &  2  dixaines  de  fois.  Il  faut  donc  dire  d'abord,  les 
unités  du  multiplicande  prifes  4  fois  produifent  8  unités 
que  j'écris.  Enfuite  les  3  dixaines  du  multiplicande  prifes 
4  fois,  produifent  12  dixaines;  j'écris  12  fur  la  gauche 
de  8.  Ainfi  les  3  dixaines  Se  les  2  unités  de  32  prifes 
4  fois,  produifent  128  unités. 

Paffant  maintenant  aux  2  dixaines  du  multiplicatepr  ; 
je  dis;  les  2  unités  du  multiplicande  prifes  2  dixaines 
de  fois,  produifent  4  dixaines.  J'écris  4  dans  la  féconde 
colonne  a  gauche ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  j'écris 
4  dans  la  colonne  du  multiplicateur  aduel ,  parce  que  4 
exprime  des  dixaines ,  6c  qu'ainfi  il  doit  être  dans  la  colonne 
des  dixaines.  Enfin  je  dis ,  les  trois  dixaines  du  multipli- 
cande prifes  2  dixames  de  fois ,  produifent  6  dixaines  de 
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dixakines »  c^eft*à-dire  ^  6  centaines^  j'écris  6  après^4,  afînt 
qu'il  fe  trouve  dans  le  rang  des  centaines.  Donc  les  ^^ 
dixaines  &  les  2,  unités  de  maltiplicande  prifes  %  dixaines 
de  fois ,  prodiûfeiit  6^  dixaines  »  ou  5  centaines  &  ^ 
dîxaines.  j'afoute  ce  produit  à  celui  que  j*at  trouvé  plus 
faaut  y  afin  d'avoir  le  produit  de  toutes  les  parties  du  muLr 
ôplicande  par  toutes  celles  du  multiplicateur.  Ce  produic 
total  eft  donc  7(î8* 

Soit  propofé   de   multiplier    ^6^  pat  S^^ 

^9*  •  «  •  Je  commence  par  écrire  ces  deux  ^^^ 

nombres  1  un  fous  l'autre  ;  puis  je  multiplie  ■ 

tout  le  multiplicande  j  1^4  par  les  p  unités  S^l^ 

du  multiplicateur ,  en  difant  4, x  p = 3  (î ,  0.2,$ 6 

je  pofe  6ybc  retiens  3  . . .  <îx p== J4 > mais         'il^Z 
\  caufe  de  3  que  je  viens  de  retenir,  je  dis         lAOâ.'kS 
54-+-  3  ==  77,  je  pofe  7 ,  &  retiens  $ ...  *^*^ 

y  xp  =  45'  :  or  4;*  -H  y  que  j'ai  retenu  =  5*0 ,  je  pofe 
jo  de  fuite  jj)arce  qull  n'y  a  plus  rien  à  multiplier  par  ce 
premier  chiffre  p* 

Je  pile  enfuite  aux  4  dixaines  du  multiplicateur  >  par 
lefqaelles  je  multiplie  $6/^^  en  difant.  •  •  .4 X 4=:  i^;  je 
pofe  6  au  rang  des  dixaines ,  &  retiens  i  • . .  5 x  4=  24  » 
•+  I  =  2 jT ,  je  pofe  y ,  &  retiens  2 . . .  j*  X  4=  20  » 
Hr  2.==22 ,  j'écris  22. 

Enfin,  je  multiplie  5'(Î4  par  les  2  centaines  du  multipli- 
cateur \  difant  à  lordinaire ,  4 X 2  =  ^ ,  je  pofe  8  au  rang 
des  centaines  »...  (îx  2=  12 ,  je  pofe  2 ,  &  retiens  i .  • . . 
jx2==io^  -4-  i=:ii,  je  pofe  11. 

Je  prends  la  fomme  de  ces  différents  produits ,  &  j*ai 
140456  pour  produit  total. 

2p.  Lorfqu'il  y  a  un  ou  plufieurs  zéros  à  la  fin  de  l'un 
ou  des  deux  nombres  donnés ,  on  abrège  Topération ,  en 
ne  multipliant  que  les  autres  chiffres ,  Se  mettant  \  la  fuite 
dé  leur  produit  autant  de  zéros  qu'il  y  en  a  ,  foit  à  la  fin  du 
multiplicande,  foit  à  la  fi.n  du  multiplicateur. 

Par  exemple,  pour  multiplier  120  par  120 ,  on  mettra 
deux  zéros  à  la  fuite  de  1 44,  produit  de  1 2  par  1 2 ^  &  on 
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LwL  14400  pour  produic.  Car  il  eft  bien  évident  que  d^ 
i.£xauKs  multipliées  par  des  dizaines  9  prodaifenr  des  cen* 
QÔns.  Or  ce  font  12  dixaines  que  1  on  a  ici  à  maltiplîec 
.  pr/i  dixaines.  Leur  produit  doit  donc  être  144  cernai* 
itf=  14400.  On  trouveroit  de  même  que  ^otfooox 
jjjfoo  =43  44  ^00  000. 
Foid  quelques  Exemples  de  Multiplications  toutes  £ûics» 

5874  88(î<Î3î 

68y  777 


2p370  620^431 

4599:2  620^43 1 

3^244  62064^1 


[      402365)0  6889 13  841 

4^5  X3^87 

1002  1000  000  j)o8 


I  000 


93^    — 4^945* 

4^500  , 1  000  000  000       483 1830 
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l^oat  connoitre  fi  Ton  ne  s'eft  pas  trompé  dans  la  mûiri* 
^liotôonj^  on  peut^  en  attendant  que  Ton  tache  la  divifion , 
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changer  Tordre  des  nombres  donnés,  c  eft-à-dire^  dâ  tni^-^ 
tiplicateur  faire  le  multiplicande,  &  réciproquemenc  y  car 
on  doit  trouver  le  même  produit. 

30.  On  peut  audi  fe  fervir  de  ce  qu'on  appelle  la  preuve 
par  p.  Ceft  une  opération  ingénieufe  &  prompte,  qu'il  eii: 
bon  de  favoir.  Voici  en  quoi  elle  confifte. 

1^.  Ajoutez  les  chiffres  du  multiplicande,  comme  s'ils 
èxprimoient  tous  des  unités  fimptes.  Se  de  leur  fon:in:ie 
retranchez  p  aufli  fouvent  que  faire  fe  pourra.  Ou  il  ne 
vous  reftéra  rien  après  cette  louftraâion ,  ou  il  vous  reftera. 
un  nombre  moindre  que  p.  Dans  le  premier  cas  écrivez 
zéro.  Pans  le  fécond,  écrivez  le  chiffre  qui  vous  refte. 

2,^*  Faites  de  même  pour  les  chiffres  du  multiplicateur  , 
&  vous  aurez  un  fécond  refte  que  vous  pourrez  écrire  au- 
deflbus  du  premier. 

3^.  Multipliez  ces  deux  reftes,  &  de  leur  produit  retran- 
chez p  aufïî  fouvent  que  vous  le  pourrez;  Vous  aurez  un^ 
croiiieme  refte,  que  vous  mettrez  à  côté  des  deux  premiers. 

^^.  Ajoutez  les  chifTces  du  produit ,  comme  ceux  des  deux 
fadeurs ,  retranchez  de  leur  fomme  tous  les  p  qu'elle  con- 
tient,  &  mettez  le  quatrième  refte  au-deflbus  du  précédent. 

Si  la  multiplication  que  vous  voulez  vérifier  eft  bonne  , 
ce  dernier  refte  doit  être  le  même  que  lavant- dernier. 

Je  voudrois  favoir,  par  exemple,  fîpyjyo  eft  le  véri- 
table produit  de  3  Ç4  par  ayy. 

J'ajoute  les  chiffres  du  multiplicande,  en 
difant  3  -4^5-  -t-^—  12  j  j'en  ôçe  p  j  refte        3   \    6 
3  que  je  mets  en  réferve.  -.   1    ^ 

J'écris' au-deflbus  le  refte  y  provenant  des  ' 

chiffres  du  muhipHcateur. 

Je  multiplie  le  premier  refte  3  par  le  fécond  refte  y ,  & 
du  produit  15-  j'ôte  p,  Refte  6  que  j'écris  à  côté  de  3. 

Enfin  j'ajoute  de  même  les  chiffres  du  produit  P73  yo  > 
&  je  trouve  qu'après  en  avoir,  retranché  deux  fois  p ,  il 
refte  6 ,  comme  dans  la  dernière  fouftraéHon.  D  où  je 
conclus  que  ropération  eft  bonne.  Et  voici  fur  qu©i  aft 
xondee-  cette  concivUîoA. 
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'51.  Si  fote  de  10,  de  lôo ,  de  1000,  &c.  tous  les  p 

«çày  font  contenus,  il  eft  évident,  qu'il  reftera  tou- 

fouBl.  En  faifant  la  même  opération  fur  20  ,  fur  200» 

&r  ^000  ,  &c.  on  trouvera  conftamment  2  pour  refte. 

&  général ,   roz/r  nombre  exprimé  par  un    chiffre  fuivi 

im  ou   de  plujieurs  \éros  j   donnera   toujours  ce  chiffre 

fm  refit  ^  après  la  fuppreffion  des  p    que   ce   nombre 

mtitnt. 

Or  il  n'eft  aucun  nombre  que  ïon  ne  puiHè  décompofet 
aux  feules  unités  près ,  en  nombres  entiers  &  décimaux.  Le 
muitipUcande  35'4,  par  exemple,  peut  fe  décompofer  en 
500  -+-  y o  H-  4.  On  trouvera  donc  le  même  refte ,  après 
lYoir  ôté  les  p  de  la  fomme  de  3  -+^  5*  "+-  4j  ajoutés  com- 
me unités  fimples,que  (i  on  les  avoir  otés  fucceûivemenc 
ie  3  00  —H  y  o  -4-  4. 11  en  eft  de  même  pour  le  multiplica- 
teur 275*;  &  c'eft-là  le*  fondement  des  deux  premières 
panies  de  la  règle. 

Cela  pofé ,  je  remarque  qu'en  multipliant  un  nombre 
hm  lequel  p  eft  contenu  un  certain  nombre  de  fois  fans 
refte  ,  par  un  autre  nombre  qui  contienne  aufli  p  fans 
refte  ,  le  produit  doit  pareillement  le  contenir  fans  refte. 

Si  donc  3  5*4  le  contient  avec  un  refte  3  ,  &  fî  275*  le 
contient  avec  un  refte  j* ,  leur  produit  doit  évidemment  le 
contenir  avec  un  refte  i  y.  Supprimant  donc  le  p  contenu 
dans  ce  refte  ly  ,  il  doit  refter  d;  &  c'eft  efFcdivemcnt  cf 
qui  eft  refté  après  avoir  ôté  tous  les  p  de  P73  $0. 

Voilà  le  fondement  de  la  quatrième  partie  de  la  Règle. 
Voici  celui  de  la  troifieme. 

Pourfavoir  ce  qui  rejle  du  produit  de  deux  nombres  quel-* 
conques ,  après  la  fupprejjion  de  tous  les  ^  3  il  n'y  a  qu'à 
multiplier  le  refie  du  multiplicande  par  celui  du  multiplia 
cateury  &•  fouflraire  de  ce  produit  les  p  quïl  contient.  Le 
^^ftc  fera  toujours  celui  que  l'on  cherche. 

On  peut  le  démontrer  généralement  de  cette  manière.  Soit  le  multi- 
plicande ==  ^  J^  -f-  m  :  &  le  multiplicateur  =:  9  C-hn»  (2f&  C 
expriment  le  nombre  de  fois  que  les  deux  fadeurs  contiennent  9; 
m  &  «  rcpréfentcnt  les  deux  rcftes.  )  Le  produit  fera  %i  B  C-\^s  Cm 
Th^JB  n+mn.Oik$  trois  prcflûcrs  termes  de  ce  produit  font  évi- 


ttC  Leçons    Élemektaires 

Gemment  divifîbles  (ans  refte  par  9.  Si  le  quatrième  i'eft  aoffi  »  coi 
le  produit  I'eft  de  inéme.  S'il  provient  un  refte  de  la  divifioh  dc^  #79 
par  ^  ,  ce  refte  fera  celui  que  l'on  cherche.  Donc  pour  favoir ,  &c=«. 

Appliquons  cette  méthode  à  un  autre  exemple. 

Je  iuppofe  que  l'on  ait  trouvé  26^^  syypa 
pourproduit  de  6$^6x^o$^^Sc  qu  on  veuille     7  |  3 
le  vérifier.  Le  premier  refte  eft  7  j  le  fécond     3  j  3 
€ft  3  j  leur  produit  eft  21  ;  fon  refte  eft  3  ;         ' 
celui  du  produit  total  eft  3  auifî.  L'opération 
eft  donc  bonne. 

32.  Obfervez  i®,  que  pour  abréger,  on  peutfouftraîre 
les  9  à  mefure  qu^on  en  trouve  dans  le  cours  de  l'addition 
à^  chiffres* 

a^.  Que  3  pourroit  fervir  ainC  que  9. 

3^  Qu'il  V  a  deux  erreurs  à  éviter.  L'une  qui  confift^ 
clans  la  tran(pofition  des  chiflfres  du  produit  total ,  comme 
il  au  lieu  d'écrire  973  jo ,  on  écrivoit  793  $0 ,  ou  jij^o^  ^ 
ou  &c.  L^autre ,  qui  eft  de  mettre  dans  ce  produit  des 
zéros  au  lieu  des  9,  ou  d'oublier  les  p ,  &  de  ne  rien 
mettre  à  leur  place.  Car  alors  le  réfultat  de  la  vérification 
feroit  le  mcme^  &  cependant  les  produits  feroient  bieit 
différents.  Mais  des  erreurs  difficiles  i  commettre,  ne 
doivent  pas  empêcher  de  fe  fervir  d'une  règle  aufli  expé* 
ditive.  Au  refte  la  divifion  tend  direéfcement  à  vérifier  Ix 
multipUcation. 

De  la  Divljion. 

3  3 .  La  Divifion  fert  ï  trouver  combien  de  foii  un  nom-» 
bre  eft  contenu  dans  un  autre  ;  &  comme  il  ne  peut  y  erre 
contenu  qu'autant  de  fois  qu'il  peut  en  être  fouftrait  »  la 
divifion  eft  un  moyen  abrégé  de  faire  ces  fouftraâions. 

Âinfi,  pour  favoir  combien  12  contient  de  fois  4,  la 
manière  la  plus  naturelle  eft  d'ôter  4  de  12;  refte  8  : 
enfuite  4  de  8  ;  refte  4  :  enfin  4  de  4  ;  refte  zéro  :  d'où 
Ion  voit  que  la  quantité  12  eft  épuifée,  après  que  4  en 
a  été  retranché  3  fois»  &  qu'ainfi  X2  contient  4  préqfé* 

ment 
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Xkl  3  fois.  Mais  cette  méthode  feroit  trop  longue ,  fi 
»  nombres  écoient  fort  grands.  On  a  donc  imaginé  an 
mo^eo  de  trouver  en  peu  de  temps  combien  de  rois  une 
gaffiritè  appelée  le  Dividende  ,  contient  une  autre  quan- 
Mr' appelée  le  Diyifeur.  On  appelle  Quotient  le  nombre 
fi  exprime   combien  de  fois  le  dividende  contient  le 

Dans  cet  e:cemple  12  eft  le  dividende,  4  le  divifeur,  8c 
le  quotient. 

34.  Il  fuit  clairement  de  ces  notions,  F.  Que  le  divi- 
dé  contient  autant  de  fois  ie  divifeur^  que  le  quotimt 
mtieiit  l'unité. 
3  y.  W.  Que  le  divifeur  pris  autant  de  fois  que  le  quo- 
tient contient  l'unité ,  doit  être  égal  au  dividende  ,  (  car 
f  alors  c'eft  remettre  le  divifeur  autant  de  fois  qu'on  Ta  ôté; 
*ce  qui  doit  rétablir  le  dividende  ) ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même 
cWe,  le  produit  du  divifeur  parle  quotient  eft  égal  au  di* 
vidende. 

Donc ,  pour  favoir  fi  un  quotient  eft  exaS ,  il  faut  le 
multiplier  par  le  divifeur ,  &  en  comparer  le  produit  avec 
h  dividende. 

Ot  on  peut  regarder  le  dividende  comme  le  produit 
d'une  multiplication ,  dont  le  divifeur  &  le  quotient  foDt 
les  faiseurs.  Ainfi  divifer  le  dividende  par  le  divifeur  poar 
avoir  un  quotient ,  c*eft  la  même  choie  que  de  divifer  un 
produit  par  un  de  ïes  faôeurs,  pour  trouver  l'autre  fafteur. 
Donc  ,  quand  on  corinoit  un  produit  Êr  unfaSeur  de  ce 
froduit,  il  faut,  pour  trouver  Vautre  falteur  9  aivifer  lepr<h 
duk  par  le  faSteur  connu. 

^  6.  Cela  pofé ,  parcourons  les  différents  cas  de  la  di* 
vifion.  Il  y  en  a  trois;  le  premier  a  lieu ,  lorfque  le  divi- 
dende &  le  divifeur  font  l'un  &  l'autre  des  nombres  fim- 
pt^ ,  comme  fî  on  propofoit  de  divifer  8  par  4. 

jLe  fécond,  lorfque  le  dividende  eft  un  nombre  com- 
pofé ,  &  que  le  divifeur  eft  un  nombre  fimple  ;  7P  5*3  >  pât 
exemple,  à  divifer  par  3. 
Le  troUîcme  cas  eft  le  plus  ordinaire,  c'eft  quand  It 

B 
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dividende  &  le  divifeur  font  tous  deux  des  nombres  coam.^ 

pofcsj  par  exemple,  x 4.7475"  à  divifer  par  ^62. 

Premier  Cas  de  la  Dmjîon. 

37,  Lorfque  le  dmdende  &  le  divifeur  font  des  nombre^. 
Jîmples ,  on  n*a  pas  befoin  de  règles  pour  trouver  le  quo  - 
tient*  Par  exemple ,  on  voit  tout  de  fuite  que  le  quotiei^i 
<le  8  divifé  par  4  eft  2. 

Pour  abréger,  on  écrit  le  divifeur  imniédiatement  slvl^ 
delTous  du  dividende ,  &  on  les  fépare  par  un  trait ,  qu.$ 
fignifie  divifé  par  r  ainfi  |=2  iigniâe  que  8  divifé  par  ^ 
cgale  J2.  De  même  f  =  3. 

Quand  on  ne  trouve  pas  yai  quotient  exaS ;  (comme  (i 
on  vouloit  divifer p  par  4 ,  où  Ion  voit  que  p  contient  ^ 
plus  de  2  fois,  niais  moins  que  3  fois,  &  qu  ainfi  le  quo-r 
tient  véritable  eft  entre  2  &  3  )  :  alors  on  écrit  pour  quotienc 
le  plus  petit  des  deux  nombres  entre  lefquels  le  vrai  quotient 
ioitfe  trouver  :  on  multiplie  ce  nombre  par  le  divifeur ,  orz 
retranche  du  dividende  le  produit  de  cette  multiplication^  & 
Von  a  un  rejie  qu'on  écrit  â  côté  du  quotient ,  en  mettant 
le  divifeur  auMJfous  de  ce  reJie ,  dont  on  le  fépare  par  un 
trait. 

Par  exemple ,  il  faut  dire ,  p  contient  4  deux  fois  6c 
plus,  mais  non  pas  trois  fois:  j'écris  donc  2  pour  que* 
tient, ^ &  je  dis.  • .  2  x  4  =  8  ^  enfuite  p  —  8  =  1,  & 
l'ai  |s=:  2  ^;  ce  qui  lignifie  que  p  divifé  par  4 ,  a  2  pour 
jquotient ,  8c  qu'il  refte  encore  une  des  unités  de  9  â  par- 
tager en  quatre  parties.  De  même  7=3  7»  • .  7=  2  f.  •  •  ^ 

3  8.  Remauques*  I.  La  divi(ton  conlifte  en  trois  opéra- 
tions, i^  On  divifé  le  dividende  par  le  divifeur ,  pour  avoir 
un  quotient  s  2^.  on  multiplie  le  divifeur  par  le  quotient  p 
pour  avoir  un  produit  ;  ^^.ori  âte  ce  produit  du  dividende , 
four  avoir  fin  refte» 

IL  Si  le  divifeur  eft  plus  grand  que  le  dividende , 
f&jxixfx^  s'il  fallpk  idivifer  4  par  7 ,  alots  W  ^9  Çfi99^^^ 
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Récrire  f  comme  un  refte  de  divifion ,  Se  cecte  ezpreffioif 
xt^éfenre  le  quotient. 

IIL  Une  quantité  qui  peut  fe  divifer  exaâement  &  fans 

jés  par  une  autre ,  eft  multiple  de  cette  autre  quantité. 

iM  8  eft  muUiple  de  4  &  de  2 ....  12  eft  multiple  dç. 

^>  de  4  ,  de  3  »  &  de  2.  Tout  nombre  eft  multiple  ae  1  u- 

ffité  :  mais  8  n'eft  pas  multiple  de  7  »  ni  de  5,  ni  de  y» 

jiide  3*  De  même  11,  neft  multiple  d'aucun  nombrç 

entier  plus  grand  que  i. 

IV.  Tout  nombre  entier  qni  n*eft  multiple  d'aucui|L 
«Qtre  nombrç  entier  plus  grand  que  l'unité ,  s'appelle  nom^ 
bre  premier.  On  trpuye  dans  difFérents  Auteurs  des  Tabler 
de  ces  nombres.  Voici  ceux  qui  font  moindres  que  JOO* 

i,  *.  3»  5»7»  "»  M.  ï7»  i9»tU^9»  îï>  57^4X^4}>47• 
5J.  59y  ^'>^7>  71.  75»  7^*  ^)»  ^9»97' 

ICI  ,  lej,  107,  105,  113,  1x7,  iji,  157,  13^.  Ï4^.I5»» 
l|7,  1^5,  167,  17J,  175,  ï«i,  I5?l,  19U  ^97 y  199* 

XII  ,  xxj,  X17,  xxp,  X3J,  i3p,»4i,  X5r,  xj7>  *tf)»*^^# 
»7i,  277,  1^1,  X83,  x^3. 

507»  î">  jn»  517»  Î3Ï»  ÎJ7»  347*  34^.  Mî»  555.  3f7» 
375,  379>3«3,  385»  357- 

401,40^,  419,  4*ï,  4M*  453*  435»  445*  445>  4J7*  4^ïf 
4*5*  4^7,  475 .  4*7 *  4^1  *  45P- 

On  peut  voir  dans  le  cinqaieme  Volume  des  Mémoires  de  Mathé* 

madu^Dc  5c  de  Phyfîque ,  préfentés  à  TAcad^mie  Royale  des  Sciences» 

ijfoge  485  )  la  méthode  que  M.  Rallier  des  Ourmes  a  donnée  jM>ar 

trouver  les'aombres  premiers.  Cette  méthode  eft  fort  fîmple ,  qivoiqtie 

.    indire^el 

Le  célèbre  Jean  BerneuUi  en  avoir  déjà  indiqué  une  autre  (  Tome 
L  page  90  de  fes  Ouvrages  ).  Elle  eft  fondée  m  la  propriété  cog»- 
mUAe  à  tous  les  nombres  premiers ,  excepté  i  8c  3  ,  de  nç  différei: 
que  d*mie  unité,  de.^  ou  dç  fes  multiples 3  ce  qui  n*eft  pas  riéçU 
proque. 

On  a  imprimé  depuis  peu  à  Berlin  des  Tables  qui  contiennent  tous 
les  nombres  premiers  depuis  i  jufqu'à  loxooo. 

Second  Cas  4c  la  Dmjîoru 

39.  Lorfque  k  dmienit  efi  un  nombre  compofét  &quefe 
iiv^wr  eft  ua  nombre  JimpU  :  i"!.  Je  cherche  coxnbien  4« 
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fois  le  divifeut  eft  contenu  dans  le  premier  chiffre  du  dîW-^ 
dende ,  en  allant  de  gauche  i  droite* 

2\  J'écris  le  chiffre  qui  exprime  ce  nombre  de  fois  , 
&  par  ce  chiffre  je  multiplie  le  diyifeur  que  l'on  place  or— 
îdinairement  fur  la*  droite  du  dividende. 

3**.  Je  fouftrais  ce  produit  du  premier  chiffre  du  di- 
vidende, &  j'àbailïè  le  fécond  chiffre  à  côté  du  refte,  s'il 
y  en  a.  Après  quoi,  je  recommence  les  mêmes  opéra- 
tions, jufqu'à  ce  que  je  fois  parvenu  à  divifer  fuccefliv^e— 
ment  tous  les  chiffres  du  dividende. 

Ainfi  pour  divifer  7^5*3  par  3  ,  j'écrî-       7072  Cî 

rai  d'abord  le  divifeur  à  droite  du  divi-    '  i  ""T ' 

dehde  j  comme  on  le  voit  ici.  V  *  *  ^ 

Enfuite  je  dirai. . .  En  7  combien  de 
fois  3  ?  deux  fois.  J'écris  2  au  quotient.       i p 
Je  multiplie  3  par  2 ,  &  je  fouftrais  le       i  g 

Sroduit  o,  de  7;  il  me  refte  l,à  côté      
uquel  j'abaiffe  9.  '                                        ^S 

Je  dis  enfuite^  . .  En  ip  combien  de         l  jT, 
Fois  3  ?  fîx  fois.  Je  mets  6  au  quotient.  !^ 

jfe  multiplia  3  par  <î ,  &  je  fouftrais  le  | 

produit  18 ,  de  15^.  11  me  refte  encore  ^ 

IX  ,  qui ,  ajouté  au  chiffre  fuivant  y  ,  q 

fait  15-. 

Le  même  procédé  dans  cette  troifieme  divifion  me  fait 
trouver  5*  pour  quotient ,  ly  pour  produit,  o  pour  refte. 

J'abaiffe  le  3  ,  &  je  divile  comme  à  l'ordinaire.  Le  | 
quotient  eft  i  ,  le  produit  3  ,  le  refte  o.  D  où  je  conclus  j 
■que  3  eft  contenu  26^  i  fois  exaâiement  dans  75)5*3 .  Pour  | 
m^èn  affurer,  je  multiplie  26^1  par  3  j  jetetrouve  le  di- 
vidende. L'opération  «ft  donc  bonne. 

Dans  un. cas  auffi  (impie  y  on  a  plutôt  fait  de  prendre 
fur  chaque  chiffrée  du  dividende  la  partie  déifignée  par  le 
divifeur.  On  auroit  pu  dire,  par  exemple ••..  Le  tiers 
de  7  eft  2  avec  un  refte.  Ce  refte  eft  i ,  qui  ajouté  à  p , 
fait  ip.  Le  tiers  de  ip  eft  (5.  Le  tiers  de  i  y  eft  y.  Celui 
de  3  eft  i;  Donc  265 1  eft  le  tiers  cherché  4e  T^Si* 
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-Voici  quelques  autres  exemples  de  cette  abréviatioiu 

'i2jj8=62(?p    87^4=17^21  £7££3=^i3P4ï  f 
^  J  7 

40.  Remarques.  L  On  commence  la  divifîon  par  la 
gauche  ,  afin  que  s'il  y  a  des  reftes  dans  les  premiers 
chiffres  ,  on  puiile  les  joindre  aux  chifiFres  fuivants.  En  corn- 
mençanc  par  la  droite,  on  feroit  prefque  toujours  oblige 
de  revenir  fur  fes  pas. 

IL  Si  le  premier  chiffre  du  dividende  efl  plus  petit  que 
le  divifeur ,  il  faut  chercher  combien  de  fois  celui-ci  eft 
contenu  dans  les  deux  premiers  du  dividende. 

IIL  Lorfqu  après  une  fouftradlion  il  ne  refte  rien ,  &  que 
le  chiffre  abaifié  eft  moindre  que  le  divifeur ,  il  faut  met- 
tre zéro  au  quotient,  &  abaifler  le  chiffre  fuivant,  s'il  y 
en  a^  On  met  zéro  au  quotient,  pour  conferverla  valeur 
lefpeâive  des  chiffres. 

IV.  Quand  après  une  fouftraftion  ,  il  fe  trouve  tm  refte  , 
ce  refte  doit  toujours  être  plus  petit  que  le  divifeur.  S'il  lui 
étoit  même  égal ,  c'eft  qu'alors  le  chifire  mis  en  dernier 
lieu  au;quotient  feroit  trop  petit  d'une  unité.  Il  faut  donc 
interrompre  le  cours  d'une  divifion»  auffi-tot  que  l'on 
trouve  un  refte  qui  n'eft  pas  plus  petit  que  le  divifeur. 

y.  A  mefure  que  Ton  abaiue  un  chiffre  >  il  eft  à  propos 
de  le  marquer  par  un  point  :  cela  fert  â  reconnoître  cha- 
que fois  où  Ton  en  eft ,  &  de  combien  de  chiffres  le  qudr 
tient  doit  être  compofé. 

VI.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus  de  p  au  quotient  » 
parce  que  l'Arithmétique  dont  nous  nous  fervons  eft  dé-; 
cimale. 

Troijîcme  Cas  de  la  DivifioUé 

41. 5i  le  dividende  &  le  divifeur  font  des  nonAres  con^ 
pofés;  fi  on  a,  par  exemple,  14747J  à  divifer  par  3^2  , 
on  commencera  par  écrire  ces  deux  nombres ,  comme  on 

B  ii| 
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le  voit  ici i    •    •    •    •    i474iS\A^^^ 

^uis  on  cherchera  combien  de  fois  te  diyifeùr  3  62  eft  corB.-r' 
ténu  dans  le  dividende  i  47475'>  ce  que  l'on  fera  par  parn^^i?- 
On  dira  donc  d  abord  :  les  trois  premiers  chiffres  l^.'^ 
du  dividende  ne  contiennent  pas  les  trois  chiffres  du  divî^ 
leur  (abftrâdioii  faite  de  la  valeur  relative  de  147,  qtiî  ^ 
dans  l'exemple  préfent»  exprime  des  milles ,  pendant  que 
^62  n'exprimé  que  des  utiités).  Il  faut  donc  prendre  le^  ~ 
Quatre  premiers  chiffres  1474  du  dividende,  &  cherche xr 
combien  de  fois  3  62  y  eft  contenu.  Il  y  eft  4  foi3  6c  plus  ^ 
te  que  je  trouve  en  cherchant  feulement  combien  de  foi^ 
bs  deux  prethiers  chiffres  I4  du  dividende  contiennent 

5  ^  premier  chiffre  du  divifeur.  Je  multiplie  le  diviteaif 
^€2  pàt  le  quotient  trouvé  4,  pour  favôir  fl  ce  produic 
11448 ,  eft  plus  pfetit  que  1474;  Je  mets  donc  4  au  quo-^ 
èient.  Je  fôuflraià  enfuite  1448  de  147^.  H  me  réfle  26  i 

6  la  pr'eniiere  panié  dé  la  divifion  èfl  faite. 

J'abaifle  à  côté  du  refle  26  le  cinquième  chiffre  7  que  je 
marque  d'un  points  &  le  fécond  meihbre  dé  la  divifion 
confifle  à  divifer  267  par  3(^2  :  hi  divifion  li'efl  pas  pofH-^ 
ble ,  parce  que  26^7  ne  cohrient  pas  même  une  fois  362  ^ 
te  pôle  donc  o  au  quotient  »  Se  la  féconde  patrie  dé  la  di- 
vifion efl  faite. 

Enfùite  fabaiffe  à  côté  de  257  ^^  dernier  chiffre  y ,  6c 
te  troifîeme  membre  de  la  divifion  confifle  à  divifer  26 jf 
par  ^62.  Je  dis  donc,  eh  26  combien  de  fois  3  ?  8  fois; 
e  multiplie  3^2  par  8 ,  &  je  trouve  le  produit  28p5  ^ 
equel  étant  plus  grand  que  Je  dividende  267 ^\  me  faic 
tônnoître  que  8  efl  trop  grand.  Je  le  diminue  donc  d^une 
imité ,  Se  après  avoir  mulriplié  3  62 
par  7  ,  je  vois  que  le  produit  25*34  I4747J  f  3^^ 
peut  être  foufbrait  de  26 j y.  Soûf-  *  *  •  /4ÔT— -î- 

tradion  faite ,  il  refle  1 4 1  :  &  parce      '44^      ^         *  ^  * 
«qu'il  n'y  a  plus  de  chiffres  à  abaiflèr ,  26  JJ 

la  divifion  efl  finie.  Ainfi  le  quotient  2 5*3  4 

efl  407  -t-IH-  ^oytz  le  détail  du  ^.^ 

calcul  dans  TExemple  ci-joint» 


1; 
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Autre  Exemple.  On  demaiide  le  quotient  de  7907; 8 
&n&par  35^4  ? 

h  frénds  fSf^  poor  premier  membre  de  divifion ,  8t 

7 à  avoir  mis  un  point  fous  le  o ,  je  demmde  combietl 
Sois  7  contient  3.  Il  le  contient  deux  fois  avec  via 
leAe:  mai^  avàât  de  mettre  2  au  quotient ,  je  mùlti- 
fSe  3p4«  par  2  y  afin  de  voir  A  le  produit  pourra  fe  foufV 
oaire  de  75^0.  Je  trouve  ^oe  le  téiultat  de  cette  multiplia 
canon  ne  doilnè  que  788  :  ainfî  je  mets  2  au  quotient. 

Puis  je  foufttais  788  de  7po^  il  refte  2 ,  à  coté  duquel 
jAaiilè  le  quatrième  chif&e  7  ^  &  j'ai  27  â  divifer  par 
S9^  I^  divifion  ne  peut  fè  faire  »  6c  je  mets  o  au  quo^ 
dent» 

rabâiflè  un  houveau  chiffre ,  ce  qui  me  donne  27^  » 
nombre  plus  foible  encore  que  le  divifeur  35^4.  Je  poié 
donc  on  fécond  O  au  quotient. 

Abai£&nt  enfin  le  8  ,  je  cherche  combien  de  fois  275*8 
contient  3P4  >  ou  plutôt  combien  de  fois  27  contient  ^. 
Au  premier  dfpeâ; ,  il  femble  que  Ton  doit  mettre  p  au 
quotient  tmais  fi  on  eflaye  de  multiplier  394  par  5^  »  oli 
trouvera  ^^^6  ^qni  ne  peut  être  fouftrait  dé  2758. 

En  multipliant  de  même  55^4  P^^  ^  »  ^"  trouvera  5 1  y  2  » 
nombre  encore  trop  fort  :  mais  en  ne  multipliant  le  divi- 
feur que  par  7,  le  produit  27J8  ,  pourra  fe  fouftraire  dà 
dernier  membre  de  divifion ,  6c  il  ne  reftera  rien.  Le  quo» 
tient  demandé  eft  donc  2007  y  fans  refte. 

42,  La  preuve  de  VexaSUude  de  ces  opérations  fe  fait  eh 
4putant  le  dernier  rejie  de  la  dipijîôn  au  produit  du  divifeur 
fcar  le  quotient*  Leur  fomme  doit  égaler  le  dividende.  Cafc 
(S'il  eft  vrai  9  par  exemple^  que  3(^2  foit  contenu  407  fois 
dans  14747  y  »  avec  le  refte  141 ,  ne  faut-il  pas  n^eûTaire* 
ment  que  3  5^  X  407 -+- 141  =  147475' ? 

43.  On  peut  aufli  s'afiiirer  qu^une  divifion  eft  exaâe  en 
ftipprimant  les  p  contenus  >  i^.  dans  le  divifetir,  2^  dans 
le  quotient ,  3^  dans  le  produit  de  leurs  reftes,  4^.  dans  le 
dividende.  Car  après  ces  fouftraâions  »  les  deux  derniers 
keftec  doivent  être  égaux  comme  dans  la  multiplication, 
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Obfervez  feulement  que  lorfque  la  divifion  n'a  pu  fe  ùS^^ 
fans  refte ,  il  faut  ajouter  les  chiffres  de  ce  refte  comme  -d^^ 
unités  fipiples',  au  produit  du  refte  du  divifeur  par  celui. ci  tM. 
quotient ,  &  ôter  de  cette  fomme  tous  les  ^  qu'elle  con.-r 
tient.  ^  \  ^ 

[   Vérifions  lavant-dernier  quotient  par  cette  méthode.  L  ^ 
xefte  du  divifeur  362  eft  2  ;  celui  du  quotient  407  eft  -iS 
aulfi.  Leur  produit  eft  4.  Le  reAe   141  donne  6,  qixê 
j'ajoute  à  4.  La  fomme  eft  10.  J'e^  ôte  ^^j 
refte  i  y  qui  doit  refter  auffi  du  dividende       2  I  l 
I147475' j  fi  lopération  eft  bonne j  c'eft  effec-  '    - 


tivement  ce  qui  refte.  a    i 

44.  Remarques.  L  Au  lieu  de  demander 
combien  de  fois  tout  le  divifeur  eft  contenu  dans  tout  I^ 
dividende ,  on  demande  feulement  combien  de  fois  le  pre^ 
mier  chiffre  à  gauche  du  divifeur  eft  contenu  dans  le  pre— 
inier  3  ou  dans  les  deux  premiers  chiffres  à  gauche  du  di- 
vidende. C  eft  que  le  produit  de  ce  premier  chiffre  du  dî-r 
,vifeur  par  le  quotient,  décide  communément  du  nombre 
de  fois  que  tout  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  divir 
dende. 

,  IL  Je  dis  communément  i  car  il  arrive  affez  fouvent  que 
ce  produit  peut  être  fouftrait  du  premier  ou  des  deux  pre«- 
miers  chiffres  du  dividende ,  &  que  lorfqu  on  vient  à  com- 
parer le  produit  total  du  divifeur  par  le  même  quotient^ 
avec  la  partie  correfpondante  du  dividende  »  la  fouftraétiott 
«'eft  "plus  poflîble. 

III.  Cela  arrive  fur-tout  j  lorfque  le  fécond  chiffre  du 
divifeur  eft  au-de(fus  de  y.  Mais  alors  y  on  regarde  ce  que 
le  produit  de  ce  fécond  chiffre  par  celui  que  Ton  veuç 
mettre  au  quotient,  feroit  reHuer  d'unités  fur  le  produit 
du  premier  chiffre  par  ce  même  quotient ,  &  on  reconnok 
âufïî-tôt  le  chiffre  qu'il  convient  d'employer. 

IV.  Quand  le  dividende  &  le  divifeur  font  terminés  par 
des  zéros,  on  peut  effacer  le  même  nombre  de  zéros  dans 
l'un  &  dans  l'autre ,  &  faire  le  refte  de  la  divifion  fuivant 
les  Règles  précédentes.  Ainfi  ayant  à  divifer  4170QQ  pai( 
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!2yoo;  jedivlfe  feulement  4x70  par  ^y ,  &  Id  quotient  cft 
.l66~.  Pour  divifer  434^^000  par  285*0000 ,  je  divife 
feulement  43  4.^^  par  28yo  ;  &  j'ai  i  ^Tè^V*  ^^  même  le 
9Drient  de  1 00000  divifé  par  1700  eft  S^rr* 

V.  Quand  le  divifcur  fcul  eft  terminé  par  des  zéros ,  on  abrège  la 
inEon  ,  en  fëparant  à  la  fin  du  dividende  autant  de  cbiiirres  qu'il  j 
i(ie zéros  à  la  fin  du  divifeur;  on  divife  enfuîte  les  autres  par  les 
Mrcs  reftancs  du  divifeur  ;  on  joint  le  rcfte  de  la  divifion,  s'il  s'en 
trouve,  à  la  gauche  des  chif&es  qu'on  a  féparés,  &  on  enfaitune  frac- 
non  :  Par  exemple  >  ayant  à  divifer  138873  par  3^00 ,  )c  divife  138! 
par  3^,  je  trouve  le  quotient  66  Se  \m  refte  11  :  je  dîs  donc  que  le 
qnocicnc  cherché.  cA  66  j^.  Le  quotient  de  324755  diviS  par  300  » 
0^1082  1^.  Le  quotient  de  ^^SSS^  divifé  par  1000,  eft  843  7^. 

VI.  On  a  du  voir  par  ce  qui  précède ,  que  la  iivijion  tjl 
hfération  inverfe  de  la  muùiplication ,  &  que  par  conie- 
quent  ces  deux  règles  feuvent  fe  fervir  mutuellement  de 
jrcwc. 

Vil.  Ainfi  pour  apprendre  en  peu  de  tems  la  pratique 
^  la  dîvifion  ,  commencez  par  multiplier  un  nombre  par 
un  autre.  Divifez  enfuite  leur  produit  par  l'un  des  deux 
(pat  le  plus  grand  ordinairement ,  pour  avoir  plutôt  fait  )  : 
vous  trouverez  toujours  l'autre  pour  quotient ,  fans  refte. 
Vous  faurez  donc  à  chaque  fois  quel  chiffre  il  faut  mettre 
au  quotient ,  &  par Jà  vous  acquerrez  promptement  la  faci^. 

Hté  de  divifer  tous  les  autres  nombres. 

yill.  Lorfqu'on  a  pris  au  hazard  un  dividende  &  un  divifeur ,  il 
T  a  tout  le  divifeur  moiuis  x  contre  x  à  parier,  que  ladiviflon  ne  (c 
fera  pas  fans  refte. 

IX.  Le  quotient  doit  avoir  autant  de  chiffres  qu'il  y  a  de  membres 
de  divifion  :  or  le  nombre  de  ces  membres  eft  toujours  déterminé  par 
celui  des  points  que  l'on  met  fous  chacun  de  leurs  derniers  chiffres. 
Oopeutdonc,  dès  le  premier  membre  de  la  divifion»  favoir  le  nombre 
de  cmffires  que  le  quotient  doit  avoir. 


Voici  thaihtenahc  quelques  divifions  toutes  faîtes; 

•   •    •    •    J  •    •    9    •    J    _  , 

47  53<?oï 

42  J0214 

5a  33874 

42  3347(J 
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823947^8708^  ^8247^8^^71 

74225>i7i03p    1  J^ 

8i5j'35)75dp5> 
74225>i7io3j> 


(742480^5(50  > 
En  Y<Hci  quelques  autres  à  faire» 

2^67^7 f    .     3  8<f 782(^7       .  700200031 
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DES     FRACTIONS. 

]kla  nature  des  Fraâtions  en  général^  de  leur  valeur 
&  de  leur  comparàifon. 

\^\J  KB  Qaantîcé  quelconque  eft  diviHble  en  deux  mol^ 
tics,  en  trois  tiers ,  en  quatre  quar»  ^  en  cinq  cinquièmes  j 
&c;  dont  fi  on  ne  ptipnd  qu'une  moidé,  ou  qu'un  oa 
âeox  tiers  ^  ou  qu'un  ,  ou  deux  ou  trois  quarts ,  &c,  ott 
n  ^ura  qu^une  potridn  plus  ou  moins  grande  de  la  quan^ 
iké  dont  il  s'agit.  C  eft  cette  portion  que  l'on  dé(ign6 
en  général  par  le  mot  fraSion. 

46.  L'idée  de  fraâiôn  comprend  donc  Vefpece  8c  h 
nombre  de  parties  que  Poh  veut  prendre  pour  avoir  une 
{K)rtion  plus  ou  moins  grande  de  telle  ou  telle  quantités 
Ainfi-^  ugnifie  que  Tunité  étant  divifée  en  3  parties  égales^ 
on  en  a  pris  une  :  la  fraétion  f  exprime  que  l'unité  étant 
divifée  en  y  parties  égales ,  on  en  a  pris  4  j  &c. 

Le  nombre  ou  terme  fupérieur  s'appelle  le  numérateur  dé 
la  fraâion  y  &  l'infôrieur  s'appelle  le  dénominateur;  ainfi 
dans  la  fraâion^,  le  numérateur  tïi^^  &  le  dénomina* 
leur  eft  3*. 

47*  Une  fraâion  proprement  dite  eft  donc  une  quantité 
knoindre  que  l'unité ,  parce  que  fon  numérateur  eft  plus 
)>6titqae  ion  dénominateur.  Cependant»  iln'eft  pas  rare 
de  rroaver  des  expreifions  en  forme  de  fractions  ,  dont  le 
iiàmérateûr  eft  égal  »  à\x  même  plus  grand  que  le  dénomi^ 
xuteAr.  Ôr  quand  le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur^ 
la  fraftipn  eft  égale  i  l'unité  ;  par  ex.  ^  fignifiant  que  l'u- 
nité eft  divifée  en  4  parties  égales ,  &  que  l'on  prend  à  là 
/bis  ces  4  parties  ,  il  eft  clair  qu'on  a  l'unité  entière. 
Aînfi  ff  «=  I . , ,  ||.  àa  I  j  &c.  Et  quand  le  numé- 
rateur iorpallê  le  denominatettr  »  là  valeur  de  la  firac^^ 


tion  forpafle  lunité  : ainfi ^  =  3». .^  =  7...  ^==4  ' 

5  -^r7>  Sec. 

48.  Il  n'eft  pas  toujours  aifé  de  diftinguer  au  premier  • 
coup  d'œil  quelle  eft  la  plas  grande  de  doux  fradions ,  à  ' 
moins  qu'elles  ji'ayent  un  même  numérateur ,  ou  un  même  - 
dénominateur*  Oh  tie  voie  pas  tout  de  fuite ,  par  exemple  ^  ^ 
quelle  eft  la  plus  grande  de  ces  deux  fradions ...  7$  7.  Mais,  2 
l^'.Ji  elles  ont  un  même  numérateur  ,  celle  qui  a  un  denomi"  i 
nateur  plus  petit  eft  la  plus  grande  .*  ainfi  il  eft  clair  que  ( 
U  fraétion  {  eft  plus  grande  que  la  fraâion ^^  la  fraâion  f  eft  i 
plus  grande  que -^,  6cc. 

.    2.^»  Si  deux  fr avions  ont  U  mênfe  dénominateur  1  alors  la  * 
plus  grande  efi  celle  qui  a  le  plus  grand  numérateur.  U  eft 
évident,  par  exemple,  que  |- font  plus  quef^  &quef  . 
▼aient  plus  que  |. 

4p.  Si  une  quantité  eft  double,  triple ,  ou  centuple  d'une 
vautre ,  la  moitié  de  la  première  quantité  fera  évidemment 
double ,  triple ,  ou  centuple  de  la  moitié  de  la  fécond^ 
quantité*  Le  tiers  ,  le  quart ,  le  millième  y  ou  telle  autre 
partie  que  Ton  voudra  de  la  première ,  fera  également 
oouble,  triple  ou  centuple  du  tiers,  du  quart,  du  millième, 

6  en  général  de  la  partie  correfpondante  de  la  féconde. 
D'où  il  fuit  que  les  parties  femblables  de  deux  ou  deplujieurs 
quantités  ont  toujours  entre  elles  le  même  rapport  que  ce$ 
quantités. 

yo.  La  valeur  d\ine  fraftîon  ne  change  donc  pas ,  foie 

que  Von  divife ,  foit  que  Ton  multiplie  fes  deux  termes 

.   par  un  même  nombre  y  Se  pat  confàqi^ent  il  y  a  une  infinité 

défrayions  de  mime  valeur^  quoique  exprimées  en  termes 

'différents. 

Exemples.  |f  8=  il  ==  ^= t>  comme  il  eft  évident.  La 
féconde  rradtion  vient  des  deux  termes  de  la  première ,  di- 
vifés  Tun  &  lautre  par  deux.  On  a  divifé  ceux  de  la  fçf 
conde  par  3 ,  &  ceux  de  la  troifieme  par  5,  ce  qui  a  donné 
la  fradion  {- ,  vifiblement  égale  à  celles  qui  la  précèdent. 
On  feroit  parvenu  immédiatement  i  ce , dernier  réfultat,  en 
liivifant  les  deux  termes  de  la  première  fraâion  par  j[^« 
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Pareillement  | ={  =  -i^  =  fif  =  &c  :  maïs  qoand  il 

I'  ïarâd  évaluer  une  fraâîon,  on  fent  bien  que  cela  eft  plus 

-«Ce  dans  les  petits  nombres  que  dans  les  grands; -,  par 

eiBDple  9  d'une  quantité  quelconque  »  ont  une  valeur  plus 

Jailce  que  jr?  de  la  même  quantité.  D'où  il  fuit  qu'une 

jaétfaode  qui  apprendroit  à  trouver ,  dans  tous  les  cas  qui 

€8  font  fulceptibles ,  Vexprefjîon  la  plusJîmpU  d'une  frac- 

ma  ,  feroit  infailliblement  fort  utile.  On  Ta  trouvée,  cette 

néthode  j  6c  nous  allons  l'expliquer  en  parlant  du  calcul 

des  fractions* 


Du  Calcul  des  Fraâionss  &  (t abord  de  quelques 
opérations  préliminaires. 

vJuTRE  les  quatre  Règles  ordinaires  que  nous  avons 
développées  dans  le  calcul  des  Nombres  entiers,  il  y  en  a 
quelques  autres  qui  font  particulières  aux  fraâions.  Elles  con« 
fiftenc  i^  à  transformer  tel  nombre  entier  que  l'on  veut, 
en  fradion  ;  2^  (&  celle-ci  eft  la  plus  ufitce,  )  à.  réduire 
plolieurs  fradfcious  au  même  dénominateur^  3^.  â réduire 
une  fradion  quelconque  à  la  plus  fîmple  expreffion«  On 
fentira  bientôt  l'utilité  de  ces  Règles. 

yi.  Transfojrmer  les  entiers  en  FraSions.  On  peut  donner 
à  un  nombre  entier  la  forme  d'une  fraâion,  en  lui  donnant 
I  pour  dénommateur  y  ainii  6  mis  en  forme  de  fraâion  , 
eft^...  8  =  f,&c. 

On  peut  auffi  le  préfenter  fous  une  forme  fradkionaire 
qui  ait  un  dénominateur  i  volonté.  Pour  cet  effet  on  muU 
t^Iie  le  nombre  entier  par  le  dénominateur  qu'on  a  choiii , 
le  produit  eft  le  numérateur  de  la  fradion;  ainii  pour  ré«> 
duire  6  à,  une  ftaûion  dont  le  dénominateur  foit  7  ,  oh 
écrit  ^.  Or  comme  en  faifant  la  divifion  de  42  par  7 ,  on  a 
6  au  quotient  >  il  eft  clair  que  ^6c  6  font  deux  expreûions 
^uivalences» 
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S'il  falloic  réduire  en  une  fraétion  feule  un  nombre  enrÎM 
Joint  à  une  fradion  »  on  multiplieroic  le  nombre  entier  pai 
le  dénominateur  de  la  f  raâion ,  on  ajouteroit  le  numéira? 
jteur  à  ce  produit.  Se  de  lafommeon  feroit  le  numéraceuf 
de  la  fradion  cherchée  y  ainfî  d  ^  fe  réduit  i  la  fradion  -^  •  • 
3  ^fe réduirai^. 

52.  Réduire phipturs  FraSiom  au  mime  dénominateur. 

Multipliez  le  numérateur ,  puis  le  dénominateur  de  cha- 
que fraâion ,  par  chacun  des  dénominateurs  de  toutes  lesî 
autres  fraâîons.  Vous  aurez  d'autres  fraâions  refpeâive— ' 
ment  égales  aux  premières  &c  qui  auront  toutes  le  même 
dénominateur. 

Voulez-vous ,  par  exemple ,  réduire  7  &  ^  au  même  de^ 
nominateur  ?  multipliez  les  deux  termes  de  la  fraâion  7  par 
4 ,  vous  aurez  |  \  multipliez  enfuite  les  dieux  termes  de  la 
fraâion  ^  par  2  y  vous  aurez  j  :  les  deux  nouvelles  fraâioas 
feront^donc  }  ik  7. 

Pareillement  pour  réduire  les  fraâions  j,  f ,  -^ ,  au  même 
dénominateur  ,  on  multipliera  les  deux  termes  de  la  frac^ 

don  Y  par  7,  puis  par  4,  &  on  aura  ^^^   ^  =  |^.  Multî- 

pliant  de  même  ceux  de  la  fraâion  -^  par  3  ,  puis  par  4; 

on  trouvera  ^^^^^  =  —.  Multipliant  enfin  ceux  de  la 
7x3x4        '*  ^ 

fraâion  ^  par  7 ,  les  produits  feront    ^^-  =5;  ^.  Ainfî 

les  trois  fraâîons  réduites  font  fj»  I7  >  fi  >  ^  chacune  eft 
refpeâivement  égale  à  celle  dont  elle  tire  fa  première 
origine* 

5^  On  pourroic  réduire  par  la  m£me  mfehodc  taat  de  fradtions 
[n'on  Youdroit  au  même  numérateur,  en  multipliant  les  deux  tecmès 
chacune  par  chaque  numérateur  des  autres.  Âinfi  les  trois  frac- 
âoas  f ,  4,  i,  fe  réduîfent  à  celles-ci,  ^,  if  >  7I  ^  ^^  fc^c  réduc* 
çpQ  au  même  numérateur  trouve  rarement  fon  application. 

54*  Pour  réduire  une  FraSion  à  VexpreJJîon  laplusjîmplu 

Il  faut  examiner  d'abord ,  £  le  numérateur  eft  plus  grand 

que  le  dénominateur  j  car  alors  »  il  faut  divifer  le  numéta: 
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ic  par  le  dénoniinateiir  :  ainfi^iè  réduit  i^....  *  & 

U  /âac  voir  enfuice ,  fi  le  numéiaceor  &  le  dénomii^iteiir 
poarroienc  pas  ècre  divifés  tous  deux  fans  refle  par  im 
lème  nombre;  car  alors,  i'expreffion  deviendrcHc  plus 
iple  >  (ans  changer  de  valeur.  Elle  deviendra  d'autant  plus 
iple  ,  que  fes  deux  termes  feront  divifés  par  ua  plus 
ind  nombre. 

Il  arrive  fouvent  que  cette  rcduâion  eft  impoffîble  ;  maif 
«nme  U  eft  rare  que  Ion  puifle  juger  du  premier  abords 
elle  eft  pc^ble  ou  non,  on  peut  s  en  auurer-an  moyen 
de  certûnes  pn^riétés  des  nombres  »  dont  nous  ne  rap- 
porterons que  les  principales. 

y  5. 1.  Tout  nombre  pair  eft  divifible  par  2  :  ainfi  tant 
que  les  termes  d'une  fraâîon  feront  des  nombres  paies, 
As  pourront  toujours  être  réduits  i  leur  moitié.  La  fÎEac- 
ôon  ^y  par  exemple^  fe  réduit  i  ^9  en  diyiiànt  quatre  foii 
par  2. 

IL  Tout  nombre  terminé  par  O,  eft  divifible  par  j  (|c 
par  lo.  Ainfi  la  fraâîon  j^  fe  réduit  i  }• 

m.  Tout  nombre  term^ié  par  y  ,  eft  divifible  par  ^« 
Ainfi  j{  fe  réduifent  i  '^.  De  même  777-  fe  réduilènc 

IV.  Tout  nombre  tel  que  lafomme  de  fes  chifireieft  un 
multiple  de  3  ,  eft  divifible  par  3.  Ainfi  la  firadtion  fff  eft 
divifible  par  5 ,  &  fe  réduit  d'abord  â  -ffp^  puis  à  -j^.  Et  fi 
de  plus  le  nombre  divifible  par  3  eft  pair  ,on  peut  alors 
le  divifer  par  6.  On  peut  le  divifer  par  ^  y  lorfque  la  fomm^ 
de  fes  chiffres  eft  multiple  de  p  (5 1)« 

V.  Quand  le  nombre  qu'expriment  les  deux  derniers  chiffres  d*ii|i 
sombre  eft  divifible  par  4,  le  nombre  lui-même  peut  fe  divKèrpar 
4  ;  k  fradion  m  peut  donc  fe  réduire  d'abord  à  |5  ,  puis  à  fi ,  après 
qaoi  elle  eft  irréduBibU.  La  fradion  fUJ  peut  le  réduire  de  même  à 
^:cnfuitcàifj,puisà-^,  «cenfinàf, 

VI.  Tout  nombre  eft  divifible  par  8  ,  lorfque  la  partie  de  ce  nom* 

bre  exprimée  par  fes  trois  derniers  cfaiiFres  eft  divifible  par  I.  Ainfi 
j»  _f  1 1  f      *  * 

jd.  Au  lieu  d'effayet  les  unes  a|>rès  les  autres  ces  dir 
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vcrfes  propriétés  des  nombres  »  on  va  plus  dit eûement  air 
fait ,  en  fe  fervant  de  la  méthode  générale ,  fondée  fur  ce 
principe ,  que  paur  réduire  à  VexpreJJîon  la  plusjîmple  une 
fraSion  quelconque^  il  faut  àivifer  fes  deux  termes  par  leur 
plus  grand  divtfeur  commun. 

Or  pour  trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  poflîble 
de  deux  nombres  quelconques,  divifez  le  plus  grand  par  le 
plus  petit;  &  (i  la  divifion  fe  fait  fans  refte,  le  plus  petit: 

-  nombre  eft  le  plus  grand  divifeur  cherché. 

Si  après  la  divifion ,  il  fe  trouve  un  refte ,  divifez  le  pluis 
petit  nombre  donné ,  par  ce  refte  ;  &  fi  la  divifion  fe  fait 
fans  un  nouveau  refte,  le  premier  refte  eft  le  plus  grand  di-» 
vifeur  cherché. 

S'il  fe  trouve  un  fécond  refte ,  divifez  le  premier  par  le 
fécond,  &  fi  la  divifion  fe  fait  fans  troifieme  refte,  le 
fécond  eft  alors  le  plus  grand  commun  divifeur  que  vous 
puiflîez  trouver.  ,  ' 

En  généraU  le  refle  qui  divife  exaSlement  le  rejle  précé^ 
,dent  i  ejt  le  plus  grand  divifeur  cherché. 

Exemple.  On  veut  réduire  la  fraction  ^'-  à  rexpreffion 

-  la  plus  fimple  qu'il  foit  poflîble.  Pour  cela  i**,  divifez  25)4 
par  pi  ;  vous  trouverez  3  pour  quotient,  273  pour  pro- 
duit ,  &  21  pour  refte. 

2®.  Divifez  p  I  par  ce  premier  refte  2 1  :  le  quotient  fera 
'4  f  ^®  produit  84 ,  &  le  fécond  refte  j  7. 

3  ^.  Divifez  le  premier  refte  2 1  par  le  nombre  7,  &  vous 
aurez  3  pour  quotient  çxaâ:.  D'où  vous  conclurez  que  7 
eft  le  plus  grand  commun  divifeur  de  2^4  &  de  pi* 

4^*.  Divifant  donc  ces  deux  nombres  par  7 ,  vous  aurez  , 
fous  Texpreffion  la  plus  fimple  ,  la  fradion  ^  =  ^î^, 

5*7.  Reprenons  ces  diverfes  opérations ,  &  faifons  voir  , 
.!!*•  que  7  eft  un  divifeur  commun  des  nombres  propofés  j 
^^*  qu'il  eft  le  plus  grand  de  tous  leurs  divifeurs  communs* 

Puifque  7  divife  21 ,  il  doit  divifer  21x4=  84, 
&  par  conféquent  84-4-7=5)  i.  Mais  s'il  divife  9 1 ,  il  doit 
divifer  auflî  p  i  x  3  =  273  ,  &  par  conféquent  273  -H  21 
*=  2p4.  Il  eft  donc  divifeuK  commun  des  deux  nombres 
propofést  11 
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Il  eft  aafli  le  plus  grand  de  tous  leurs  divifears  com^ 
mans:  car  coac  autre  nombre  qui  diviferoic  j^  i  &  25^4., 
devroit  dtvifer  2.  i  qui  refte  de  25^4  après  en  avoir  ibuftiaic 
pi  X5  =^73  :  il  devroit  également  divifery,  reftedeoi 
après  en  avoir  fouftrait  ^i  x  4  :=  84.  Or  un  nombre  pTua 
gr^id  que  7  ne  peut  être  un  divireur  exad  de  7. 

5 s.  Poor  dcmoncrer  cette  refile  d'une  manière  générale ,  il  £iut  ob-, 
fcivcr  que  deux  qiuntités  ne  font  divifiblcs  fans  refte  par  un  même 
Bombre  ,  que  lorlqu'elles  font  des  produits  exaâs  de  ce  nombrev  La 
j)ios  grande  quantité  eft  produite  par  ce  noâ^re  pris  phis  de  fois  qoe 
àift  la  plus  pente  quanritél  Ot  deux  quantités,  A  9c  B  étant  ainfî  corn* 
pofilcs  ,  fî  ayant  ôté  la  plus  petite  B  de  la  plus  grande  A ,  autant  de  fois 
otfil  eft  poffiblc  ,  par  exemple  trois  fois ,  il.  n'y  a  pas  de  refte  ,  il  eft 
oalr  que  A  eft  compofé  de  B  pris  trois  fois  ^  que  B  eft  cotafoOt  de  Bprit 
«ne  (bis  ,  &  que  par  conféquent  B  eft  >  dans  ce  cas ,  le  plus  grand  coin* 
mon  dÎTifèor  des  quantités  A  &  B. 

i\  Mais  fi  ayant  retranché  B  de  A  autant  de  fois  qu*il  eft  poAible, 
(c'cft-à-dîre,  trois  fois  dans  cet  exemple)  ilfc  trouve  un  refte  C"^ 
alors  A — C  eft  une  quantité  compofée  de  B  pris  aois  fois  juftes^  ou  A^^ 
C=:;  B;  pa^  conCéquent  fî  C  eft  contenu ym  certain  nombre  .de, fois 
jofte,  par  exemple,  4  fois  dansB,  il  fera  auflî  contenu'un  nombre 
jufte  de  fois  dans  A  —  C  II  eft  clair  en  effet  qu'on  aura.  B=4  Ç ,  ^ 
A— C=?  B  deviendra  A—- C=3  X4  C,  d'oii  Ton  rire'  A=i  J  C.  Ilfauc 
donc  ôter  C  de  B  autant  de  fois  qu'il  eft  poffible  ,  &  fî  cela  fc  fait,  fans 
refte ,  C  eft  la  quantité  qui  a  fcrvi  à  compofer  les  quantités  A  U,  'B. 

j"".  Mais  (î  ayant  ôté  C  de  B  autant  de  fois  qu'il  eft  pofHble,  par 
exemple  4  fois ,  il  ft  trouve  un  refte  D  :  alots  Bf-D  eft  une  quanrité 
compofée  de  C  pris  jufte  4  feîs,  ou  B  — D  =4  C.  Donc  fi  D  eft  contenu 
un  certain  nombre  de  fois  jufte ,  par  exen^ple  3  fois  dans  C ,  il  fera  )\xC- 
temcnt  auflî  dans  A  &  dans  B,'il  fera  le  nombre  oui  aura  fcrvi  à  com- 
pofer les  quantités  A  &  B.  Car  on  aura  C= 3  D.  Donc  dans  l'équation 
B^D=54C,onauraB  —  D  =4  xj.D,^  par  conféquent  B.ssriiDs 
&réquacîon  A  — •  C  =2  j  B,  deviendra  A— 30  =  3x13  D.'lSonc 
A=4xD.  /    ■         .•  •     .:r'/.:^ 

£n  continuant  ce  rai(bni^ment  »  on  verra,  que  le  deriûer  tçS^  \^. 
fe  peut  retrancher  un  certain  nombre  de  fois  jufte  du  refte  précédent^ 
eft  laquandté  qui  a  fcrvi  à  former  les  deux  quantités  A  tç  B,  ècpar- 
conféqucnt  qu'il  eft  leur  plus  erand  commmi  dmfcur;         '      «•  -  > 

Il  eft  évident  aufii  que  c'eft  la  même  chofede-divifer  une:  qtttncî^ 
par  une  autre,  que  d'en  rçpranchér  cette  ài|çr^/)%U5a|i$  j)e  f^i^-^u^il  eft 
FofiiUc.  '     .       „  .'  .  i  -     '        ', 

J5>,  Quand  la  fraâion  ne  fe  peur  rédi3n:e.à  bnê  êxpreffioiï 
plus  fimple, ces divifîohs  donnent  enfin Tûrtitc  poiis  dérhie^ 
lefte-Car  runitc  eft  un  dÎYÎfeuc  comx?)Uîi,à,  tous  les  nom» 
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brbs^.  11  çft  fâcheux  cependant  de  ne  pouvoir  ttconncAtre 

2u-une  fifadiort  eft  irréduâEîblç ,  qu'après  avoir  fait  toas  lès 
zxs  de  calcul  nécefTaires  pour  s'en  afTuten 
Pour  fe  rendre  familière  la  pratiqué  de  cette  regl6  ,  il 
n'y  a  qui  ftïultipliet  fucceffivement  par  un  même  nôiti&re 
les  deux  termes  de  quelques  fradtions  irrédu£HbIes.  Cht 
verra  que  le  plus  grand  diviféur  commun  des  fraffcidns 
provenuies  de  ces  multipKcatîpns  ^  fera  toujours  le  nombre 
par  lequel  on  aura  muÙptié» 

"Par  exemple ,  les  deux  ternies  der  la  ftàÛioti  ^  iiiultmliés 
fit  S^  donnent  ~:  Et  pour  tamener  cette  dernière  fraLC- 
cion  à  h  première  g  il  n  y  aura  qu'à  divifer  d'abord  2t^2, 
f%T  i6S  »  enfuite  i6S  par  84,  refte  de  la  première  divi«* 
fion.  On  trouvera  que  la  féconde  divifion  le  fait  ëxafte- 
faiênt^  &  par  conféquent  que  le  plus  grand  commua  divi- 
iS»ur  cherché  eft  84. 

Voici  quelques  fraâions  toutes  réduites  ...  * 

i  tf7*"~  J  •  •  •  a 7"»        «  7  •  •  •  «14»  "^  1 1.  •  •  •  m  o tf  — •  Tx* 
£fl  voici  quelques  autres  à  :réduire« 

Dt  V Addition  des  FraSions. 

',  j6ô. ^ovK  ajouter  énfembU  des  fraftîons ,  rédidjh-l^s  au 
même  déneminateur  t  Cr  de  lafomme  de  tous  les  numérateur^ 
êèsffk^ims  f'édttitts  ^faites-en  h  numérattur  d'une  nouvelle 
fràâion  ^ui  ait  le  dénominateur  corhmuii. 

Aîriâi  pour  ajouter  les  fraftions  \  6c  \  ^  réduifez^les  â 
éellôsinci  |,&^  jlear  foibme  eft  ^. 
-•  ^Pèt|r-tt|biftèt  èftfemWe  les  fraftions  f ,  t >  i» }«  ï*5  réduis 
à  cçlles-ci  (  €-2  )  ^,  .i^,  Il  ;  la  fomme  des  numérateurs  eft 
^6 ,  f  ai  Mc'i^VSi'^ên  téduifaiit  i  l'exprefflon  la  plus  fim- 

'  S'il  j^  à  des  lioftibté^  ihtîets  joints  âOï  Itaâîons  >  il  faut 
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ajouter  leur  fomme  à  celle  des  k^om  »  aiofi  4  --h  ^  ^ 

DcU SoufirêSiQU  iu  FraSUns. 

6 1 .  Pour  fpiiiftra^e  une  fraction.  4'ime  autre j  r4ditiftf4a 
oc  même  dénominateur ,  prcne^  la  (Uffùtnçt  ^mr^  les  dtiêJf 
numérateurs ,  (xfaitorcn  It  nufaéraimr  £uMt  now^t  pa^ 
non  qui  ait  U  dAiêminatwr  ammm. 

Voulez-vous,  par  exemple > fouftifaire  7  de  7  ?  résiliiez: 
ces  fraâions  à  celles-ci  77  >  ir  i  ^I  ^Â  clair  que  la  diffcf e«çe 
eft^. 

S'il  y  a  des  nombres  e^itiers  joints  apx  frayons ,  il  £hic 
les  fisruftraire  i  fordin^iire  »  &  joindre  leur  di^^rence  i  la 
nouvelle  fraâipa  \  ainfi  pour  ôc^  3  t  ^  4 1' ^  ^^  écrire 
if,oui^. 

62..  Mais  £  la  fraâion  à  fouftraire  eft  plus  grande  quQ 
celle  dont  on  ibi^ftrait ,  ou  fî  Ton  a  une  fraâiçn  à  fouft^aire 
d'qti  entier ,  alors  il  faut  réduire  en  fraction  une  un^é  de  ce 
pombre  entier.  Par  exemple ,  pour  oter  3  ^  *^e  6  -^ ,  jç  ré* 
duîs  la  quantité  6  ~  à  y  ^,  &  réduifant 7  4^  ^ a^  meip^  dé^ 
nominateur ,  j'ai  ^  &  fi  ;  j'ôte  ^i-  de  ff ,  rçftept  ^  j  j'ôte 
3  de  y ,  &  j'ai  2  pour  refte  ;  enforte  que  la  différence  cher*- 
chée  e&  2,  i^. 

De  même  y  pour  oter  7  de  4 ,  je  réduis  4  à  cette  expref- 
fion  ;  3  ^  de  forte  que  retranchant  7  de  3  | ,  reftent  3  7. 
Pour  oter  f  de  ;$. ,  je  ré4uis  2  à  i  7  >  &  la  différence  elf 
I  -  * 

.        De  la  Multiplication  des  FraSions. 

(^3.  Le  multiplicateur  d'une  fraâion  peut  être  un  nom- 
bre entier ,  ou  un  nombre  fra6tionaire.  Dans  |e  premier 
cas,  on  multiplie  le  numérateur  feul  par  l'entier  j  &  on  di* 
▼ife  le  produit  par  le  dénominateur  de  la  fradion.  Ainfi. 

Dans  le  fécond  cas,  ou  multiplie  les  deux  numérateurs 

Çij 


5ÏÎ  Leçons    ÊLÉMENTAIRÊJ 

1  tin  pîir  Tautre ,  &  on  divifeieur  produit  par  celui  des  deu^c 
dénominateurs.  Ceft  ainfi  qu'en  multipliant^  par  X,  arx" 
trouve  —■  pour  produit. 

La  raiîbn  de  cette  double  Règle  eft  très-facile  i  compren— 
dre.  Car  en  fe  rappellant  le  Principe  de  la  multiplication  en. 
général ,  on  /^erra  que  le  produit  doit  toujours  contenir  lo 
jhultiplicahde ,  comme  le  multiplicateur  contient  l'unité' 
(24).  Or  dans  le  premier  cas,  le  multiplicateur  y  contienr 
cinq  fois  Tunité.  11  faut  donc  que  le  produit  contienne  cïnq[' 
ibis  auài  le  multiplicande  77»  &  par  conféquent  que  le  pro- 
duit foit{f=  Vf- . 

Par  la  même  raifon ,  il  faut  dans  le  fécond  cas ,  que  le 

produit  ne  foit  que  les  ^  du  multiplicande ,  puifque  le  mul- 
tiplicateur n'eft  que  les  ^  de  Punite.  Or  les  7  de  -^  font^f-  :  le 
quart  4e  j  en  effet  eft  ^j.;  donc  le  quart  de  |^  eft  -^  =s  ^  : 
donc  les  trois  quarts  de  ^  font  fj-  =  f4- 

Autrement.  Si  au  lieu  de  ne  multiplier^  que  par^,  on 
avoit  eu  à  les  multiplier  par  3  ,  il  eût  fallu,  fuivant  la  pre- 
mière Règle,  écrire  «Y^  pour  produit.  Donc  en  les  multi- 
pliant par  un  nombre  quatre  fois  plus  petit  que  3  ,  ou  par 
^,  on  doit  avoir  un  produit  quatre  fois  moindre  que  ^'yOn 
doit  donc  avoir  ^. 

Exemples,  ,1.  5)  =  ±1=  j  | . .  .11.  35  ==  i^-ff  == 

1  l.^.T  8       _    i   T^l   ^^  «P       -^  10. »t   t»..^     ^     I 

Tf T"  —  22.,,— .  12 j-p5 j ^  -.. 

±z »>S7  lULLl i. 

6^.  Toute  fraâîon  proprement  dite  étant  moindre  que 
Tunité  >  le  produit  de  deux  fradtions  de  cette  eipeoe,  doit 
être  moindre  que  le  multiplicande ,  dans  le  même  rapport 
que  le  multiplicateur  eft  moindre  que  l'unité.  C^eft  pour- 
quoi j ,  par  exemple ,  multiplié  par  j  donne  ^pour  produit , 

ôjjt  Si  le  .multiplicande^  le.  multiplicateur- étoiem  des 


DE    MÀTHÏMATlQtJB^»  ^j 

nombres  entiers  joints  à  des  fractions  >  on  les  transforme^ 
xoit  en  une  feule  fradlion  chacun ,  pour  les  faire  rentrer 
dans  le  fécond  cas  dont  nous  avons  parlé* 

&emples.3f  7i  =  2i.ii«£ii=r.25if ; 

I2f  30^=^.i2^^=^  =  385-f lO:^^- 

-^       «   O    ^~"      IQO      •      10      ^""^        XOOO         ——■■.31 


I  oeo* 


66.  RbmaR(^u£S.  I.  On  a  fouvcnt  des  fraélions  à  multiplier  par  det 
nombres  qui  font  des  divifeurs  ezads  des  dénominateurs.  Alors  om 
parvient  tout  de  fuite  à  Texpredion  la  plus  fimple  du  produit  »  en  dî« 
Tîfànt  le  dénominateur  par  Tentier ,  au  lieu  de  mukipuer  le  numérav- 
tcur.  Ceft  ainfi ,  par  exemple ^  que '^..^^^li  Bcc^ 

II.  Souvent  aulïT  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier ,  eft  égal 
au  dénominateur  même.  Alpjrs  le  produit  cft  égal  au  oumérateui  s 
ainfi  •^.  11  =  }  j&c. 

m.  Quand  on  a  plufieurs  fradHons  à  mtilnjplier  les  unes  par  les 
autres  ,  tÏ  eft  très-rare  que  le  calcul  ne  puiUe  pas  s'abréger  ,  c» 
effaçant  des  nombres  communs  au  numérateur  6c  au  dénomioatettr  du 
produit» 

Exemples.!. |.|.$  =  J=}...i.Ji.|  =  ^  *=  f  Voici  quet- 
ques  autres  réductions  à  £ure»  |.  {^=?F'  •  • .  ^  . ff  =  G'  •  •  •  4  «$• 


-^— :H'. 


De  la  Dmjîon  des  FràSionu 

67.  Ou  le  di^feur  d*une  fraction  eft  un  nombre  entier» 
ou  c'eft  un  nombre  fradtionaire^  s'il  eft  entier ,  multipliez: 
Je  dénominateur  feul  par  ce  nombre ,  &  divifez  par  leur 
produit  le  numérateur  de  la  fraétion,  £x.  ^  divifés  par  X 
donnent  ^~  =3=r  f  pour  quotient* 

Si  le  diyifeur  eft  fra6lionaire>  multipliez  le  numérateur 
du  dividende  par  le  dénominateur  du  divifcur,  &  divifoK 
leur  produit  pay  celui  que  vous  donnera  la  multiplication 
M  dénominateur  du  dividende  par  le  numérateur  du'divi- 
rcur.  Ex.  I  divifés  par  ^  =  i^=-^.  '  .       ; 

Pour  bien  concevoir  ces  deux  Règles^  tl  âiut  Te  reifoUH 
venir  que  dans  une  divifion  quelconque ,  le  quotient  dok 
<tre  à  l'anicé  ^  comme  le  dividende,  eft.  au  diviieur  (54).  Or 

Cuj 


^am  lie  pnonûâr  :oa$  ie  jdiirtdisfi^  |  eft  tes  |  ^u  <Éivi£nic  ^  ^ 
idonc  ie  jquQtkdtit  idkiît  êcce  les  f  de  ronicé. 

Il  eft  aifé  d'aîâeurs  et  s'en  4xmw^ncte  par  le  rgiConrk^^ 
ment  fuivant.  Divifèr  wie  quaaâcé  -quelconque  tpar  .a  » 
c'^eft  en  prendre  la  moicii  :  or  la  mokié  «de  ^  eft  7  s  âânc  la. 
inôicië  de  ^  eft  4. 

Dans  le  fécond  cas,  fi  on  eût  eu  iîmplexnent  -  à  <Uv^£^ 
ïer  par  3  ,  le  qticrtiehtauroir  été  — —  =;i-  :  ma3s  comn:ï.o 

le  dûvôfeur  ^'éft  ie^t^feis  plus  petit  que  3  ,  k  «quotient  7^- 
cft  (bpt  fois  trop  Ydkrlè,  Irfàut  donc  le  mùltij^Ker  par  7  ^ 

Ke  qui  donne  --^«ss^r^  pour  le  vrai  quotient. 

On  peut  le  démontrer  auffi  de  cette  mahicrc^  Daas  une  divifion 
quelconque ,  le  yibtîcnt  doit  être  au  divMcwde  cpmroe  l'iinîté  eft  an 
mvîfciir.  Or'le  HivîTcur  eft  Ici  les  ^  de  Tunité,  donc  le  ^dîvrdendc  doit 
être  les4  duquotient.  On  atlonc  |  ;=^^q,  (ea  défigoaat  j»ar  q  le 

quptient  cl!^erçhé)3  d'où  Ton  jirc.-|^  oii^=as<j. 

58.  Les  divifions  des  fraârions  fe  vérifient  comme  celles 
des  nombres  entiers ,  en  multipliant  le  diyifeur  par  le  quo- 
tient. ' 

Or  le  quotient  d'une  quantité  divifée  par  une  fradkion 
proprement  dite,  doit  èûre  toujours  plus  grand  qae  le  divi- 
dende. Car  ,1e  quotient  eft  d'autant  plus  graodvque  liedir- 
-yifeur  eft  .pl>is  p^tit.  -Puis  <ionc  qu'il  eft  égal  ^u  divi- 
^dende,  quand  le  divifeur  eft  i»  il  fera  plus  g^and  que 
lui  >  'toutes  les  fois  que  le  divifeur  fera  mcoindre  que 
l'unité. 

'Si  le  dividende  Sclè  divifeur  font  des  entiers  joints  à  des 
?raâ:ions ,  on  les  transformera  en  une  feule  ^ââîon  cha- 
îcuri ,  fur  laquelle  on  opérera  enfuite  à  l'ordinaire. 

6^.  Maïs  ïî  le  dividende  eft  un  nombre  entier ,  &  que 
le  divifeur  foit  fradkionairé ,  afors  on  multipHèra  Pentier 
par  le  déhominateur  de  lafi^âion,  &  on  divifeta  le  pro- 
duit par  le  numérateur. 

Çxeix)ple.8  diviféparf  donne  4|î  s»  ^3^5:13  fi  car  Vil 


ne  sVgîflbtc  de  divifet  8  que  par  3  ,  il  fâudroic  ^rire  ^; 
«ioac  en  Uivifanc  8  par  y,  c'eft-à-ddice».  par  une  i)iuiuû^ 
cinq  fois  plus  pecice  que  3  ,  on  doit  avoir  un  quocienr  cinq 
fois  plus  grand.q4ïe  |  :  on  àoixàoMj^cÀj:  ^  =  1 3  j.  Il  n'y 
aoroic  d'ailleurs  qu'a  mettre  Tentier  8  fous  la  forme  frac* 
ttonnaire  j  y  pour  ramener  cet  exemple  il  la  Xecondtt 
Règle. 

'Voici  maintenant  quelques  exemples  de  divifions  de 
fraâions  fur  lefquels  on  peut  s'exercer.  (Les  deux  points 
mis  entre  le  dividende  Se  le  divifeur  (ignifient  4ivi/e  j^^» 
conxme  le  trait  dont  nous  nous  ibmmes  fervi  jufqu^ci  )w 


ro.  REMARQUES.  I.  Une  portion  ïc-ftaéKotr,  téit^jnàt'^mpifk^ 
^nc  l^s^4ç  T>  ^^^\!^mepuâioM4ifri^um.  Or  il  eftividcatqâe 
cette  cxpref&on ,  ^  de  ^  figii$e  qu*.U  ^àpt^rqidifO/trois  fois  le  ^fjffj^ 

f-ili&9t  dwcjliylfo ilaJbor^ i pair  4,  f<B ^i^apfi, çH  ^^.à^P**^ 
jAwUpUfr  ce^npnfl^tiH^r  .)  ,.i;e  q^i  dqnncr^  ^,  prcfcJiHt  icl^^^\f 
if^  ÎX  .fyat  çQpçlqcc  j?,  qi^e  ta  yalem  tfwc  ftadion  de  ftaaJQp 
fc  trouve  en  .multiplîain  Vune  par  l'autre  ^ci  ^cux  fraûîotis  qui  i*cx- 
-priment;  a*»,  qu'il  iî^y  a  par  cônCEquencattcune  ÂilBfence-cikré'& 
^vàlcnr.^f  4e^>'&iavaietti:ile|&|%       .'.   '.^    ' 

IL  Souvent  J^.  frajgjp|i  jwe  Ton  4cttt  divip;r  a  le  meçoe  jd^aoïat* 

1)^^^  Si^^^f  .fra^p^r  laquelle  doit  fe  -faire  ta  diviflon.  Alo|s  on 

atbatâcTiuce  pour'quc^ent.ia  fratfHon  des  deux  omnérateorsl'Ainfi 

four  dftiftr'il  par -f ,  il  n'y-a*  aji^écrirc  |,  :  '    ,  :  o 

iif .^i  jte^uqàétatsar.àu rdivi(l^cpamfCjdiYJ£cr  (m»  xf^%  pk  jfi 

.TOiîr  mUB^dU^ÇO^^)^  à  1  exp.r«^  la.^tus  uqipte.  Même  rcmarqt^e  à 
*^rc  furilcsldciû  d&ioft^  f^  diviflfs  p^  ii  donnât 

•  ï -pour  quotient. -•*     "  ■'"■ 

'  WM  tt'itfft  pas  j:are;de^t(c»i;«€t  i^e^iz  smùiwmv^  WÀPlf  4^mi* 
i\%»Ç^j4tviâ>Wi^r  m  ft^  ^wtre.  4Ms.oii  .^mpUÇe.^c  rato|i 

tifcrj>ar  |.  un  divifcfa  d'abj^rd  tçfs  numeratcufJ  par  j  ,  pui$  vi  o*- 
iMÀobàteiirs -païf^  flè  quôttcm  fera  4.      . . 

■  :    ■  m.    ■  '   '    •.'••■■'■  ': 


c 


^.         Leçons  El  êm  en  taire* 


Des  Fraâioné;  D/cifnaksM 

71.  i  AR  trà(5kîons  Décimales,  on  entend 'géncrâlemeni: 
toutes  les  ftadions  qui  ont  pour  dénominateur  Tunîtc  fui— 
;viç  d'un  ou  de  plalîeurs  zéros.  Telles  font  les  fraârioAS 


t% ^_ 

1.0  P'     l  QOQ    9     10090'   9 


&<:. 


'  .  On.  voit  bie^u  que.  fous  cette  fornie  elles  rentrent  dans  la. 
claffe  des  fraûions  ordînaîres.  Auifi  on  peut  les  affujecnr 
<iux  mêmes- Règles, 'fiches- calculer  av6c  la  .même  facilicé. 
Mais  pour  abréger  le  calcul,  on  a  imaginé  Âe  fou$* 
ejifffndf^  les  dénominateurs.  :de&  fraftions  décimales^  & 
?^^  fubftitàer  aux  Règles  générales  quelques  Règles  partir- 
^BtiliétAS',  *dont'Voici  le  Principe.  ,     ' 

^'  lyartâ jiuihératibtt ôîdinaire  à  pour bâfela convention ^ 
^aç  tout  chiffre  placé  à  la  droite  d'un  autre:,*  lui  donne 
une  v^feur  .décuple  (16).  Ainfî  pour  écrire  trois  'dixaines  , 
jçrii, met; zéro  fur  Ujdroite  du  3  ,.&  on:  écrit  304  donc 

{)our  écrire  trois  dixièmes^  il  fuffit  de  mettre  un  zéro  fur 
a  gaWhe  dii'3\  côihïiié  oh  le  yoiricî,  03. 
'  .,  oeulëment  obur  iSxèr  le  rang  des  lihités' fini  pies,  on  eft 
convenu  de  le  leparer  du  rang  des  dixièmes  par  une  vir- 
gule, &  au  lieu-  d'écrire  -j^,  on  écrit  0,3.  Qû  écriroit 
0,2  pour  deux'dixiemei  j  6,7  pour  fept  dixianes  î  Oj5>  pour 
pèuf  dixièmes,  &  iS  on  avoit  dix,  011  vingt  ou  trente  di- 
xièmes à  écrire ,  on  en  ïeroit  une  ou  deux  ou  trois  unités. 
73i  En  futvanr  là  même  marche,  on  verra  que  puifque 
les  centaines  occupent  le  troificme  rang  vers  la  gauche, "i 
partir  de  celui  des  unités ,  les  centiéniés  doivent  occuper  |e 
troifîeme  rang  énfens  contraire*  St  comme  pçur  écrire  cii^ 
cents,  on  écrit  yoo,  il  eft  clair  que  pour  écrire  cinq  cen- 
tièmes ^  on  peut  fe  fervir  de  rcxpreflîon  fuivantej  0,0 jr. 
Pour  exprimer  huit  mille,  oh  écrir  8000;  donc  pourex» 
primer  huit  millièmes,  on  écrira  0,008.  &c.  &c. 
Si  au  lieu. de  huit  millièmes  ^  on  eût  voulu  en  écrire 


T)B  Mathématiques.  ^t 

iFeiix  cent  douze ,  on  fe  feroîc  fervi  de  cette  ezpreflion 
0,2.ï2.Eii  général  oh  écrit  toujours  le  numérateur  conioie 
les  nombres  entiers. 

74.  D'après  cela  on  devinera  (ans  peine  la  valeur  des 
quantités  fuivantes  : 
o,i=N\.,3,42=<y . . .  3y4,oo53=F,. .  8^700201 

Il  ne  fera  guère  .plus  difficile  de  transformer  en  chiflçe^ 
ks  quantités  que  voici. 

Trois  dix-milliemes  =  R', 

Mille  -4-  quatre  centièmes  =:  S^» 

Neuf  •+-  deux  millionièmes = T^. 

Treize  mille  cent-millionièmes  sss  U^ 

75".  Cela  pofé,  on  voit  que  le  premier  rang  des  déci- 
males fur  la  droite  de  la  virgule  »  exprime  des  dixièmes; 
qae  le  fécond  rang^  exprime  des  centièmes,  &  ainH  de 
faite  :  de  manière  que  2^$6^^  n  eft  qu  une.  expreffîon 
abrégée  de  la  quantité  2  -j-  J^-h  t^tH-tt^t H^îTÎTTqae 
Ton  peut  réduire  â  célIe-ci  2  -♦-  //^Vô* 

Paflbns  aux  Règles  du  calcul  de  cts  fractions. 

De  l'Addition ,  SouJhraSion  ,  Multiplication  &  Divijion 
des  FraSions  Décimales* 

76.  Si  aux  Règles  déjà  connues  pour  les  npmbres  en« 
tiers  y  on  ajoute  celle  qui  concerne  la  virgule  des  déci- 
maies )  rien  ireft  .plus  iimple  ni  plus  commode  que  le 
calcul  de  ces  fraâions. .  1      . 

L  Soir  donc  propofé  d'ajouter  48;'2,7p  i. .  •  4'50074y.  ..# 
2,7..i  o>oo45>«  J'écris  d abord  ces  quaticç  nombres  Tun 
£)us  1  autre  >  avec  cette  feule  précaution  que  les  virgules  fe 
tcoaveat  dans  la  mente  colonne  /  oonune  vous  le  voyez  tci« 

4»oo745: 
2,7 

0^004^  ^  ^ 


à^9tS^i5Sj 


4y2  LMJSOI^S    ÉX-éMBÏjrT-AIJl^S 

Puîs  J'ajoute  ces'npml^refi  à  Tordiçiairp  ^  &  J'aÎ  foîn  <l 
placer  la  virgule  de  1^  fomme  toulc,  fous  la  côlona.é  <lç 
autres  virgules.  Autire  exemple. 

*37>5'5o238y(5'4r2 

'■'      ••  8,12 


138,76345)22427 


II.  La  fouftraâion  dp^  déci^ngle^  f^s  ^licc^isicne  relie  deâ 
nombres  emiers.  Il  fuffk^  pour  î^eWi^ndire,  ck  }Aier  les 
yeux  fur  les  exeq^i^afi/wVîftÇKf 

1      >'<#g>?  .:^>P:i3P        -0>I7  I,QQjji5'y:4 

r  :     ^,92      •*,g43y       5>83*3:i'       '^>83744?<J 

IIL  La  multipliGadon  des  ^iéomiaies  ne  jiiSèsxtftt^Capw 
pas  de  celle  des-nonibces^miecs*  On.mji|kiplbi  llorjlinsôre 
Meif$  h^  chif&es  du  ipultiplicande  par^haque  chiif&e  4u 
mdtriplicateur ,  farts  avoir  d'abord  é^zsà  ailx  virgules  :  mais 
lorfqu'on  a  pris  la  fomme  de  chaque  produit ,  pour  avoir  un 

fitr  ia  droite  ^.qi/il y  à  de  dfkim/^ ^Sms  Jm  mulùplicaniie 
^'ieimtdiipUc€tteur  /Mdfif^rt&qiie^fi  cenje  kmxmejCLCfLQu  jpas 
compofée  d'autant  de  chifiPres  qu'il.f  .a:4e«déoim8des.daDS 
«ces  Heux  c5omlkè$^>  41  fàudr^t  4iiett«e<fiir  1^  gauôhe  ua 
^ik>m4>re  fdl^am^  de  ^ès  :  voyez  feifebond^ 

•—43^7  ^         '  «>4T4^    '        SyW       -  ^y^^ 

13  o,oo5'3  4>^^  0,100103 

'3^^  73626  '74  ^39^ 

437  12274:0  37  2132 

568.1     0^01300^  ^  748 ^^3^ 


I    77i.  <jos  smàApiiûuÀûnS'ipiéveac  k  ivéttfier  far  k  £iib- 

f de  fupprefllîoQ  des  ^  (;^  o)  t>u  par  la  éivifion.  Quant  i  ce  que 

k  Re|fle  a  de  particulier  fjoar  les  décimales  qu'il  faut  fépa- 

rer^-an  ^peut  ^'ea  rendre  r^iioia  de  cette  numece.  Le  pro- 

Aiit^ioit tottfjQnrsctce aumakipHcaiide ,<ioiiMMe le  multi<^ 

ificacetir  eft  à  rutrkc  (24).  Dwicfi  le  indltç>ficateur  er- 

^àme  des  dixièmes  de  Tuoité  »  par  exeosple ,  le  produk 

iok^i^pjiv^^  des  4ifii$m^4u^ioHlci(>Ucande«  Doac  fi  le 

maltîplicande  exprime  des  centièmes  de  Tunité^le  produit 

doit  alors  donner  des  millièmes  de  l'unixé.  Ainfi  —.-^ 

=5  -ç^  :âs5  0,00  !•   Or  il  eft  ckir  que  pour  avoir  ces 

miUiemes  <f unité,  il  faut  que  le  produit  ait  trois  déci« 

maies  ,  c'éft-à*dm-r  autant  ^ù^  y  en  à  ésoks  4es  deux 

&£leurs  èhienible. 

78.  Lorfque  le  multiplicmcle  a  des  décimales ,  &  que 
le  multiplicateur  eft  10 ,  on  100  ,  ou  1000,  &Cy  il  fuffic 
ûe  retirer  ta  ii^cgule.vers  la  droite ,  d'autant  de  rangs  qu'il 
y  a  de  zéros  dans  le  multipUcateur.  Ainfi  ^S93^^9  ^  ^^^ 
=45'3^i8p  .  ...0,0078^5' 4.x  iôooos=  78,5*4 •;•.. 
3  (f,y  X  1,000  ;ps  3  5  5*00. 

79.  Si  le  mUld^Kcaodi:  &  le  mulcipHcatc^  avpicot  ungrand  notor 
l»t  dp  ^ccimaies»  r9p4i;ati9n/çrpi;c  fort  Imgue^  ^^onaeroit  un  ré- 
fultat  beaucoup  plus  cxaù,  qu'on  n'en  a  befoin  cogu^^uo^ciit.  Aloi^ 
iMtpciR.fifl^înerlc.caUi^y  4e  ^^tte^nuÀîert.  ' 

I*.  Moleipiiez  tous  les  cUi$;es4u  .multiplicande  par  le  premier  |i 
gDOoiie  «do  jnultiplic^e^. 

.  %9.  MultipUpzt^  «nfuitep^  lie  fécond  .^fire  àjfniche  du  multi- 
plicateur ;  mais  en  écrivant  ce  produit ,  ne  tenez  compte  que  .d^ 
ëx^ixms^qvfi  la  mulc|plicarimc4<<f^rti«HerH^l4£»;-àd^^^  du  mult^li- 
qmde'jeus^  idoBnqrs  ^QH^fltit-|fs  gu  pl:^dui^  jc  Ton  fecpod  chiffre  »  4i: 
coQr<iflHemsa9aticdiidZT6ar-lfîffQmfift&  feus  le  premier  chi^^^  ^^  produit 
%4^t.  .    .      .    .      i-  .... 

j*.  Servez- vous  du  troifieinp  crfriffirc-dli  fnwlôpliQatcur  pour  multî- 
^^eHK-rflu  ]BttlnpUca<i4e.,  à  oie  coii:yne^c«r  ,<}|i'au  iécpod/.  encore 
Anflfa^ilnc  rettnirique'UsidâaÎACS  de  ce ^rodpit f our  les^i^out^t 
9xa  unités  4» Suivant.' Vpi||>a^iiÇjFy:ez  la  fomne  fi:^.lqs.deuz  produi|s 
4éjftcèriiB. 

f  4*«  jA^«fi6w«  iq»«  'V^ws  «^n^icz  vers  h  dmiiç  ,d|i  ;nultipli(»tBur^ 
vous  commencerez  M  mqjfipiijpa^oa  par  un  cbî&eflus^avancé  vi^is  U 


44  L<Ç6N$    ÉLéMËKTAlltE^ 

^aât»  Toos  les  zjovLtcrcz  aux  unités  du  fuÎTant ,  )urqu*à  ce  <|ue  V< 
ibyez  parvcQu  au  dernier  chiffre  du  multiplicateur. 

5**.  Ajoutez  tous  les  produits,  &  dans  leur  fomme  fëparex  auc«u^c 
décimales  qu'il  y  en  avoit  dans  le  multiplicande ,  lorfque  vous  Varv 
multiplié  par  les  unités  du  multiplicateur  ,  ou^  ce  qui  eft  plus  g^n.^ jra 
▼Dyex  quel  ran^  tiennent  dans  les  deux  racines,  la  décimale  pa-x*  i 
.quelle  yous  mimipliez  chaque  fois.,  &  celle  par  laquelle  coo&xxacû 
alors  la  multiplication.  Là  fonime  de  ces  deux  rangs  indiquera  toujois 
le  I  nombre  de  décimales  que  doit  avoir  le  produit  général. 

Trots  exemples  fuifiront  pour  rendre  cette  méthode  famiCer^e^ 


?>4477^ 


x,3ox58; 
0*584977 


1803584 

loyijié»^ 

J738" 

184x0^8 

jr)»i  : 

.     '  >iï05. 

.      fj*t- 

1071$ 

>f4     , 

I^IX 

5^ 

i(Jr 

3£,»£OZ7 


,'^M799l^ 


©,003431 
703701 

.  5382-7 

7037 

.0,00080475^ 


Dans  le  premier,  }e  multiplie  d'abord  par  3  ,  &  j'écris  le  produira 
cn(uîtç  par  4,  en  difant  4  foit  8=31,  que  jç  n'écris  pas  :  mais  je  re* 
ifens  les  trms  dixaînes  pour  les  ajouter  an  produit  fuivant.  Je  dis  donc 
4  fois  2"=r« ,  &  j  de  retenues  font  ix.  J'écris  i  fous  le  4,  fit  je  coo* 
tnirie  à  Tordînaîte. 

,^  Puis  je  multiplie, par  le  fécond  4',  en  commençant  par  le  t  in  mvï^ 
%îpficande.  4  foi»  i  font  8.  Je  retiens  i ,  parce  8  approche  plus  de 
10  que, de  ,1 ,  Se  je  dis  5  4,  fois  5  font  10,  8t  un  de  retcfnn  font  &i* 
-rïciis  I  dans  lé  même  ring  que  les  prôhiers  chifFres  des  autres  pro* 
^d|mts,'&c.  &c.  .  •       • 

'Après,  avoir  ftît  toutes  ces  tnultipHcattonc  j'ajoute  les  produits  y  8t 
|c  Kpare  cinq  décimales,  parce  qu*il  y  en  avoit  cinq  su  tHultipti-fc 
<iîide^  lor{qtte' j'ai  muMplié  par  les  3  unités  du  multiplicateur;  ou; 
parce  qu'en  multipliant  par  la  première  décimale  du  multiplicateur  ; 
f  ai  commencé  par  la  quatrième  du  muttiplicande. 

£11  £u(àht' tout  att long  ieette  multiplication,  ion  auroit  trouvé 
52;,i2o^8i57'l8  ,  <cft-à-dirc,  quelep^duit  trouvé  par  la  méthodt 
abréjçéic ,  ne  cfîffcrc  pas  du  produit  exaâ ,  de  -tïToT  d'onké. 

Afin  de  f  econi^oître  à  quelles  décimales  du  multiplicando^  du  mnl* 
'dplicateùr  on  en  eft  ctiaque  fois  ,  il  éft  a  ^ftipôs  d<  les  msrqiier  d*un  « 
'pointa  mefnre  qtfon  s'en  fert.  Voyez  les  exemptes.  -  .   •.    ^ 

CoAime  3  tft  aifé  de  fe  ftndrt  raifotit  des  dtfi&caics  pams  dte 


i>  B  MathAmatiques;  4f 

lemtAodc^  nous  laifi»sà  chacher  ces  pcdts  détails.  Nous  ob- 
rrcioiis  fcalaiieiu  que  dans  leprodak  da  troificmc  exemple,  il  £uk 
Wei  trab  xéros»  parce  qœ  5  oant  aa  croifieme  rang  des  dédmalci 
iBsle  jooitîplicatciir ,  &  7  aa  fixieme  da  maldpltcande,  le  prodo^ 
Rcaroir  5  déciinalcs. 

80.  IV.  La  <]ivifion  des  décimales  ne  diffère  de  celle 
s  nombres  enners,  qu'en  ce  qu*iZ  faut  fépartr  dans  U 
prieizf  autant  de  chiffres  fur  la  droitt  »  quHl  y  a  de  déd* 
nies  de  plus  dans  le  dividende  que  dans  le  divifeur. 

éiAJL^^      ^>^         40148^ 

I^J2  8025)^ 


7i  i>^^4^ 

80290 


iï5>44 


Aiafi  dans  le  fécond  exemple  on  a  procédé  à  la  divifion» 
tomme (\  Ion  eue  eu  8445*  à  divifer par  522.  Le  quorient 
s  cil  trouvé  26.  Mais  parce  que  le  dividende  avoic  crois 
^cdmales,  &  que  le  divifeur  ntn  avoic  que  deuxj  on 
^  a  mis  une  au  quocienc  ^  en  plaçant  la  virgule  avant 

81.  Lorfque  le  divifeur  a  plus  de  décimales  que  le  divi-^ 
*  ie&de,  (  voyez  le  3^  exemple)  on  ajoure  auranc  de  zéros 
^ue  Ton  veuc  au  dividende  \  enforte  cependant  que  cela 
lendele  nombre  de  fes  décimales  un  peu  plus  grand  que 
^elui  des  décimales  du  divifeur ,  afin  d'en  avoir  quelques- 
^^  au  quçcient.  Ici  on  eft  cenfé  en  avoir  ajouté  quatfe 
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au  divHÎéwcïe;  car  fi  l'on  rfitife  4.5^^10000  pir  :^,074>  ^ 
trouvera  le  quotient  iz^^M  j    a'  * 

Si  Toa  veut  avoir  cg?M:4  a«x  refte«  de  ce&forrç&^e  cUvîr-> 
fions,  il  faut  leur  ajouter  de  nouveaux  ^^\  *  *^  ^*^ 
tients  qu'on  en  tirera  ,  en  continuant  la  divifion.  p^ 
iticme  divifeur,  feront  de  nouvelles  décimâtes;  ainii  dans^ 
le  fécond  exemple ,  ajoutant  trois  zéros  au  refte  73  >  on  au- 
rolt  le  quotient  2y6226\  avec  un  autre  refte  228.  ^ 

82.  La  Règle  pour  la  divifion  des  décimales  eft  tondce 
fur  ce  que  le  quotient  doit  to.uJQurs  être  à  Tuaiiç  ^çomv^ 
le  dividende  dk  atf  divifeur.  En  effet  j  le  quotient  doit  ex- 
primer à€s  dixièmes  de  l'unité,  par  exemple ,  toutes  iw 
tbîs  que  le  dividende  exprime  des  dixièmes  du  divileur. 
Or  pour  exprimer  des  dixièmes  du  divifeur,  il.»[»^  3"^ 
le  dividende  ait  une  décimale  de  plus  que  lui.  ^  J^^ 
donc  alors  que  le  quotient  ait  une  décimale,  c'eft-a-ai  e, 
.  auuxit  qu  a  X  en  a  de  plus  dans  le  dividende  que  dans,  le 
divifeur  ^^^ 

Quand  il  fkut  divifer  par  10,  par  100.  ou  pajr  1000 
une  fraûion  décimale,  il  fuffit  d'avancer  la  "i^^pP^^^^^^ 
de  deux ,  ou  de  trois  rangs,  vers  la  gauche*  Ainii  — ^oo 
i.a^tf j . .  •  1^=  0.00834- 

t  J,  Lorfoiic  par  U  méAodc  ordinaùc  les  dhrifions  ^«oicnt^^oo- 
S«tt»  à  câulë  Ju  giaiHl  ooBibreiieaédikiales^oapcat  en  lùxèfp^i^ 
«•Icui  dt  la  nlankre  fuivanct.  ,   • 

Je  fwitofc  que  Toa  YcuiUc  vérifier  le  produit  }x,zio»7  trouve  ç\ 
àtSm  .ch  le  dîvîCmt  par  5>.  J4î^«^  Apr^  aToir  dîipoff  ces  deux  nomr 
fcï«  coituiK  dans  la  divifion  ordinaire,  je  demande  en  5»  *=?".7^ 
delbh^Memetsi  au  quodent.  Enfme  Je  miilriplîc  «oot  le  divUcar 

P^  )  »  dr  }e  ToolVrais  le  produit  du  dividende  ;  rcftc  41  «44f  •  .    ^ 

Je  divifç  ce  rcftc  ,  en  difant,  combien  de  fbis  i^  cR-U  cont^u  d^ 

4t>  Je  mcw  4  au  quocicnt;  &  je  multiplie  le  dîv^i£cur  par  4;  )c  aj> 

fene4  fbh  t  font  <a,  que  je  nécrîs  pas.  Je  ledcns  feulement  les  trois 

««tme»  que  f  a|oi»e  an  produit  fatvant ,  comme  c»o  Pa  ^mdans  la  imi*- 

WFUcdtion«  C^r  c«  a'eft  id  que  Topératioii  inverfe. 
v^ftray^nr  de  41^441  ce  qui  provient  de  cette  multiplication,  j© 

dlvîfe  le  refte  ^^^w  parle  même  divifeur»  «c  je  mets  au  quotient  un 

Aetmd  4  r«r  Itquâ  )e  imikiplie  k  diviT^ 


H\^^  j'ayc  retrouvé  3,44/7^ 


31,11017^9,34511 

4ïMî 
37î«ti 


710 

-If 

o 


*  ^  'ratuformation  Êr  ieVtumtéiei  Détknàki, 


^°f  '^ 


Sç^xttié  ^^^  ^^^  frâdkions  ordinaires  pettv#tic  être 

^  ïï^cine  ^^;  ^'^  ^^'^^  infinité  d'aatrcfs ,  <}tti  aatoîeiM  toutes 
^^**^tage  ^.  •  Les  fraûions  décimales  otic  le  mdHie 
^^^dion  o  .^-1  **^^^iêre  encore  plu$  fimplej  car  ibir  la 
^^  4^e  fo  ^  '  ^  ^^  ^^^^^  ^^®  ^^  valeur  nô  changera  pât^ 
^P^ics  pat  l*^  ^H^^^^teur  &  fon  dénoittinaieùr  ferorir  liial- 
^^*  fert  d^  i^"?  ftonàbre;  &  fi  lo^  ou  lOO^  ou  IdOô, 
^HHitatit  un  *"  ^^Plicateur,  il  ôft  également  clair  ^tf^h* 
^^  f«ra  d'  '  f*  ^^Ux ,  ou  trois  téros  fur  la  droite  du  4 , 
*  du  déno'^  ^^^P  '^  multiplication  du  nun^érâireuir 

"^'^34000  ~"S^^''  ^73;-  Ainii  0,4 ^.0,40  =  0,400 

^^^par  IksT^^  H^^  lôrfqu'une  fmëiôn  décimale  ëfi  ftr^ 

^    *int  bieh  ^^ï^*^™<>ic  d'autres  chiffres  que  del  xéros, 

***I^SÊiinan(   J^^^    l^  fta^on  dintiinuetôit  de  valeur  :  en 

'  r^t  ^3ttinpte|  le  chiffre  3  ,  dato  la  quantité 


ij^  L  K  Ç  O  K  s    ÊX  ÉM  E  î*  T  A  I  R  E  s 

au  divkîèHiïej  car  fi  Ton  ditifc  ^^toooo  i^t  20jyy^i c\ 
trouvera  le  quotient  ^>44- 

Si  l'on  veut  a>voîc  ég^4  aux  re$^  de  ce&ibnçst^e  <iivii 
fions,  il  faut  leur  ajouter  de  nouveau}^  zétos^  &  les  ^tsci 
tieiics  (ju  on  en  cirera  ,  en  continuant  la  diviiion  pa.r  1 
ihême  divifeur ,  feront  de  nouvelles  décimâtes;  ainfi  dan 
le  fécond  exemple ,  ajoutant  trois  zéros  au  refte  73  ^  on  au 
rolt  le  quotient  2,^2 15',  avec  un  autre  refte  228. 

82.  La  Regfe  pour  la  diviiion  des  décimales  eft  fondée 
fur  ce  que  le  quotient  doit  (qu jours  être  à  TuQité  »  çoxox^c 
te  dividende  eft  ait  divifeur.  En  effet  \  le  quotient  doic  ex« 
primer  des  dixièmes  de  runité,  par  exemple,  toutes  les 
fois  que  le  dividende  exprime  des  dixièmes  du  divifeut. 
Or  pour  exprimer  des  dixièmes  du  divifeur,  il  fauc  que 
le  dividende  ait  une  décimale  de  plus  que  lui.  Il  faor 
donc  alors  qu^  le  quotient  ait  une  décimale,  c'eft-à-ctife« 
aucauc  qu'il  j  en  a  de  plus  dans  le  dividende  que  dans,  le 
divifeuF. 

Quand  il  faut  divifer  par  10,  par  ioo,ou^ar  looo 
une  fradion  décimale ,  il  fuffit  d'avancer  la  virgule  d'un , 
de  deux ,  ou  de  troiy  rangs ,  vers  la  gauche.  Ainu  ^|^  == 
1,245;' . . .  •ri^=  0,00834. 

%\.  Lorfqiie  par  la  méthode  ordinaire  les  divifions  fèroient  trop  Ion- 
gite8»  à  cauie  <ki  grand  nombre  de  décimales  j  on  peut  en  alM:égeÊ.  le . 
calcul  4t  la  nUmiere  fuivancc. 

Je  fuppote  QUc  l'on  vemÛo  vérifier  le  produit  j  1,^2.0^7  trouvé  ci-* 
detfiis ,  êh  le  diviCànt  par  5,34518»  Après  avoir  difporé  ces  deux  nomr 
brcs  cortimé  dam  la  dlvifion  ordinaire,  je  demande  en  5»  combien 
de  fûifi  9  )  Iç  mets  )  au  quotient.  Enfuice  je  multiplie  coût  le  divîfcur 
par  3  >  &  je  fouflrais  le  produit  du  dividende  ;  refte  418445. 

Je  divife  ce  re(te ,  en  difaat,  combien  de  JFois  9  e(l-il  contenu  4an$ 
4t  ?  Je  mets  4  au  quotient;  &  je  multiplie  le  divifcur  par  4;  je  di( 
donc  4  fois  8  font  32,  que  je  n'écris  pas.  Je  retiens  feulement  les  croîs 
dixames  (}ae  j'ajoute  au  produit  fuiv^nt ,  comme  on  l'a  vu  dans  la  mol* 
ûplication.  Car  ce  n'eft  ici  que  l'opération  inverfe. 
\  Souftray^nt  de  418443  ce  qui  provient  de  cette  multiplication ,  je 
dîvîfe  le  refte  44^31  par  le  même  divifcur,  &  je  mets  au  quotient  un 
ftcott(l4  par  lequel  je  mukipiie  le  dzvifalr^  à  commencer  aU  t;  Jt  dît 
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lkne»4fim%  font  9;  )e  redéin  t,  <^j*â}outcà20:=i  jX45  ftâiafi 
fie  fuite  JoTqa'à  ce  que  f  ayc  retrouvé  3,44/7^ 


3^,11^17  f  9,345 1» 

4i>44î 

Î7î«tt 


De  Li  traniformatîon  &  rfe  ViuBité  iti  Déthnàku 

84.  Om  £ût  que  les  fradkions  ordinaires  peuvent  être 
transformées  en  une  infinité  d'antres ,  qui  anr<^enc  coures 
la.  même  valeur.  Les  fraâions  décimales  otit  le  mètlie 
ayantage ,  d'une  manière  encore  plus  fimple  \  car  ibir  la 
fraâion  0^4  :  il  eft  clair  que  fa  valenr  ne  changera  pas 
tant  que  fôn  numérateur  9i  fon  dénominateur  feronr  mul-» 
ûpliés  par  le  même  nombre;  &  fi  lo  j  ou  lOO,  ou  tooo , 
&&  fert  de  multiplicateur,  il  eft  également  clair  qu'tn 
aiottcanc  un ,  ou  deux ,  ou  trois  zéros  fur  la  droite  du  4 , 
on  fera  d'un  feul  coup  la  multiplication  du  numérateur 
A:  du  dénominateur  (73  J.  Ainn  0^4  ;=.o  ,40  =  0,400 
5=  0,4000  =3  &c. 

8 y.  Il  fuit  de-là  que  lorpju'unê  fraBhn  décimale  efi  ttr^ 
ninétpar  des  léros ,  on  peut  Usfupprimtr  tous.fitAs  aliérzr 
fa  valeur. 

Maïs  fi  on  fupprimoic  d'autres  chiffres  que  des  ftéros , 
en  fenc  bien  que  la  fraâion  diminueroit  de  valeur  :  en 
fuppriniant)  pat  tttmptei  le  chiffre  3  ,  dans  la  quantité 


^8  Leçoks  Élémektaikes 

9*^83  3  il  ne  refte  plus  que  o,58  ,  quantité  moindre  de 

•j^  que  la  précédente. 

85.  Cette  diminution  efl:  d'autant  moins  fen(ible>  que 
la  fraâion  a  plus  de  chiffres.  Ain(î  la  quantité  0^580005 
n  eft  diminuée  que  de  rro-irrz  »  lorfqu'on  retranche  le  der- 
nier chiffre  3.  On  peut  donc  négliger  plufieurs  décin:iales 
dans  une  quantité  qui  en  a  beaucoup ,  fans  diminuer  fsn' 
fiblement  la  valeur  de  cette  quantité. 

87.  Comme  il  en  réfulte  pourtant  une  petite  erreur^ 
on  doit  la  corriger ,  du  moins  en  partie ,  quand  cela  efl: 
poflible  :  &  cette  correction  confifte  à  ajouter  une  unité 
au  dernier  des  chiffres  confervés ,  toutes  les  fois  que  le  pre« 
xnier  fur  la  gauche  de  ceux  que  l'on  retranche  furpaflê 
5.  Si  on  négligeoit ,  par  exemple ,  les  quatre  dernières 
décimales  de  la  fradion  o,  1 23 4(^8 8^»  il  faudroit  écrire 
091235*,  &  non  0,1234. 

La  raifon  en  efl  que  0,1 23  y  diffère  moins  de  la 
ouantité  propofée  0,12345885^,  que  0,1234.  Car  la 
tradion  0,123  y  équivaut  à  0,123  yoooo ,  &  la  fraftion 
O,i234==o,i2340ooo.  La  quantité  propofée fe  trouve 
comprile  entre  ces  deux  fraâions,  niais  elle  approche  da^^ 
vantage  de  la  première. 

88.  En  général ,  ou  le  premier  des  chif&es  retranchés  efl 
au-deâbus  de  y  ^  ou  c'eft  un  y  ,  ou  il  furpaife  5*.  Dans  le 
premier  cas ,  il  ne  faut  rien  ajouter  au  chiffre  qui  refle  lé 
dernier.  Dans  le  fécond  cas ,  on  peut  indifréremmenc 
ajouter  ou  ne  pas  ajouter  une  unité  à  ce  dernier  chiffre  ; 
maisi  dans  le  troifieme  cas ,  Terreur  fera  toujours  moindre» 
û  on  ajoute  cette  unité. 

Soit 9  pour  exemple,  la  quantîtë  5,^85143  que  jç  fuppofc  exprimer 
dos  livres  &  des  parties  décimales  de  livre  de  notre  monnoie  ;  fi  on  ne 
"ftuc  retrancher  que  ks  trois  derniers  chiffres  143 ,  qui  valent  à  p^îne 
un  —  de  denier,  on  écrira  9,^85.  Si  on  veut  retrancher  les  quatre 
derniers  chiffres  |i4J  >  dont  la  valeur  n'cft  guère  que  d'un  denier ,  on 
écrira  indifféremment  p»^8  ou  9,^9.  Mais  en  fupprimant  les  cinq  der-. 
niers  chiffres  85143  ,  qui  équivalent  environ  à  lo  deniers  =  i^  8<<,  il 
faudra  écrire  9,7,  au  lieu  de  n*é<:rire  que  9^6;  en  effet  le  réfultat  total 
4e  la  quantité  propofée  étant,  à  trcs-peu  de  chofc  prcs ,  >^  i3^8<i» 

.  on 
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éa  tu  àjpproche  davantage  en  ëciivant  ^,7=^^  14^,  qu'en  n*écii«. 
tant  que  ^,^  =r  5*  1 1^. 

8p.  Dans  les  calculs  ordinaires  on  a  rarement  befoin 
de  plus  de  fix  décimales!  fouvenc  même  deux  ou  crois 
fu£fent> 

50.  Lorfque  les  premiers  chiffres  à  gauche  de  deux  frac* 
dons  décimales  ne  font  pas  les  mêmes,  il  eft  claij:  que  la 
plus  grande  eft  celle  dont  le  premier  chiffre  furpafle  celui 
de  l'autre.  Ainfi  o,  8  furpafïe  o,  75?  ....  o,  54  furpafld. 
^^\9999  *  *  *  ^^^  ^   même  raifon^  o,  m  furpalfo 

91.  Et  fi  les  premiers  chiffres  d'une  fraâion  décimale 
font  les  mêmes  que  ceux  d^une  autre  fraâion^  la  plu$ 
grande  i^era  toujours  celle  qui  aura  quelques  chiffres  de 
plus  ,  pourvu  qu'ils  ne  foient  pas  tous  des  zérosé  La  fradioa 
Oy  76324102  ,  par  exemple,  eft  plus  grande  que  la  frac- 
tion o,  76324. 

5^a.  C'eft  de-là  que  dérive  la  principale  utilité  des  dé* 
cimales.  EUq  confifte  à  approcher  de  plus  en  plus  de  Téga-» 
iité  avec  les  différentes  expreiHons  numériques  dont  il  n  left 
pas  poffîble  d'avoir  rigoureufemen^la  valeur.  Or  toutes  les 
parties  des  Mathématiques  offrent  une  foule  d'exemples  de 
ces  fortes  è^ approximations  :  en  voici  quelques-uns  tirés 
de  la  iimple  Arithmétique* 

H  eft  bien  rare  qu'un  nombre  pris  au  hazard  »  (oit  exac- 
tement diyifîble  par  un  autre  nombre  pris  de  même  (44^ 
Prefque  toujours  il  y  a  un  refte  que  Ton  joint  au  quotient, 
en  forme  de  fradtion.  Par  exemple,  en  divifant  147477 
par  3  62  i  on  a  trouvé  (41)  pour,  quotient  407  avec  le 
refte  141  ,  dont  on  a  fait  la  fradtion  ^  que  l'on  a  ajoutée 
au  quotient.  Mais  cette  fraction  efl  incommode ,  quand  il 
s'agit  de  l'évaluer  fous  cette  forme.  On  a  donc  imaginé  un 
moyen  de  transformer  ces  fractions  en  d'autres  ^  dont  la 
valeur  foit  la  même,  ou  du  moins  qui  en  approchent  au- 
tant que  le  Calculateur  le  juge  â  propos. 

03.  Ce  moyen  fe  réduit  a  ajouter  un  zéro  à  chaque 
tefte  àt  divifion  ^  afin  de  pouvoir  contijiuer  de  divifer  ; 
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8c  Comme  en  ajoutant  an  zéro  »  ce  refte  /devient  dix  fcn 
trop  grand ,  on  corrige  Terreur  qui  en  réfulte ,  en  pla 
{ant  au  rang  des  dixièmes  ^  le  chiffre  provenu  de  cerri 
divifion  ultérieure. 

'   Reprenant  donc  l'exemple  qui  précède,  f  ajouterois  11/3 
zéro  au  refte  14.1 ,  &  faurois  141  o  à  divifer  par  3  62.  Le 
quotieftc  feroit  j  ,  que  j'ccrirois  au  rang  des  dixièmes  j  le 
nouveau  refte  feroit  524.,  auquel  |e  pourrois  ajouter  un 
zéro ,  pour  en  former  le  nouveau  dividende  3  240.  Je  di- 
viferois  ce  nombre  par  le  même  divifeur  3^2,  ce  qui 
me  donneroit  8  pour  quotient ,  &  3  44  pour  refte.  Le  S 
feroit  mis  au  rang  des  centièmes ,  &  l'addition  d*un  troî- 
fieme  zéro  me  feroit  trouver  p  pour  le  rang  des  millièmes. 
Il  y  auroit  encore  un  refte  182,  que  je  négligerons,  au 
cas  qu*il  fuffît  d'avoir  trois  décimales.  Le  quotient  cher- 
ché feroit  donc  407,585^  =  407  j^,  à  moins  d'un  mil- 
lième près, 

"  5)4.' Toutes  les  fraflîons  ordinaires  peuvent  fê  transfor- 
mer de  même  en  fraâions  décimales  qui  leur  foient  parfai- 
teipent  égales ,  ou  qui  en  approchent  du  moins  autant  que 
Fon  voudra.  |-,  par  exemple ,  fe  transforme  en  o,  y ,  dont 
la  valeur  eft  exactement  la  même  :  mais  j  n  eft  fufceptible 
que  d^une  approximation  infinie ,  à  laquelle  on  peut  pro- 
céder aiafi.  Ajoutez  un  zéro  au  numérateur  i  ,  &  divifez 
10  qui  en  réfulte,  par  le  dénominateur  3.  Le  quotient 
le  plus  approché  en  nombres  entiers ,  fera  3  ,  que  vous 
placerez  au  rang  des  dixièmes  ;  il  reftera  i ,  auquel  vous 
ajouterez  un  zéro ,  comme  ci-deflTus;  &  vous  aurez  encore 
une  fois  i  o  à  divifer  par  3 .  Le  quotient  fera  donc  le  même 

Sue  le  précédent.  Se  il  eft  clair  que  cela  n'aura  jamais  de 
n.  On  a  donc  1  =  0,  S 33 33  ^^ y  ^  V^^  conféquent 
\:=Oy  66666  y  Sec. 

La  même  méthode  fait  trouver -i  =  o,  25*  ;  donc|  ï=î 
O,  75'.  On  trouve  auffi  que  -^  =  o,  2  ;  donc  -^  =  o^  8.  La 
fiadion  7  fe  transforme  en  o,  1 6666  &c ,  où  Ton  voit  que 
le  même  chiffre  revenant  toujours,  il  n*eft  pas  poflîble 
J'.ivoir  exaCbemcnt  en  décimales  la  valeur  de  ~. 
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La  fraction  j  eft  dans  le  même  cas.  On  ne  peut  la 
Jhettre  en  décimales  fans  trouver  o,  142817  I4285'7 
1428 ^j  Sec.  Or  le  retour  pcriodigue  des  mêmts  chifFres# 
annonce  l'impoilibilité  d'une  transformation  rigoureufe.  Il 
eft  vrai  que  dans  les  deux  derniers  exemples  on  peut  pouf- 
fer aufli  loin  que  l'on  veut  l'approximation  qui  en  rcfulte, 
dans  Van  en  écrivant  le  même  chiffre,  dans  lautre  en 
répétant  là  même  période,  fans  fe  donner  la  peine  de  re-. 
commencer  le  calcuK 

95*.  En  général,  il  eft  împoflîble  de  réduite  en  déci- 
males une  rradion  ordinaire  j  dans  deux  cas  différents.  Le 
premier  a  lieu  toutes  les  fois  que  deux  divifîon^  facceffivei 
donnent  le  même  refte.  Le  fécond,  lorfque  les  chiffres  du 
quotient  reviennent  dans  le  même  ordre. 

Il  fuit  de-lâ  que  le  dénominateur  fait  connoître  la  li- 
mite la  plus  reculée  du  retour  périodique  dont  il  s'agit.  Le 
dénominateur  7,  par  exemple,  indique  qu'en  réduifant  ^ 
en  décimales,  les  chiffres  ne  peuvent  reparoitre  dans  le 
même  ordre  ,  plus  tard  qu'au  feptieme  rang.  On  en  trou- 
vera aifément  la  raifon ,  en  y  réfléchiffant  un  peu.  11  eft 
plus  ordinaire  cependant  qu'ils  reviennent ,  dans  des  cas 
femblables ,  avant  le  rang  défigné  par  le  dénominateur.  Oïl 
peut  le  vérifier  fur  la  fradlion  -^  entre  autres. 

^6.  S'il  eft  toujours  facile  de  transformer  en  décimales  les  fraâiont 
brdioaires  ^  on  éprouve  fouvenc  de  la  difficulté  pour  ramener  les  pre- 
mières à  celles-ci.  On  opère  néanmoins  cette  réduftion  d'une  manière 
bien  facile,  dans  les  exemples  les  plus  familiers. 

On  fuppofe  que  l'oii  demande  en  fradion  ordinaire  la  valeur  de 
b,  3))3  &c  ^  .  •  Si  on  multiplie  par  10  la  quantité  donnée»  OQ  aura 
(7S)  j,  J  3  5  &c  ;  &  fi  on  la  fouftrait  de  ce  produit ,  il  ne  reliera  qu'une 
quantité  neuf  fois  plus  grande  que  o,  3333  Sec.  Ce  refle  eft  3 ,  dont  la 
neuvième  partie  eft  }.  Oh  conclura  donc  que  o,  3  3  3  3  &c.  =  j  i  comme 
on  le  fait  d'ailleurs. 

Il  en  eft  de  métnede  la  fra^on  o,  141857  141857  &c,  qui,  multi- 
pliée par  10,  devient  i,  418^7  1418  j7  &c.  Si  on  retranche  de  ce  pro- 
duit le  triple  de  la  quantité  donnée ,  le  refte  ne  fera  que  fept  fois  plu$ 
grand  que  cette  quantité.  Or  le  triple  de  o,  141857  141857  Kc  , 
eft  o,  41857  14^857  &c.  Le  refte  fera  donc  i ,  dont  la  feptieme  partis 
<ft  ua  I  »  cominc  ci-deffus* 
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ta  fra^ion  o,  1 1 5  peut  fe  transformer  en  -J-,  par  la  méthode  du  plus 
grand  commun  divifcur  (jO»  Mais  outre  qu'il  y  a  beaucoup  de  frac- 
tions décimales  qui  ne  lont  pas  fufceptibles  d'une  transformatiocr 
cxaâe ,  on  voit  bien  que  ce  feroit  un  tâtonnement  perpétuel,  s*il  n'y 
avoit  pas  d'autres  méthodes. 

De  quelques  autres  fraSiions. 

5)7.  L'efpece  <les  fradions  eft  toujours  relative  à  Tunîté 
dont  elles  font  partie  ;  &  comme  dans  les  Sciences ,  dans 
les  Arts ,  dans  la  Société  même ,  on  emploie  différentes 
fortes  d*unités ,  il  eft  à  propos  de  rappeler  ici  les  noms 
qu'on  a  donnés  à  leurs  fradtions  les  plus  ufitées. 

t.  Le  befoin  très-fréquent  d'un  grand  nombre  de  divî- 
iîons  du  cercle ,  détermina  les  anciens  Géomètres  à  fup- 
pofer  que  tous  les  cercles  étoient  compofés  de  3  60  parties 
égales ,  généralement  connues  fous  le  nom  de  Degrés.  (On 
préféra  le  nombre  ^60  à,  tous  les  autres  nombres  infé- 
rieurs ,  parce  qu*il  a  plus  de  divifeurs  exads  ;  &  on  le  pré- 
féra à  tous  les  nombres  fupérieurs ,  pour  éviter  l'embarras 
d'une  plus  grande  quantité  de  chiffres).  Chaque  degré 
eft  donc  -—^  de  la  circonférence  du  cercle  auquel  il  appar- 
tient« 

Mais  comme  on  a  fouvent  befoin  auffi  de  différentes 
parties  du  degré ,  on  a  imaginé  de  le  confidérer  à  fon 
tour  comme  une  unité  formée  de  laflemblage  de  60  par- 
ties égales  ,  appellées  des  Minutes.  Chaque  minute  eft 
donc  —•  de  degré,  &  par  confëquent  77777  de  cercle. 

Pour,  mettre  encore  plus  de  précifion  dans  la  mefure  des 
âtcs  circulaires,  on  a  fous-divifé  les  minutes  en  60  Secondes 
"chacune;  les  fécondes  ont  été  fous- divifées  en  6 o  Tierces  ^ 
les  tierces  en  6^0  Quartes ,  &  ainfi  de  fuite.  Il  y  a  donc 
12^6000  fécondes  dans  chaque  circonférence  de  cercle, 
&  par  conféquent  7776^0000  tierces.  Chaque  degiré  eft 
de  3600  fécondes,  &:  de  2idooo  tierces. 

On  a  cherché  à  abréger  le  difcours ,  en  marquant  les 
diverfes  parties  du  cercle  par  des  (ignes  particuliers  :  dû 
manière  qu'au  lieu  d'écrire  tout  au  long  18  degrés  >  3^ 
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minutes  j  5*5  fécondes ,  26  tierces,  on  n*ccric  fimplemenc 
que  18^  34' 53'' 26^^'. 

IL  La  divifion  du  Temps  en  jours  eft  auffi  ancienne 
gue  le  monde  j  chaque  lever  du  Soleil  faifoit  une  époque 
trop  brillante  dans  la  Nature,  pour  que  les  premiers 
hommes  n*en  tiraflent  pas  une  mefure  du  temps. 

Mais   les  divers   travaux  de  la  journée  exigeant  des 

fous-divifions  de  cette  mefure ,  on  imagina  de  partager 

le  jour  en  plufieurs  parties  égales.  Le  nombre  de  ces  parties 

étant    arbitraire ,  on  choifit  le  nombre  2^  j  duquel  on 

forma  les  24  Heures  du  jour.  •  » 

La  durée  d'une  heure  a  été  fous-dîvîfée  en  60  minute?, 

celle  d'une  minute  en  60  fécondes  ,  &  ainfi  de  fuite ,  le 

jour  eft  donc  de  1440^=  86400^'  =  y  184000'^^,  &la 

minute  =  3  6oo^\  Mais  ces  fous-divifions  font  de  beaii- 

coup  poftérieures  à  la  première  ;  parce  qu'il  falloir ,  avant 

d'en  pouvoir  faire  ufage ,  trouver  le  moyen  de  mefuret 

d'auflî  petites  parties  du  temps ,  &  on  fait  que  THorlogerie 

eft  un  Art  aflez  récent. 

IIL  Pour  mefurer  les  diftances ,  il  a  fallu  fe  fervir  d*une 
unité  quelconque ,  dont  la  longueur  fût  connue ,  &  la 
porter  fucceffivement  d'un  bout  à  lautre  de  chaque  dis- 
tance à  mefure^r.  Rien  dans  le  monde  ne  fixant  cette  unité-, 
chaque  Peuple  en  a  pris  une  à  fa  fantaifie.  La  plus  ufitée 
parmi  nous  eft  la  toife. 

Or  la  Toife  fe  divife  en  fix  paries  égales ,  que  l'on 

nomme  Pieds  ;  le  pied  fe  divife  en  12  Pouces  j  le  pouce 

en  12  Lignes,  &  la  ligne  en  12  Points.  De  forte  que  le 

pied  eft  7  de  la  toife  ,  que  le  pouce  en  eft  ~^,  que. la  li- 

\       gne  en  eft  ^^^ ,  &c. 

j»  Les  befoins  de  la  Société  •&  du  Commeijce  n'eurent  par 

I        plutôt  introduit  lufage  des  Poids  &  des  Monnoies,  que 
chaque  Nation ,  &  prefque  chaque  Ville  voulut  avoir  les 
I        fiens.  De-là  cette  diverfité  vétilleufe  dans  la  manière  de 
I       pefer  &  de  compter ,  chez  les  différents  Peuples. 

Comme  il  falloit  cependant  établir  une  unité  de  poids 
1       &  une  unité  de  monnoie  pour  bafe  de  ces  deux  opér^ ions  ^ 

Diii 


^•4  LeçOKS    EtéMËNTAIRES 

chaque  pays  en  choific  une*  La  nôtre  s'appelle  la  Lii/re  / 
nous  en  diftinguons  de  deux  çfpeççs ,  la  Livn  Poids  Çç  lés^ 
Livre  Monnoiz. 

IV,  La  première  fe  divifç  en  1 6  parties  égales ,  appellées 
des  Onces  j  chaque  once  contient  8  Gros  s  le  gros  contienç 
72  Grains.  Une  livre  pefe  donc  ia8  gros,  oup2i5  grains., 
On  emploie  aiTez  fouvent  une  autre  fraâion  de  la  livre  ^ 
qui  en  eft  la  moitié  ,  &  on  la  nomme  le  Marc  s  le  mara 
ne  contient  donc  que  8  onces. 

V»  L'autre  efpeçe  de  livre  fe  divife  en  Sous:  elle  ea 
contient  20.  C'cft  une  mefure  fi(5kive ,  puifque  nous  n'a- 
vons pcnnt  de  pièce  de  mon  noie  qui  vaille  20  fous.  Le  Ton 
contient  1 2  Deniers.  Ainfi  il  y  a  240  deniers  dans  chaque 
livire.  Tout  le  refte  de  notre  monnoie  fe  rapporte  à  ces  crois 
iortes  ',  livres  >  fous  Se  deniers, 

p8.  Cela  pofé ,  appliquons  les;  premières  règles  de 
rAritlvmécique  à  ce^  différentes  grandeurs  ;  &  d'abord 
propofons-nous  4'çn  ajouter  plufieqrs  enfemble.  Pour  cet 
çffet,  on  commence  par  écrire  les  unes  fous  les  autres  les 
parties  qui:  ont  une  même  dénomination  :  puis  on  prend  fuc- 
ceilivement  la  fomme  de  chaque  colonne ,  en  allant  de 
4roitç  à  gauche,  &  on  pofe  a  chaque  fois;  ce  qui  refte, 
qu^nd  on  en  a  ôté,  s'il  y  a  lieu,  de  quoi  former  une  oi| 
plnfieurs  unités ,  que  Ton  ajoute  à  la  colonne  fui  vante. 
Quelques  exemples  fuffirontpour  l'imçlligencçd'^nç  règle 
fiufli  élémentaire. 
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pp.  La  fouftraâion  de  ces  forces  de  quantités  s'oper« 
avec  la  même  facilité  que  leur  addition.  Après  les  avoir 
écrites  l'une  fous  l'autre  y  on  fouftrait  (ucceÛivement  toutes 
les  parties  de  Tune  des  parties  correfpondantes  de  l'autre  i 
k  il  par  hazatd  quelques-unes  des  premières  furpaflenc 
celles  qui  leur  correfpondent ,  on  détache  une  unité  de  la 
colonne  fuivahte  dans  le  nombre  fupérieur  ^  pour  la  dé- 
comppfer  en  unités  du  genre  de  celles  que  l'on  veut  ibu^ 
tiaire.  Le  refte  s'entend  aifez  par  les  exemples  furrants. 
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100.  Quoique  la  multiplication  &  la  divifion  de  toutes 
ces  quantités,  à  l'exception  de  celles  qui  ont  rapport  au 
Toifé ,  n'ayent  prefque  jamais  lieu  dans  les  Mathémati- 
ques ,  il  eft  à  propos  cependant  de  parler  ici  de  ces  deux 
règles  a  caufe  du  fréquent  ufage  que  l'oii  en  fait  dans 
la  Société. 

Oo  voudroit  favoir ,  par  exemple ,  le  prix  de  34  Au. 
nés  i-  d'une  étoffe  qui  çoûteroit  5«  12' 6"^  l'Aune  ? 

Il  eft  clair  i\  que  34  Aunes,  à  raifon  de  (î«  chacune  ; 
Jioivent  coûter  204*. 

.    a".  Qu'à  raifon  de  a*"  qui  font  la  dixième  partie  de  U 
iivre ,  elles  doivent  coûter  3*  S*".  Donc  à 
raifon  de  12^,  leur  prix  doit  être  de  20*  8<". 
Ainfi  nous  avons  déjà 224*  8*^ 

S  °i  Puifqu'i  2f  chacune ,  3  4  Aunes  coû- 
teroienc  3*  8^,  elles  ne  doivent  coûter,  4 

raifon  de  6^,  (  quart  de  2^,  )  que if 

Donc  en  réuniflànt  ces  valeurs ,  on  auroic 
le  prix  de  3  4  Aunes ,  à  5*  1 2<"  6"  l'Aune. 
Mais  comme  il  y  a  i  d'Aune  de  plus ,  il 
feut  en  ajouter  le  prix  à  celui  que  nous 
dvonj  déjà  trouvé. 

Or  4*;  ces  ^  égalant  i  4. i,  il  eft  évi- 
dent que  la  demi- Aune  doit  coûter  .  ,  .       3      <r    3* 

Le  quart  d'Adne  vaut  donc  .,,,,.        113    li 

Ailîli  h  fopitpe  totale  çft ,  230*  4*"  47'* 

Chaque  opération  dans  cette  reglp  porte  fa  preuve. 
Dçm  autres  exemples  fofliront  pour  la  rendre  facile.  Soit 
ptopofé  d'abord  df  trouver  le  prix  de  42'  c"  Q""»  à  raifon 
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Soît  propofc  enfuite  de  déterminer  la  valeur  de  3  6^  6^ 
4«^«  d'Argent ,  à  ;  x*  i;^  pMe  Marc. 
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101.  Remarqacï;  en  paffant,  que  pour  prendre  le  di- 
xième d'un  nombre  de  livres ,  il  n'y  a  qu'à  doubler  le  chiffre 
des  unités ,  &  le  regarder  enfuite  comme  exprimant  des 
fous,  Leaf  chiffres  qui  refieront  à  gauche,  exprimeront  des 


livres.  Aînfî 

Iftifon  «o  eft  évi4ente» 


I  o 


4  *  •  •  • 


19 


'5^^  14*^,  &c.  La 
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Csox  qui  dans  des  moments  de  îoifir  voudront  s'aflurcr  s'Us  poC^ 
Bâtm  bien  la  pratique  de  cette  règle ,  pourront  s'exercer  fur  Ic^ 
tnns  exemples  fuivants,  dont  les  ré&Ttats  le  trouvent  fous  les  lettrée 

I.  La  livre  de  Tabac  coûte  3^  4^,  Que  coûteront  donc  rp  livres 
ijt  onces  de  Tabac  î 

II.  Si  la  Toifi  courante  d*utt  mur  coûte  57*  4%  combien  coûtcroac 
5^*5?»  I  iP»  de  ce  mur? 

m.  On  eft  convenu  de  payer  un  cercle  gradué  en  degrés  ,  minutes 
ft  fécondes,  à  raiCon  de  7^  gf  par  degré.  L'Ouvrier  chargé  de  cette 
l^duatîon  a  dé}a  divlfé  z;^^  4a'  i  x".  Que  faut-il  lui  donner  pour 
fon  travail? 

iQi.  Au  lieu  de  la  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  ces 
lottes  de  multiplications,  on  peut  transformer  le  multÎDlicande  &  le 
multiplicateur  en  parties  de  la  plus  petite  eïpcce  dont  il  loit  fait  men- 
tion dans  l'exemple  que  l'on  veut  calculer.  Ces  parties  n'étant  que  dos 
frxéHons,  Jes  deux  produifants  auront  donc  une  forme  fradionaire; 
ainfî  leur  produit  ie  trouvera  par  la -règle  de  la  multiplication  des 
fiaâions  (^3)» 

Exemple.  On  a  vu  ce  que  54  Aunes  J  d'étoffe  coûteroîent,  à 
laifbn  de  6^  ii^6^  l'Aune.  Si  on  vouloit  le  vérifier  par  cette  autre 
méthode ,  on  transformeroit  d'abord  54  Aunes  {  en  ^K  On  tranC» 
Jbrmeroit  de  même  6^  ix^  6^  en  ^^^  :=sr  ^l  de  livre.  Puis  on  mul- 
tiplieroit  les  deux  numérateurs  l'un  par  l'autre  ,  &  on  divifcroît 
Jôir  produit  par  celui  des  deux  dénominateurs.  Il  en  réful-croit  une 
fra^lioa  qui ,  étant  réduite  à  fa  plus  /Impie  exprefUon,  feroit  connoître 

le  prix  cherché.  Ainfî  dans  k  cas-  préfent,  on  auroit  -J—.   -^ —  =: 
Î.Î.101*  ,        .  *  4  *4 

— r- —  ss=  1  jo^  4^  4^  1- ,  comme  nous  l'avions  déjà  trouvé, 

103 .  Quant  à  la  divifion  de  ces  quantités,  elle  n'a  point 
de  difficulté  dans  le  cas  où  le  divifeur  ne  contient  qu'une 
feule  efpece  de  grandeur.  Suppofons ,  par  exemple ,  qu'un 
Ouvrier  ait  reçu  l yi^v  14^6**  pour  42  jours  de  travail,  & 
que  l'on  veuille  favoir  ce  qu'il  gagnoit  par  jour. 
-     On  divifera  d'abord  ly  i  par  42.  Le  quotient  fera  5  , 
le  produit  I2d ,  &  le  tefte  25*  j  réduifant  ce  refte  de  livres 
zn  fous ,  on  en  aura  yoo ,  qui  >  avec  les  14  du  dividende , 
formeront  le  fécond  membre  de  diviiion ,  &  ainfi  des 
autres^Le  quotient  cherché  ferji  donc  3*  la**  ^^^ 
Mais  s'il  encre  dans  le  divifeur  des  quantités 4p. diâfé- 
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rente  efpece ,  alors  il  faut  le  transformer  en  parties  de  la 
plus  petite  efpece  de  celles  qu'il  contient  dans  Texemple 
propofé  j  &  après  avoir  transforme  de  même  le  dividende, 
il  faut  le  divifet  fuivanç  la  règle  de  la  divifion  des  frac^ 
lions  (57). 

Appliquons  cette  méthode  à  la  recherche  du  prix  de  h 
Toife ,  dans  la  fuppoficion  que  ^2^  f^^  $^  ayent  coût^ 


sn* 

=9 

i33<î8o'' 

i¥ 

=9 

i6S* 
loi 

yn*  i4'iof^=i338j8i^=-î^^îi?dedenier«?p? 
de  livre. 

Voilà  le  dividende  mis  fous  une  forme  fraûîonaîre  : 
paflbns  au  divifeur. 

Ses  plus  petites  parties  font  des  pouces  :  ainfi  on  aura, 
toute  transformation  faite  ,  42*  y^^  $^  =  30^3^=3 

iSîi  de  toife  =  i^\  Divifant  donc  iîiiiî*  par  i^,oa 

71  i4  1440        *  24   ^ 

prouvera  lîlZLLLL^  =12*   10''  S'' ,  comme  ci-deffus. 
'  1484640  ^       ' 

Telles  font  les  premières  règles  de  l'Ârithmétiqjse.Pottr 

traiter  les  autres  d'une  manière  plus  générale .  il  eft  â  pro« 

pos  d  expofer  auparavant  les  principes  du  Calcul  Alg^ 

brique, 


ti/- 


-r^ 


6o  Leçons   Élémentaires 


ÉLÉMENTS    D'ALGÈBR  £: 

104.  JLi'ALaiBRE  eft  ane  efpece  d'Anthmétiqne  tinî- 
verfelle,  dont  les  principaux  avantages  font  l**,  de  déinrOFi- 
trer  d'une  manière  tout-à-fait  générale,  ce  que  T  Arithrrké— 
tique  ordinaire  ne  démontré  que  pour  des  cas  particuliers. 

2.^  y  De  mener  rapidement  à  des  réfultàts  qu'il  eft  rare 
cl\)btettic  par  T Arithmétique,  fans  de  longs  tâtonnements. 

5*  »  D'exprimer  avec  un  laconifme  fingulier ,  ces  mêrrres 
réfultàts  que  l'Arithmétique  n'exprime  ordinairement  qu'a- 
vec beaucoup  de  paroles. 

-4.^,  De  réfoudre  une  infinité  de  Problêmes  ,  à  la  (blu- 
ripn  defquels  la  Science  des  Nombres  ne  fauroit  guer» 
atteindre. 

$^ ,  De  fournir  à  l'Arithmétique  même ,  dans  àes  opc- 
r^tions  compliquées,  beaucoup  de  re{rource6  qui  facilitent 
le  calcul ,  en  Amplifiant  le  travail. 

Ces  avantages  vont  être  rendus  fenfibles  dans  le  Traîcé 
fttivaftf. 


Notions  Préliminaires, 

10 y.  Les  chiffres  ont  une  valeur  déterminée  par  la 
convention  générale  des  Peuples  qui  les  emploient.  Ainfî 
quoique  le  chiffre  3  ,  par  exemple ,  puiffe  aullî  bien  (îgni- 
fier  3  pouces,  que  3  coifes,  que  3  lieues,  que  3  heures 
&c ,  on  n'eft  plus  à  temps  de  lui  en  faire  fîgnifier  cent 
ou  mille,  &c.  Les  chiffres  ne  font  donc  point  des  fignes 
propres  à  repréfenter  indiftinâ:ement  toutes  les  quantités 
poflibles  y  &  en  conféquence  on  a  imaginé  de  leur  fubfti- 
cuer  d'autres  fignes  j   dont  la  valeur  n  étant  fixée  par 
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iDcane  efpece  de  convention ,  pût  fiicceffivement  varier  au 
p  da  Calculareut  qui  voudroit  en  faire  ufage. 

Ces  fîgnes  ctoient  tout  trouvés  dans  les  lettres  de  TAl- 
fhabet.  Chacun  les  connoît  dès  l'enfance,  &  par  leur 
généralité  ils  font  fufceptibles  de  toutes  les  valeurs  qu'on 
jage  à  propos  de  leur  donner  :  bien  entendu  cependant 
que  fi  en  commençant  un  calcul ,  on  donne  telle  ou  telïe 
faleur  aux  lettres  que  Ion  emploie ,  ces  lettres  confervent 
jofqa  à  la  fin  de  Topération  ^  les  valeurs  refpeâives  qui 
leur  ont  été  attribuées. 

io5;  Cela  pofé ,  on  appelle  Quantité  ou  exprtfjion 
Algébrique  ,  tout  ce  qui  eft  défîgné  par  de^  lettres  de  TAl- 
phabct. 

On  eft  convenu  de  repréfentet  par  certains  autres 
fignes  les  diverfes  opérations  que  Ion  peut  faire  fur  c^% 
quantités.  Par  exemple,  pour  ajouter  a  avec  i,  on  écrit 
«+è  (ly).  Pour  marquer  que  c  eft  fouftrait'de  i,  oa 
écrit  d  —  c  (17). 

La  multiplication  à  faire  de  b  par  c,  s^indique  de  U 
manière  fuivante  .  •  •  • ,  ^  x  c  ou  &  •  c.  Mais  la  multiplica* 
non  eft  cenfée  faite,  toutes  les  fois  qu'une  lettre  eft  lui  vie. 
d  une  autre  ou  de  plufieurs  autres ,  hns  la  moindre  inter- 
ruption caufée  par  des  fignes.  Ainfî  xy  fîgnifie  que  Ix 
quantité  x,  quelle  quelle  foit,  a  été  multipliée  par  une 
autre  quantité  quelconque  y  ....  abc  fîgnifie  le  produit 
des  trois  quantités  a,by8c  c. 

La  divifion  de  deux  quantités  algébriques  fe  marque 
comme  celle  des  nombres.  Ainfi  pour  marquer  que  « 

doit  être  divifé  par  t,  on  écrit  jo\xa:  b.  Pour  marquer 

que  xy  doit  être  divifé  par  a  è  c,  on  écrit  ~^ ,  ou  xy  : 

Ahc. 

107.  On  appelle  Monôme  toute  quantité  ifolée,  que 
neft  ni  précédée  ni  fuivie  d'aucune  autre  quantité  dont 
«lie  foit  féparée  par  le  figne  ^  ou  par  le  figne  —^ .  Voici , 


donc  autant  de  monômes  j  a^bcdi  méii^  1L,J!L-  Stic 

On  appelle  Binôme  j  toute  quantité  qui  a  deux  Ternrics  . 
&  par  Terme  on  entend  toute  expreflîon  féparée  d^iii'K 
autre  par  un  des  deux  fignes -h  ou  —  •  De  manière  que 
a^b  eft  unbinomejainfique/g  — iwr  .  4..  1-+-^  ei^ 
eft  un  auflî^  &c* 

Par  Trinôme  y  on  entend  une  quantité  cômpofée  de 
trois  termes;  en  général  celle  qui  en  contient  pluûeurs 
s'appelle  Polynôme^, 

108.  On  diftingue  deux  fortes  de  ternies,  les  termes 
Pojitifs  &  les  termes  Négatifs.  Ceux-ci  font  toujours  pré- 
cédés du  fîgne— -j  les  autres  font  tous  précédé*  du  figne  —H'^ 
Dans  la  quantité •+- j?-** y  —  rr  ^  x  —  ^,  il  y  a  deux 
termes  pofitifs,  &•  trois  termes  négatifs* 

Quand  le  premier  terme  d'une  quantité  algébrique  eft 
pofitif ,  on  néglige  de  TafFeûer  du  figne  -+-,  parce  qu'on 
eft  convenu  de  le  regarder  comnle  pofitif  j  toutes  les  fois 
qu*il  n'eft  précédé  d'aucun  figne» 

top.  On  à  fouvent  les  mêmes  tetmes  a  écrire  dans 
une  même  quantité  :  par  exemple  ,  a -+- a^d'^^b *—  b 
H-  d.  Mais  au  lieu  de  les  répéter  ainfi  »  on  a  imaginé  de 
ne  les  écrire  qu'une  fois  cnacuil ,  en  marquant  par  uft 
chiffre  qui  les  précède  vers  la  gauche ,  combien  de  fois 
ils  doivent  être  ajoutés  ou  foimraits.  Par  exemple,  3  a 
•--  2 1  •+-  i  eft  l'expreffion  abrégée  de  la  quantité  précé- 
dente. On  appelle  Coefficients  ces  chiffres  refpeé^ifs  dont 
chaque  terme  eft  affedé. 

Lorfqu'un  terme  n*a  point  de  Coefficient  marqué,  il 
eft  cenfé  avoir  Tunité  pour  coefficient.  C*eft  ainfi  que  dans 
Texemple  précédent  j  la  lettre  d  eft  une  expreffion  abrégée 
de  I  d;  pareillement/fe— f  ^=i/ft — ipj;c'eft  à-dire^ 
que  ces  fortes  de  quantités  ne  doivent  être  prifes  qu'une 
feule  fois ,  foie  en  •+•  foir  en  — . 

lio.  Il  arrive  très-fréquemment  qu'une  quantité  eft 
multipliée  par  elle-même  ,  &. alors  on  l'écrit  deux  fois 
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fuite  y  fans  interruption  de  %ne.  Âiaiî  a  a  marque  h 

>daic  de  l^uantité  a  par  elle-même  i  aaa  marque  pa« 

eillemenc  le  produit  de  la  quantité  a  a  par  a^  Se  aaam 

kdique    le  produit  de  ii  a  ^  par  a*  Pour  abréger  ces  ex- 

rcffions  y  on  eft  convenu  de  défigner  le  nombre  de  foh 

li'ane  quantité  doit  être  écrite  de  fuite  »  par  un  chifire 

bis  à  la  droite  &  un  peu  au-defTus  de  la  quantité.  Ainft  a* 

eft  une   expreflion  abrégée  de  a  a  ^  &  a' ,  a^  tiennent  liea 

ètaa  a  ^  aaaa. 

Ces  chiffres  s'appellent  des  Expofants.  Leur  fonction , 
comme  on  vient  de  le  voir ,  eft  d*indiquer  la  multipli- 
cation plus  ou  moins  réitérée  d  une  quantité  par  elle- 
mêtn^  ,  tandis  que  la  fonâion  des  coefficients  eft  de  mar- 
quer l'addition  répétée  d'une  mcme  quantité.  ^  a,  figni- 
6e  donc  a  -+-  a  -+-  ^  >  au  lieu  que  a*  =  ^ .  a .  a  ;  en  forte 
que  fi  on  fuppofe  ^=5",  on  aura  5  «=  ly ,  pendant 
que  a^  ==  i^y.  Il  y  a  donc  une  grande  différence  entre 
les  expofants  &  les  coefticients ,  &  il  faut  bien  fe  gardée 
ie  confondre  les  uns  avec  les  autres. 

111.  Chaque  lettre  a  fon  expofant  particulier-,  mais 
quand  cet  expofant  eft  l'unité ,  on  eft  convenu  de  le  fous- 
cntendre.  Ainfî  t  c  eft  la  même  chofe  que  y  c^^ôcxx  xyy  ç 

112.  On  ne  doit  jamais  réunir  fous  un  même  coefficîem: 
que  des  termes  abfolument  femblables.  Or  par  ttrmu 
femblabUs ,  on  entend  ceux  qui  font  formés  des  mêmes  lettres 
affeSées  refpeEcivement  des  mimes  expofants  dans  chacun 
de  ces  termes,  quels  que  foient  d* ailleurs  leurs Jïgnes  &  leurs 
coefficients. 

Exemple.  J-+-3  ^-4-4^  font  trois  termes  femblables, 
c'eft  la  même  quantité  a ,  qui  eft  prife  d'abord  une  feule 
fois,  puis  trois  fois,  eufaice  quatre  autres  fois.  On  peut 
donc  réunir  le  tout  fous  un  feul  coefficient ,  &  écrire 
i  a:8c(i  on  eut  cu-^fl-— 3  a— -4^,  on  eût  pu  réduire 
le  tout  à  —  8  a. 

Si  au  lieu  de  -t-  3  ^  on  avoit — 3  a ,  alors  ce  feroit  hien 
ta  mcme  quantité  ^  prife  crois  fois ,  mais  en  feus  contraire» 
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ceft-à-dire,  fouftraite  trois  fois.  Réuniffant  donc  les  deu: 
quantités  pofitives  ^-+-4^=5' «  ^  on  en  auroit  fouftrai 
3  a ,  &  le  refte  eue  été  2  a^  Cette  opération  qu'il  ne  faui 
pas  manquer  de  faire ,  quand  il  y  a  lieu ,  s'appelle  Réduâlion, 
Elle  eft  aufli  facile  que  fréquente* 

Si  on  eût  eu  a  4-  3  a  —  4.  a ,  alots  les  quantités  pofitîves 
cunt  égales  aux  négatives,  le  réfultat  eût  été  zéro.  D'où  on 
peut  déduire  la  règle  fuivante^ 

XI  3.  Toutes  les  fois  qu^il  y  a  des  termes  femblables  dani 
une  exprejjîon  algébrique ,  il  faut  tes  réduire  à  unfeul  terme, 
ou  les  effacer  s'ils  fe  détruifent. 

On  les  efface,  quand  avec  de^  coefficients  égaux,  ik 
ont  des  fignes  contraires.  Ceft  aii\fi  que  la  quantité  2  ^-J-» 
i-— 2tf — èfe  réduit  à  0. 

On  les  réduit  à  un  feul  terme,  î^,  quand  ils  font 
affeâés  du  même  figiie.  Alors  on  ajoctte  leurs  coefficients  , 
&  la  fomme  fert  de  coefficient  au  nouveau  terme.  Ceft 
ainfi  que  nous  avons  réduit  a^-^r*  ^  a^^ay  au  terme 
8  tf,  &que  nous  réduirions  y%  — «H- y  71  ï  6  y%  —  »; 
comme  auffi/*  -r  3  :if  -H  4/*  —  8  x  fe  réduiroit  à  y/?- 

-—  II  X. 

2.°.  La  réduction  à  un  feul  terme  a  lieu  auffi,  quand 
les  termes  femblables^  font  affeâés  de  (îgrïes  contraires 
&  de  coefficients  inégaux.  Alors  on  fouftrait  le  petit  coeffi- 
cient du  grand ,  &  le  refte  fert  de  coefficient  au  nouveatï 
terme ,  précédé  du  même  figne  que  le  grand.  Ceft  en  fui- 
vant  ce  procédé ,  que  Texpreffion  12m  —  y  n*  —  Smf 
-4- 4  71 71  fe  réduira  4  7n  —  tz*  j  &  que  ^^r  +  2^  — ^tt 
•—  ly  ^ fe  réduit  à  7 sr  — •  1 5  ^. 

114;  Puifque  la  (imilitude  des  termes  exige  les  dèux^ 
conditions  indiquées,  fa  voir  1^  ^  quHls  foient  compofés 
précifément  des  mêmes  lettres;  2®,  que  chacune  de  ce* 
lettres  ait  un  même  expofant  refpedtif  dans  tous  ces  ter- 
mes ,  on  ne  doit  jamais  être  embarraflc  pour  prononcer  fur 
leur  ftmilitude  oii  leur  diffiniilkude.  On  jugera  donc ,  du 
preimier  coup  d'oeil ,  quels  font  les  termes  femblables 

dans 


[ikâs  les   êicemples   fuivanrs  ,   éc  on  les   réduira  ùo» 

(  ftvakk  .   . 

111*3^2  «i8 — ô«^-+-(p-— ;'7«i3-+-6ai*.».,»C'^. 

Parmi  Ws  eieiihples  des  cernief  dilTemblables  j  aoiis  na 
apporterons  ^uê  ceux-cié 

ï.  À  i  *—  -5D^*+-4> 

lîy»  Ocft  plutôt  un  ufage  quuhe  rtgle  daiis  les  cal» 
culs  algébriques  3  de  faire  garder  aux  lectfes  "  de .  chaque 
terme  leur  ordre  alphabétique.  Aînfi  au  lieu  d'écrire 
cia^  ou  bc  a,  ou  bac,  on  écrie  abc  :  au  lieu  d^ccrîre 
fr  y ,  on  écrit  je  ^*  Encore  eft-œ  un  ufage  dont  il  ne  faut 

Joint  îïtre  efciave  :  il  contribue  feulement  à  faire  mieux 
ifcetnet  les  termes  femblabies*  On  Va  voir  maintenant 
avec  quelle,  facilité  toutes  les.  premières  règles  de  l'Ai* 
gèbre  s'exécutent» 

De.  tÀdditioti  atgihrique^ 

1 16.  Pouk  ajouter  des  ^rfantîtcs  algébriques  ^  ît  tvmt 
de  les  écrire  les  unes  après  les  auttes  avec  les  ugnes  qu'elles 
ont)  Se  de  faite  èiifuite  les  féduftiotls  convenables»  s^il 
y  a  lieu. . 

Ainfî  on  'àjbittô  t  dti  avefc  4  m*  en  écrivant  dd  n^ 
4  m*.  Pour  ajouter  :r^-4-  j'  avec  u  —  r  --^  ^' ,  on  écrit 
jc^-l-K— -f.Lafommedeijdè  iâtde — féïb'i^d^-^fm 
Celle  de  ^  m^  3  n  —  j&dey —  ^[n-^izn?  eft  zéro. 

iir.  Et  il  roh  à  dfcs  fraàîoils  algébriques . à  ajouter  avë<;icg 
qttanckés  eâdeiet  oU'/rftâiûnMfcs  ^  on  fusTni  -les  règles  â<^a  pîtf-^ 


frites  ppYit  récliiire  au  i^^m/:  dénopiiptcui  les  lcaâiç«i$  nttflpiénfiottf 
rar  exemple,  — h  i  =  — 


•  »  ■ 


m  M  b         d  bd 

De  la  SouJlralHon  algébrique. 


'jlS.  Pour  fouftraîre  une  quantité  ^,  à*une  ai^trc 
quantité  B  y  on  change  toiiriés  fignes  de  la  quantité  j1, 
&on  récric enfuite  à  coté  delà  quantité J3:  ^rèsqupi, 
s'il  y  a  dès  rédudionis  à  ifàire  ,'on  les  fait. 

Exemples.  On  veut  fouftraire  g  de  c  ;  on  écrit  C'-^g^ 

On  veut  fouftraire  m'  -|--  n*  de  ^'î-rr.***  '\  °^  ^^^^ 
jp'ç — u^^'-^m^ — n\ 

Veut-on  fouftraire  a*fc— ^c  de  J  fl*i-^^^4  €?  on  écrira 
4  a*b.  "  '"  ' 

.  1 1 Q.  Ce  changement  de  fîgnes  dans  la  quantité  que 
Ton  îbuftrait ,  ne  laiflfe  aucun  nuage',  quand  il  s'agit  de 
changer  les  ?+•  en  — .  Car  tout  le  monde  conçoit  du  pre- 
mier abord ,  que  pour  indiquer  la  foiiftraâion  d*une  quan- 
tité po(i(;ive  quelconque  p ,  il  faut  lui  donner  la  rorme 
négative -î— p,  Mais  ce  que  l'on  ne  conçoit  pais  auffi  faci- 
lement ,  c'eft  que  pour  indiquer  la  fouftrââioti  d'une  quan- 
tité négative  —  a  ,  il  faille  écrire  -H  a. 

Cependant  les  Inventeurs  de  cette  règle  n'ayoient  que 
deux  partis  à.  prendre ,  lorfqu  ils  eurent  'des  quantités  né- 
gatives i  fouftraire.  Le  premier  parti  écçit  de  laiffer  ces 
quantités  fous  une  forme  négative  :  le  fécond ,  de  leur 
donner  une  forme,  pofîtive,  en  changeant  leuriigne^— 
en  -4-.Sils  balancèrent  entre  cos  deux  partis,  une  reflexioa 
bien  fîmple  dut  mettre  fin  à  leurs  doutes  ;  voici  cette 
réflexion. 

t:20.  Le  butd'uné'fouftraâion  quelconque, eft  défaire 
connoître  la  différence. qu il  y  a  entre  la. quantité  fou^ 
traite,  &  celle  dont  on  a  dû  la  fouftraireù  Cette  diffé*; 
rençe  eil  toujours  marquée  par  le  refte  de  la  {oaRnOàoUf 
Et  comnae  on  fait  d'ailleurs  (2.2)  que  ce  refte  doit  tou- 
ipurf  çtçç  tel,  queii  lç  i4nP^^fl«:iJÛ^i^ 


iMi  retcQaVe  celle  dont  oa  a  (bttftraît  »  les  taventears  &• 
txtdecent  sûrement  pas  à  reconnoîcre  qa^on  ne  poiivoic  re« 
trouver  cette  qu^nneé' qu'en  changeant  tous  les  fignes  de 
la  quantité  à  fouftraire.  pQ-li  ils  conclurent  généralement 
qall  falloit  toujours  changier  en  — les  Agnes  "-{^^  &  en  4< 
les  fignes  — ^  des  termes  i  fouftraire. 

Nous  ayons ,  par  exemple  j  écrit  c-^g  poujc  niatqùet 
«Jue  g^  étoit  fô^ftrait  de  c:  Le  refte  de  cette  fouftraûioa 
ât  donc  exprimé  généralement  par  c  — g^  &  la  preuve 
que  ce  teffié  eft  le  feul  véritable  j  quelles  que  fôient  les 
Valeurs  de  c  &  de  g  >  c*eft  q^u*en  le  reuniflanr  avefc  la  quan* 
fttc  fouttraîte  g,  on  a  c  ^g*^g%  qui fe  réduit  i  c  ^  comme 
ctlâ  dbît  îkré,  -    -  ^-    ^ 


11  en  a  été  de  tnême)  lorfque  fouftrayarit  ^'t**-4tf 

■*-4  Ci  nous  avon$  ttouvé  pour  refte,  4  ^'^«  Ce 

tdte,  en  effet,  ajouté  ia*fr*-^4c>  reptodtrit  toute  la 


ée  jtf^è— ^4  Ci  nous  avon$  ttouvé  pour  refte,  4  ^'^« 
tdte,  en  effet,  ajouté  ia^b^ 
t|iiaatîtc-.ptimitive  j:4*i*-^4  i;» 


i  al .  'tàtrf  tettùc  algcijfrkjùè  pei^rt  ctre  tégàtil^  çôtnme 
tom]fofé^  dêqtKitre  parties.  La  première  eft  ïe  fign«  qui  le 
f  réeède.  La  fecdnde  eft  le' coefficient  dont.'cé-  terme  eft 
afïèdéé  La  ttoifieme  eft  formée*  des  lettres  qtt*îî  renferme* 
Les  etp^fants  tefpeâifs  de  ces  tettrèsj^rm^ntîk  qikicrïeme 

Krtie»  Otta  mulnpKcsKion  de  dea#lètmâs  âetgébriques  « 
m,  par  rattt«e|  exige  4e8  jr^glc»  particttiiieteft  p^ur  cei 
quatre  objets. 

2:2^^;Regle'pottr  les  ftgnésv  Ldrfque  le  mid^fîcaJide 
&  le  mii^iplîieateur  ont  tous  4^x  le  mèm»êgM  ^  ÙÀt  4^ 
ibit'**'».^  ié  ptoduit  doit  toujôùirs  être  àflfeâèdu  figtie  «f-»« 
Ainfi  a  x  iciàb  àh  *  »  é .  — ^  Xi— -i  donne  pMlàitenïent  a  b 

Mais  fi  le  malfiplieinde  Sclê  niuUtpiitâi(ear  oût  des 
£g»es  SfféiemB  ^  le  produit  doit  Cduj^M^î  Itfe  a^â^  4a 
£gM -^«Aii^^H'^^fc  <^u*^  «X  adonne  égakmenc  r^  #  fr 

6i} 


I?8  Leçons  èt^MENtAiiiss 

-pour  produit.  Nous  démontrerons  cette  règle  ^  après  avoiir 

indiqué  les  tFois  autres. 

IÎ25.  Règle  des  coefficients.  Multipliez  Tun  pat  Tau- 
tre,  comme  dans  T Arithmétique,  les  coefficients  des  deuic 
fadeurs ,  &  faites  fervir  leur  produit  de  coefficient  au  pro- 
duit algébrique.  3  ax^b:=:=t2J  ab  . ..  *{cx\p=^j;cp^ 

124.  Règle  des  lettres.  On  eft  convenu  (106)  que^ 
foutes  les  fois  que  deux  ou  plufîeurs  lettres  feroient  écrites 
de  fuite ^  c*éft-à-dire,  fans  aucun  figne -+- ou— -,  inter- 
médiaire,  cela  fignifieroit  le  produit  des  quanti|:és  dcfi- 
Çnées  par  ces,  lettres.  Ainfi  pour  multiplier  ikx  par  j^^ 
écrivez  6ÔX y  y  &  pour  multiplier  door^ par  3  a  J,  ccri* 
vez  iSo  axy^.  -         . 

12S*  Règle  des  expofants.,  Lorfqu^une  lettre  affeâie 
d'un  expoiant  quelconque  doit  être  multipliée  par  cette 
même  lettre,  afteâiée  d'un  autre  expofant  ou  d'un  expofanc 
égal  au  premier,  il  ne  faut  écrire  qu'une  feule  fois  cette 
lettre  au  produit  »  mais  avec  un  expofantégal  à  la  fomme 
des  deux  expofants  primitifs.  .    . 

Exemple.  Sa^b^  x  ^a^b^=i^2a^b\  Cette  règle  n'eft 
qu'un  cas  particulier  &  abrégé  de  la  troifieme  :  puifque  fi 
on  écriyoit  tout  au  long  Saab  b  b  x  ^aaaab  sss 
^ 2a  a  a  a  a  a  a  b  b  b  b  y  on  auroit  évidemment .(  1 15) 
le  même  produit  3  2  a^i^. 

125»  Jufqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  de  la  muld- 
plication  <les  mondfeçs.   Celle   des   polynômes  fe  fait 
'  a  peu* près  cotnme  la  multiplication  des  nombres  coin* 
pofés. 

.  '  D^abor4.on  sAuItiplie  toas  le^  terthes  du  multiplicande 
par  Un  des  termes  du  mulriplicateur ,  n'importe  par  lequel 
on  i^ommehcic  Puis  on  les  multiplie,  fucceffivement  par 
tous  les  itoitpes  termes  du  multiplicateur:  &  enfin  fi  en 
prenant  la  fomhie  de  tous  ces  produits  particuliers ,  on 
trouve  quelfque  jréduâioa-à/aifè,  oh  la  fait. 

Soit  propofé  pour,  exemple,  de  multiplier  la  quanrité 
4rh 3  c-?-ii pat  zA^^u.^ ••*•;«  dilpofe  «w  teiaaet 


DE    MATR'é*MATIQUS&'  ïfjjf 

omime  vous  le  voyez  ici  ^ Z... 

2a — d 


^aa'+'ôac — 2ad 
— ai — ^cd-^dd 


Ke<l«  2aa^6ac — ^ad^^^cd-^dd 

k  )e  multiplie  d'abord  a  par.  2a  y  le  ptoduic  eft  2aai  ttk^ 
faite -f- 3c  par  2a y  le  produit  e&^6acifms-^d  par 
2a  y  le  produit  eft  —  2ad^  Je  pafle  au  fécond  terme  da 
multipHc^teur  ,  &  je  multiplie  a  par— -if  >  le;  produit  eft 
—  ai  ;  je  multiplie  -i-*  5^  par — a ,  le  produit  eft  —  3ci  ; 
enfin  je  multipÛç^ —  i  par — dyle  produit  e&^ddy  fa* 
joute  tous  ce$  produits  enfemble>  &  réduâkm  faite^  jo 
trouve  pour  prckiuit  total  •  •  •  •  2aa  -H  ^^  mm^^ad'^  5C({ 

Autres  exemples. 


a  —  X 

2a-^2B 
2a -^  b 

4-  2ab  —  2bb 

aa-f-2ac-— £^ 
a—b 

^aa'^zab''^2bb 

a^'+'2aac'^a,hc 
—  oéÀ  —  2abc  -+-  bbc 

a? — aob'^TAOc — - 

2  abc  ^  bbc 

Les   fractions  algébriques  fe  multiplient  comme  îe% 
trachons  numériques  .»•.  —  x  —  =  —  •••-rX  — r-r 

Eli) 


Jy^  t  J!  Ç  Ô  N  s    èfL  iSM  B  K  T  A  T*«  S 

mot  multiplié  j^  Iccpd  n*ayant  été  mis  en  ufage  dans  1*  Aruhasédqûe  ^  q 
pour  fignificr  des  additions  répétées  d'une  même  quantité  pofîtivc  ^^ 
doit  naturellement  offrir  un  {eus  louche  ,  quand  on  le  fait  fcn^c 
pour  marquer  une  véritable  (buftradion  de  quantités  négatives.  Oir 
c'çft  ce  que  Ton  fait  j  en  di&iw,  par  exemple,  que  f*-  a  X  ^«  ^ 

De  la  Dipifion  algébrique. 

159.  QuANP  Qti  veut  divifer  une  quantité  algébrique 
par  un^  autre,  on  les  met  ordinairement  en  fraftion.  Ainfi 

pour.divifcjc  2.bc  par  mn,  on  écrit  -^^;  &  parce  que  le 

fiut^erateur  de  cette  fraâjon  n'a  rien  de  commun  avec 
ion-  dénominateur ,  elle  eft  cenfée  irréduétible  à  de  moin- 
dres termes.  On  fe  contente  alors  d*indiqueT  la  divifion. 

Mais  lorfqa'on  peut  réduire  la  fraâ^on  algébrique  i 
unç  plus  iimple  expreifîon ,  il  ne  faut  pas  manquer  de  le 
faire*  On  y  réuflka  communément  au  moyen  des  quatre 
xegU^  fuivantçs.  (  Je  dis  communément ,  parce  qu'il  y  a 
certains  c^s  où  l'on  eft  oblige  de  fe  fer  vit  ^  outre  cela, 
de  la  méthode  du  plus  grand  commun  divifçur ,  avec  quel- 
ques modifications). 

ïv  Pour  les  fignes.  Le  quotient  de  deux  termes  qui  ont 
un  même  (îgne  4  eft  pofitif  ;  &  le  quotijçnt  de  deux  termes 
qui  ont  différents  fignçs ,  eft  négatif. 

II.  Pour  les  coefficients.  Si  on  peut  les  divîfet  fans 
fefte  Tan  pat  l'autre ,  il  faut  les  effacer  tous  deux^  & 
mettre  leur  quotient  à  la  place  du  plus  grand,  coefficient  : 
$*ils/ne  font  jxas  divifîbles  fans  refte,  it  faut  les'  làifTer  en 
ftaf^on  tels  qu'ils  font^  en&n  s'ils  font  égaux,  il  faut  les 
effacer  l*un  &  l'autre. 

ÎII.  Pour  les  lettres.  Effacez  celles  qui  étant  communes 
au  dividende  &  au  divifeur ,  ont  le  même  expofant  dans 
Içs  deux  termes  j  &  par- tout  où  elles  font  feules  >  écrives 
1  à  leur  place. 

IV.  Pour  les  expofànts.  Quand  Une  même'  lettre  Ci 
ttQdVjî.^vQc.d^s  expo{ant§:di^r^^^^  dividende ^ 


' 
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Sans  le  divilèar  ^  on  TefFace  dans  le  terme  où  elle  a 
Texpofanc  le  plus  petite  Con  mec  i  à  fa  place,  il  elle 
ift  ieule.^  &  dans  Taùtrc  terme  on  ne  loi  laiflè  pouf 
dpofanc  que  la  diffërence  des  deux  expofants  primitiâ» 

Exemples.  Pour  divifer  ^ac^de^  par  —  abdh^f  j  je 
&  d'abord  i  -+-  4  divifé  par  —  2  =  -^  2  j  que  je  mets 
au  quotient  j  pour  lui  fervir  de  coefficient.  Je  pafle  a  la 
règle  des  lettres ,  en  difant ,  les  lettres  a  &  c  ne  fç  rrou-* 
Ycnt  que  dans  le  dividende,  &  les  lettres  b  &/nefe 
trouvent  que  dans  le  divifeur ,  il  faudra  donc  les  mettre 
au  quotient  ,  chacune  à  leur  place.  Puis,  je  vois  par  la 

legle  des  cxpofants  que  ^7=5»  &  que -ys  i.  D'où 
|c  conclus  que  le  quotient  cherché  eft  —  "TJw» 

PateiUiement ,  je  trouverai  que  7^71:  =  "7^*  en  dî* 

Cuit  ^  =  4.  J'efface  3  dans  le  dividende  ,  &  je 
mets  4  à  la  place  de  1 2  dans  le  divifeur  :  puis  je  vois  que 
félon  la  règle  des  expofants,  il  faut  mettre  i  dans  le  divi- 
dende à  la  place  de  a' ,  &  laiffer  a'  ou  a  feulement  dans 

le  divifeun  Ainfî  le  quotient  eft— ^, 

On  trouvera  de  mèmç  que  —^  =  ^=1  •  ••q^^"7g" 

Abd'  ,    ,  ^a^bbd       -  aab  . 

•--^ -ï-— ===--•  46d .... que-^-^j- sa^Y" *^^^^»  ^^* 

La  règle  des  coefficients  .&  celle  des  expofants  ne 
foDt ,  comme  l'on  voit  y  que  des  réduûions  de  frayions 
aux  dxpreifipns  les  plus  Amples. 

Ainfi  -;  étant  la  même  chofe  que  —  ^->  il  eft  évident 
que  —  3=37  ou.  I  î"  on  peut  donc  ^c4re -^^^i  ou  fim; 


7^  Lr^OKS    ÉLéRSKTAÎRES 

|»lômènt  —ou  -ri  à^àh  il  fuit  que  cçne  rcduâion  exîg^ 

x|ae:  k  diffènince  des  deor  expofonts  ferve  d'ès^fait^  4 
la  lettre  qui  avoit  ie  {dus  ^ouid^  &  que  IW  fiibftittte  i  à  1« 
lettre  dont  Tçxpofant  étoit  le  plus  petit  >  fi  elle .  eft  tcHice 
feule. 

130.  Ces  règles  ofeitvent  s*appliquer  aux  fradHons  des 
Polynômes ,  lorfquli  fa  trouve  une  même  quautité  dxn^ 
tous  les  termes   du   dividende  ôc   du  divifeur«  Aii>â 

— fe  ïédmt  i -^"t— >  en  effaçant  ax  dans  tous  leâr 

termes  )&mettaht  I  à  fa  place  dans  ceux  où  ilfè  trouva 

De  même  ^ 77 —  fe  réduit  i  "— zi»    •    ï    •     S 

151.  On  divifô  au(E  les  Polynômes  comme  dans  YA^ 
rtthmétique  ;&  quoiqu'il  arrive  rarement  que  cette  divi- 
fion  fe  puiffe  faire  ,  il  faut  cependant  Teflayer ,  avant  que 
de  fe  contenter  de  faire  quelques-unes  dea  réduétions 
précédentes. 

Mais  pout  s*épargner  bien  des  tâtonnements  ^  il  faut 
aft'anger  les  ternies  dii  dividende  &  ceux  du  divifeur ,  de 
jfaçon  que  de  p^rç  ^  d'autre ,  celui-là  foit  le  premier  >  donc 
une  lettre  quelconque  choifîe  à  volonté ,  pourvu  qu'elle 
ibit  côminuae^à  tous  les  deux,  ait  uti  plus  grand  expo- 
fant  que  dans  les'  autres  termes  :  que  ceîui-ïà  foit  le  fe* 
cond ,  où  la  ftiêmé  lettre  ait  rexpofarit  prochainement 
ttîôîiidrè,  &àinfl  dé  fuite.  Cela  s  appelle  ordoitûer'Mnbi 

Suantité.  Voici  un  exemple  dans' lequel  le  dividende  &  fe 
ivifeur  .font  ordoilnés  pat  rapport  à  la  lettre  a^ 


On  auroii;  pu  Tordonner  de  même  par  rapport  i  U 
ttre  b^  Quelquefois  cependant  il  eft  plus  commode  de 
éfcrer.  uuç  lettre  4  une  autre.  C  eft  lorfque  celle-ci  fe 
ve  avec  le  même  expofant  dansphifieucs  termes  ^pac 
nple  3  on  a  préféré  la  lettre  x  aiu  lettres  i  &  c,  dans 
divifîon  fuivantei  dont  nqus  allons  détaHler  le  procédé, 

O 

Je  dis  donc  ....      >»^t=:  — 3  *'  que  je  mets  au  qup^ 

peut.  Je  multiplie  le  divifeur  par  ce  terme ,  &  je  {ba& 
trais  le  produit  p  fc^jr^— .3  b^cx^  ^  des  deux  premiers 
termes  du  dividende.  Il  ne  me  refte  rien.  J'abaifle  les 

ikn  cerin«  fuivants^  ic  je  dis  5  3!"^^^^  ==^-+-  ^ *>  H^ô 
r  je  mets  au  quotient. 

Multipliant  enfiiite  le.  divifeur  par  ce  nouveau  terme  # 
je  fouftraits  le  produit-— 3  t*cjr^ -ffc*c***  des  deux 
termes  abai^és;  rei^  «ero.  Il  n'y  à  plus  rien  au  dividende; 
La  dîvifion  eft  donc  finie ,  &  le  quotient  exaâ  eft  -*r  5  x\ 
^cx.  Je  le  vérifie,  en  le  multipliant  par  le  divifeur^  je 
çetrouvç  le  dividende-,  l'opération  eft  donc  bonne.  .  t 

Au  refte  pour  acqiiérir  de  la  facilité  dans  ces  fortes  df 
calculs ,  il  faut  multiplier  d'abord  deux  quantités  algé- 
i>riq(ies  i\tne  p^r  raocré,  de  divifer  énfuire  letii?  produit 
par  Tune  des  deux.  Le  <]uotient  doit  être  l'autre  quantké. 
152.  Oo  peut.auffi  s'exercer  fur  des^expreffion?  fem- 

blables  à  celle-ci ,  s .  — : — •  Elles  ont  cela  de  particulier , 

qu'elles  font  naître  ,  pour  ainfi  dire ,  de  nouveaux  termes 
dans 4e  dividende j  à  mefure  qu^  Ion  poiirfuit  la  divi-!^ 
lÎQn,  cpmoiç  QH  V2^  k  voir  dans  l'exemple  fuivant.    ,  ,^ 


f fefli.  Rcfte.     o  —  tf*«  -i-  m^ 

!•  H.  OH-  «'/»*-♦-  m* 


|.  R,         o     —  tf*mJ  H-  m* 


4.  IL         o       -*-  dm^  -h  y»' 

—  dm*  —  m* 


5.R. 


,î«,  -.-  ^»«»_^m  *,+.  ni-« 


or 
1 1 


On  trouve  pour  quotient  a^-^a^m^a^m 
En  dtvifant  l  —  x**  par  i  —  :i?,  le  quotient  fera  i 

Il  enferoit  de  même  pour  d'autres  exemples  femblables» 
Auffi  avec  un  peu  d'ufage,  voit-on  3  {ans  calcul  y  quels 
doivent  être  les  quotiènts^  en  pareil  cas. 

.    Ontrouveroit  de  même  qne'j^-;3^==  i-4-*4-»*-+* 

Sf^'+-SccjScc  fans  fin  j  &  que  ^•;p^=  i  — .**-H«t  — 

*•-+-*•  —  &c  -H  &c  .  . .  à  l'infini  pareillement. 

133.  La  divifîon  des  fraâions  algébriques  par  des  cn-^ 
tiers  ou  par  d'autres  fraâions  >  ou  d'un  entier  par  une 
fxaâion ,  ne  peut  fouffrir  aucune  diflSculté  C^7)«  Exemples. 

1®.  Pour  divifer  par  4m  la  fraâion  —  >  on  écrira  d'abord 

-i  ^' 

!.£— ;  puis •  (On  a  foin ,  dans  ce  cas-là ,  de  faire  un  peu 

t>lu$  long  le  trait  qui  fépare  le  divifeur  du  dividende  y  pour 

marquer  que  c  eft  y  que  l'on  veut  divifer  par  4.  m  ^  &  noa 


^v^ii> 
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a^.  Pour  divifer  un  entier  x  par  une  fraâion — ,  on  écrin 

3-^ .  » ,  Pour  divifer  xy  par— on  écrira  —  xy. 
P  «^  *      1  j     «^        . 

3^  Le  quotîenc  d'une  fraâion  divifée  par  une  aurre  fracw 
\y  le  Trouve  coqime  celui  4^$  fractions  numériques 
m       s       mt  X      A  11    ^ 

jx        r         ns  4         T  ^^    /* 

134.  Il  a  été  die  (i^p)  que  pour  réduire  certaines  ex-*' 
teffions  algébriques  â  leurs  moindres  rermes ,  il  falloic 
pe  fervir  de  leur  plus  grand  divifeur.  Voici  la  manière  de  le 
louver.  Elle  ne  diftere  de  celle  qui  a  été  prefcrice  pouc 
[Ws  nombres ,  que  dans  quelques  cas  particuliers. 
I     Après  avoir  ordonné  les  deux  quantités  ^  il  &ut  divifer 
\h  puis  grande  par  la  plus  petite,  Si  la  diviiion  fe  &it  fans 
lefte,  la  plus  petite  eft  le  divifeur  cherché  :  auquel  cas  il 
:  (auc  effeâuer  les  deux  divifîons ,  &  fûbftituer  les  deux 
qaotients  aux  quanrités  propofées. 

^      a^h-x  I  px'^-xx  X 

Ex.- =' 


'aa-^xx        a'-^x****  hnp'j'imx       bm 

En  divifant  a  a —  xx  par  a^x^  la  diviHon  fe  fàîc 

èxaâement.  Donc  a+xeft  le  plus  grand  commun  dtvi* 

fean  Efledhiant  donc  la  divifion^  ou  trouvera  l"*,  que 

û'^x  -  aa-'-^xx  ^^^  tf«f.x   * 

fc  réduira  . 

Si  la  plus  grande  quantité  ne  pouvoit  fe  divifer  fans 
rcfte  par  la  plus  pente,  on  diviferoit  k  fon  tour  celle-ci 
par  le  refte  de  la  première  \  &  ce  refte  feroit  le  plus  grand 
commun  divifeur  j  s'il  divifoit  exaâement  la  plus  petite% 
&c. 

Jurqûe-la  c>ft  la  même  inéchoJe  pour  les  lettres  &:  pour  les  nom* 
i»i€s  :  outt  cette  méthode  ac  s'éççud  pas  à  t»HS  les  cas  algébri^uef 
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tfd  Cont  fdceptibles  de  xéduâion ,  comme  nous  aUenfrle  yûi|r>  aj^irèi 
fe$  était  xemarqùef  âiivatiees. 

x^y.  i<».  Il  n*eft  pas  rare  de  trouver  dans  l'une  des  detix  aaandtés 
^rop<^^,  uÀ  diiTueni:  commua  à  tkius  &s  .termes.  QnaiiJ  éa  en 
kroaye ,  &  <jué  ce  diviseur  n'eft  pas  commun  à  tous  lés  termes  ^ 
l'antre  quanmé,  on  peut  l'cfFaccr  dans  la  première  quantité  avoAt 
que  de  CDmoMÇttcet  la  divi^oa^  Lé  calcul  n'en  fera  qne  |da&  fini^lc^ 
4^  le  plos.  ^and  commun  diTi(ear  0'en  fçu  point  alté^ 

Par  exemple  »  dans   *  "^ —  ja  rois  que  j? ^  eft  commun  aiut-deiut 

termes  du  diviseur  j  &  qu'il  ne  l'eft  P*s  à  ceux^  du  dividçn<te«  Il  ne 
fçm  4oi^c  pé$ÀiiT^'partie  du  phs  gifnd  çdniiiitta^divifeilr  qu&  je  cher* 

dk*  le  TefFacc  donc;,  &  pap4à  faîîil^lte»  4(*  H-  ^^^  jlans  tcftc. 

B^od  je  CôncW  qût  >?*  — f*  eft  fë  diiîdurcfecfclié.  EiFcduaht  donc 

fes  deux  dîvKIonS)  je  trouVe ^  -^  expreflion  plus  iin^pie  <jue  la 

,  .£^  généra  rj  toute  quantdti  fetriyUbfc-à.  .^i  ^  '^  ^  aiiàa.  tg  hushmI 

]flu$  gtand  divlfcur  que  - — -^;  &  réciproquement»  Soît  dod c  qui^ 

f  on  divine ,  foit  que  Ton  multiplie  l'unie  des  deux  qjLiaj&tîtés^dptiiuécs  ^ 
par  une  grandeur  qui  n'ait  aucun  diviftur  commun  avec  l'autre  ,  Ici 
rélultats  aUront  toujours  le  ménie  plus  grand  commun  divireur  que  leâ 
deut  quantités  données; 

ix6j,  ^^  Ifi;  ^hangieaa^nt  des /igtfeS  daens-^ioe  de  ces  quantités .  n*jea 
produit  aucun  dans  leur  divîfeur  commun ,  pourvu  qu'on  les  change 
tous,  à  la  fois  dans  cette  quantit^^  Il  çft. clair ,  par  exemple  >  qoe  (t 
â^  =  B^  eft  divifiblc  pal:  ^  —  i ,  il  îc  fera  encore  par  •«  û  -H  i*  Toute 
la^Mërencb  (ktà  dans  tes  fîgnes  des  quotients. 
i  Cela    pofé  >   cbei^chpos    le    plus  1  grand    divifêot    cftnttrtim    de. 

^LJZJLI 2Lll2ï!    Oix  voit  (f àbôrJ  quc.tous  les, termes  dir  dîvi- 

«rende  peuvent  être  divités  exa<acmënt  par  i,  mais  non  ceux  du  cGvi- 
fcun  On  peut  donc  fimplifier  l'opération  ea  divifant  tess  gii%mie£$> 
par  1. 

Par  la  même  raîfbn ,  on  peut  divifer  par  3  les  termes  4^  divifcur* 
Aînfi  tout  Te  réduit  à  trouver  le  plus  grand' -divîftui^ 'commua  'de 
3y^-^33f*y-f-y3f  r-3f  ,  ■   .      .  .,^  .     '       ';;.:". 

■^aîs  ici  la  méthode  eft  en  défaut ,'  paatcé  que  le  cocffiâctif  i  n'cft 
pas  divifibfc  par  4.-Pour  yfupplécr  ,  on  mulnplierâ  tout  It  dividtnde 
par  4,  &  l'on  divifera  ii^:*  —  iix^y  -+-  ^xy^  — 4y*  par  4*:*.-^ 
5A:v-f-y*.  Le  quotient  fera  ^x ,  qup  l'on  ûégfîgcra  à  l'prdinairc  :  k 
-icftc  fera  ^x^V^  xy^  '—  4yî.   .       ;  ■  '    '  '  '  '    ' 

^•SuivsmU;rmi«h(jdcVil'fau&)it  dîvifet  4ic*i—  fAy4-y*paY  ccr?efi«. 


IhU  xywt  de  pj7Qc^<Ier  à  cette dîvifipn,  on  o&cm  èJb^tA  dans  tong 
ks  termes  de  cç  reftc  1^  1^^5^  >  H"^  l^ui  cft  fomnuinc,  &  qui  nerdS^ 
^  à  tous  ceux  du  nouveau  dividende*  On  aura  donc  jx^  +  J(y  — -  ^\ 
pour  divifeur. 

On  rcmàrqu^caenTuiie  que  cette  quantité  nt  peut  pas  divilêr  exac- 
tement 4X^ — 59  "rf-  j^ ,  è  caiife  des  coe$cienQ.  On  mukiplieia  doB^ 
çellç-ci  par  3 ,  ^  on  e^yera  la  divifioa.  Le  <|ttoncn$  (kxz  4,  &  |f 
rcftc  fera  —  ï  9xy  -+-  ijçy*. 

Ce  lècond  rcfte  fcrvîra  de  divifeur  à  )x*  ^-j^y  — 14^*  :  maïs  aupa* 
lavant  on  effiiccra  dans  les  deux  termes  la  quantité  19  y  qui  kur  tSt 
'  commune.  Procédaai;  4orSf^^9e  troiiienie.div$onA  on  aura  3»*-4« 
*y— 4y^  pour  dividende^  —  *  -t-y  pour  divlfeor»  &  "^  5^  *-*-  4jf 
pour  quotient  exaA.  On  peut  donc  aflurer  que  *—  x  -^y  cft  le,  plus 
grand  commtm  diviTeur  cherché  3  &  fî  on  eSèâue  les  divifîon^,  oK 

trouvera  que  '!^Z^^È±2!?lZ}ll^  réduira  t^^^^l^^  !±±}L^ , 

^adion  qu*il  n*eft  plus  poiïjble  de  réduire. 

Soit  proporé  maintenant  de  trouver  Te  plus  grand  (Ëvifeor  cOimmon 
de   ^^^g  "^  iomp4-  ><^g"H  5y»pg 

!•.  Pordomie  ainfi  la  quantité,  C>^-*"Sny)^4-»t^4-|omp 

!<*.  Pour  rendre  la  diviuoû  pofCble^  il  faudroit  multiplier  tout  I9 
dividende  par  (4<2^'**-7^)  :  mais  auparavant  il  faut  me  sûr  que 
cette  quantité,  ne  divife  pas  exa^n^ientle  dWi&at  lui^mânic.  Or  pa^ 
le  fait  elle.lc  divife  >  &  le  quodcnt  exadbeft  ^-+-  <^. 

Je  fubftitue  donc  '^-4-  ^  au  premier  divifçur ,  dt  je  cbpKhe  Ip  plus 

«and  commun  divifeur de  ^^^^■^^"^^^'^"'^-*"^^"^:  Ueft.vifibl» 

^  ^4-« 

que  cTeft  ^ -H  ^  lui-m^me ,  puifquc  la  divifîoa  réuffité 

Amfi  rcxpreffion  propose  peut  fê  rédmre  à  LJÎLS?^  On  trouvera 

d^aocrcs  exemples  dans  les  Éléments  dT Algèbre  de.M.  Clairaut. 


Dtla  Formation  des  Puiffanass. 

^37*  ^^  ^  «liftingueles  degrés  des  pttî&fices  d'une ^4tfn^ 
cite  quelconque  par. les' eirpofàncs  de  cette  quantité.  Ainfi 
ûj  ou  a^  eft  la  première  puiflànoede ni  î^a  lèconde  eft 
e^,  la  croiCeme  eftâfâcc»  £n  général  a^  eft  la  puiiTatKt  m 
de  (Ly  quelle  que  (bit-  k  t alettc  de  n^  - 
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Cette  qaatttité  aeft  la  Hacme  de  ces  divers  prodtlîes  ^^  î 
&  la  dénomination  de  cette  racine  dépend  de  la  puifïane^i 
corréfpondanCe. 

On  verra  dans  les  Éléments  de  Géométrie  ^  pourqucxi  la 
première  puiflance  d'une  quantité  s'appelle  auffi  la  Pui/^ 
famt  Unéaire  de  cette  quantité;  &  pourquoi  la  fecondô 
puiflance  s'appelle  le  Quarré;  dp  manière  qu  au  liea    cî^ 
dire  que  c*  eft  la  féconde  puiilance  de  e^  on  dit   cjtie 
c*  eft  le  quatre  de  c.  Ceft  encore  de  la  Géométrie  qcid 
dérive  le  nom  de  Cube ,  donné  àTÎa  trôifieme  puiffaric^ê 
d'une  quantité  quelconque  ;  les  puiflances  qui  font  ati^ 
dçflus  ,  fe  désignent  iîmpletiiént  par  leur^  expofants.  Âiiiii 
k^,  eft  la  quatrième  puiflance  de  b^  &c* 

13 8.  Réciproquement  la  racine  féconde,  ou  la  racirte 
^narrée  de  c  eft  c.  La  racine  trôifieme  ,  ou  la  racine 
cubiqui  de  a^  eft  a.  La  racine  quatrième  de  x^.  eft  x  ^  ôcc  ^ 
Sec.  ..■'•■'  .•;.:•    ^ 

Puifque  la  premiete  puiflance  de  a  q&  a  ou  a^  ;  que 
la  féconde  puiflance  eft  ^^  ou  a.  a;  que  la  troifieiiiQ 
puiflance  ^^  a^  o}X  d.a^a  i  que  la  quatrième  eft  «^  oa 
a.  a.  a.  a  y  &c  ;  on  peut  en  conclure  que  •  •  . 

13p.  Pour  élever  une  quantité  à  lîhfe  puiflance  donnée, 
il  faut  multiplier  cette  quantité  pat  elle-même  autant  dé 
fois  moins  une ,  que  l'expofant  de  la  puiflance  corïtiem 
d'unités.  Ainfi  pour  élever  le.  nombre  p  à  la  trôifieme 
puiflance»  il  faut  le  mulciplret  deux  fois  par  lui-même, 
en  difabr  d*abôrd'  p . p i=  8 ï   .  .  ".  puis  81  .9===72p. 

De  même,  le  quatre  de  jeft  y.~=j:  fon  cube  eft 
Y  .7  •  7  =  Tf  î  ^  quatrième  puilfance  eft  f  .  f .  y  .  7  = 
iV,  &•€•  Le  quarré.^4ér^  eft^T^i.fon  çtibç  eft 7^;  fa 
quatrième  puiflance  eft  ,^^^0  >  &c. 

D'où  l'on  voit  que  la  valeur  d'une  fraction  diminue , 
i  mefure  qu'on  Télêve  à  de  plus  hautes  puiflances ,  ^  que 
çett0.  diminution. eft  d'autant  plus; rapide,  que  le  dénô« 
9^în9Xeur  eft  plus  grand  par  rapport  au  numéràcean  . 
:  140*  Quant  aux  ekpreflions  akébtiques.  i^.  S'il  s'agte 
d'un  monôme ,  on  mec  à  toutes  les.  lettres  llexpofanc  de 

*  la 


]st  puUnuice  propofée.  Ainil  la  cinquième  puifTance  de 

ah  i^  y^ 

JT  &  c  eft  â^  V  c^  La  puiffancc  m  de  ^  eft  ^^-^  ;  &  fi  le 

linonome  a  un  coefficient,  on  élevé  aufli  ce  coefficient 

\  la  puiflânce  indiquée.  Le  cube  de— p-j  par  exemple ij 

TL^.  S'il  y  a  dans  le  ttiônome  d'autres  elpofants  ^ue 
runitéy.on  les  multiplie  tous  par  celui  de  la  puiflance  k 
laquelle  on  veut  l'élever.  Ainn  la  quatrième  puiffance  de 

a'  h^  eft  ûl*  i*  j  &  en  général  la  puiffance  m  de  -^  eft 


C 


^m^mm 


\ 


I 


IIP.  Pour  nn  polynôme ,  il  fuffit  quelquefois  d'indiquer 
la  puiflance  à  laquelle  on  veut  Fçlever.  Cela  fe  fait  »  oa 
eu  le  couvrant  d'un  trait  au  bout  duquel  on  écrit  i'expofant  ^ 

ou  en  le  renfermant  entre  deux  crochets^.  Ainfi  a^b  ^ 
&  {(t'+'b  y^  désignent  également  la  puilTance  m  du  bino-^ 
me  a  -4-«  &. 

141.  Si  m  =12  y  alors  le  binôme  a^by  qui  par  fa 
généralité,  peur  tepréfenter  tous  les  binômes  pouîbles, 
doit  être  multiplié  une  Ibis  par  lui-niéme>  6c  on  trouva 

que fl-t-é 

multiplié  par      a^+^b 

a^-^ab 

^ab^b'^i 

-,  •■>ii      '     i'  'i    l'i^ 

donne  •ni.  a*'+-2a4'+-i* 

Or  a'  eft  le  quarré  du  premier  terme  du  binôme; 
ÏLâh  eft  le  double  produit  de  ce  premier  terme  par  le 
fécond;  b^  eft  le  quarré  du  fécondé  Àinfi  on  doit  con- 
clure généralement  (}ue  U  quarré  d'un  binôme  quelconque 
contient  trois  termes  ^  f avoir;  1%  le  quarré  dt/L  premier 
tirme.  :2*,  le  double  du  premier  terme  multiplié  par  If 
jiconi.  ^\  h  quarré  dufecondt   . 
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Cette  règle  ne  foufFre  aucune  exception  ;  &  voiJha 
conlme  rAlgebte  s'cleve  à  des  réfultats  généraux ,  pen- 
dant que  rArithmétique  n'y  parvient  que  par  analogie  j 
en  fe  traînant  d'exemple  en  exemple. 

Quant  aux  figues  ,  ils  font  tous  pôfitîfs ,  lorfque  le^ 
'ieux  termes  du  binôme  onr  le  même  figne  ;  &  lori% 
que  ceux-ci  ont  des  fignes  différents  ,  le  produit  du  dou-i^ 
ble  du  premier  par  le  fécond  eft  le  feul  terme  négacîfl 

En  élevant  au  quarréle  trinôme  ^-t-i-H^c,  on  trou- 
vera, réduâion  faite,  ^.*H-:2ai-+-i*-+-2ac-t-a&c—|—» 
c*.  C*efl  à-dire  qu€  le  quarré  d'un  trinôme  contient  les 
^narrés  de  chaque  terme  eh  particulier ,  plus  le  double 
du  premier  par  le  fécond ,  plus  le  double  du  premier  ôc 
du  fécond  par  le  troifîeme. 

D'après  cela,  il  eft  aifé  de  voir  que  le  quarté  de  («Jf-f^yti 

l=a*  j;*-+.  afljirjyç +^^  j* que  celui  de  (  ^mn— 4111*  > 

t=^mV— 24m*n-+.idm'^ &que(ar-4-.f  tf)^=i=jc5 

•-H ax ■+■  — •  On  voit  auffi  que  ib^2c  '^y  )*==5i*-|- ^bc 
+  4.C*— .2ijr  —  4cjy+/. 

142.  Reinarquez  que  pour  compléter  le  quarrc  d'un 
tinome,  lorfqu'pn  a  déjà  les  deux  premiers  termes  de  ce 
quarré ,  il  ne  faut  que  leur  ajouter  le  quatre  de  la  moitié 
du  Coefficient  total  du  fécond.  (  j  appelle  ainfi  tout  ce  qiti 
affefte  ce  fécond  ternie,  foit  en  chiffrés  foit  en  lettres). 
Si  j'avois ,  par  exemple ,  Ar*-H  2aicii  compléter  ,  je  pren- 
drois  a ,  moitié  de  2  a ,  coefficient  total  du  fécond  terme 
2.aXj&c  j'ajouterois  fon  quatre  a*  aux  deux  autres  termes 
x^*+- 2a X ^  ce  qui  me  donneroit  alors  le  quarré  parfait 
àxx  binôme  x^a.  Donc  toutes  les  fois  qu'on  voudra 
compléter  un  quarré,  ajrant  déjà  deux  termes  de  cette 

forme,  x^^+^ax^  il  n'y  aura  qu'à  écrire  Jf^Hh^*!'^ •+•-"• 
Ceci  trouvera  plus  d'unie  fois  fon  applicatioti« 

145 .  Si  m  =  3  ,  alors  le  binôme  ^  -H  i ,  doit  être  mul- 
tiplié deux  fois  de  fuite  pai:'ltii-mcmej*ou,  ce  qui  eït 


k  tuéitie  chofe,  fon  quarré  doit  ècre  multtplU  pat  la 
première  puiflance.  Or  coure  réduâipn  faire  »  on  lirouve  ^ut 

I  rnalripliépar  »  «  •    •  ^-4^^ 

On  doit  donc  en  conclure  généralemenr  que  te  cube  ituli 
linome  quelconque  contient  quatre  termes  ;  i  ** ,  le  cube  du 
premier  terme  du  binôme.  2**»  le  triple  du  quarré  de  ce 
premier  terme  multiplié  par  le  fécond.  3°,  /e  triple  du 
quatre  du  fécond  multipiié  par  le  premier.  4.*  ,  le  cube  du 
fécond.  Ou  plus  bri^vemenr  j  le  cube  d'un  binôme  contient 
les  cubes  de  fes  deux  rermes ,  &  les  produirs  refpeâifs  du 
rriple  du  quarré  de  chacun  de  ces  deux  rermes  par  l'aurreé 
Quanc  aux  (ignés ,  ils  (ont  tous  poficifs  quand  ceux  du 
r  binôme  le  font  y  on  vient  de  le  voir  dans  le  cube  dca*+^b^ 
Lorfque  les  deux  lignes  du  binôme  font  négatifs,  roui 
ceux  du  cub^  le  fonr  auffi« 

Exempies.C~m — 2^/==— m'*— <Jm*ii~- I2mnî 

—  8n'.  •.— .(^•4-1)'=  — tf^*--3a* — 3a~î-  (Lu 

%ne  *—  mis  avant  la  parenthefe  annonce  qu'il  faur  chan-* 

I    ger  les  fignes  de  rous  les  termes  qui  y  fonr  comptis  ).  Lorf-p 

I    |ae  des  deux  termes  du  binôme  ^  il  y  en  ^  un  négatif^ 

ceux  du  cube  le  font  alretnacivemenr  ,  de  manière  que  ley 

feuls  termes  négatifs  du  cube  ,  jCbnt  i:eux  qui'  renferment 

les  puiifances  impaires  de  la  partie  du  binôme  atfeé^e  dil 

,   figne— •. 

Exemples.  ( — pH-^^' =*— p'-+-^  P*?  — 0'î*-+i 
qK..(^ajfc^3(fxy:=tSa^  x^ — Î2a^x^^ôax^ — âr^ 
}    .    144.  Sim^=^49  le  binôme  a^i^b  doit  être  élevé  à  la 
«{iiarrieme  puiirance  ,   &  il  en  réfultera  dnq   tierm«s  « 

(a^hf^at:^^a^b:^_  Ca^b^^^ab^-^b^ 
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SÎThîïsy,  on  aura  par  un  procédé -femblablê  la  ciiï-: 
4juieme  puiffance  de  a+i,  compofée  de  fîx  rermes. 

Et  ainfî  des  autres  puiflfances  d'un  binôme  quelconque  , 
qui  toutes  ont  pareillement  .un  terme  dé  plus  qu'il  Tx*y 
a  d'unités  dans  leurs  expofants» 

i^y.  Mais  ^^il  falloit  pafTer  par  toutes  les  puiflanees 
intermédiaires ,  avant  d'arriver  à  une  puiffance  plus  élevée 
dont  on  auroic  befoin  ,  on  fent  bien  que  le  calcul  en  fe— 
roit  fouvent  fort  long  &  toujours  indireft,  Les  Géomètres 
du  fiécle  dernier  avoient  tant  de  fois  éprouvé  cet  in— 
convénient,  qu'ils  tournèrent  leur  attention  vers  la  re- 
cherche d'une  méthode  qui  put  les  mener  diredement   d 
leur  but.  Cette  méthodç ,  ils  la  trouvèrent  ;  &  Newton 
en  eut  la  principale  gloire. 

.  Ce  n'eft  pas  encore  ici  le  lieu  de  la  démontrer:  mais 
nous  pouvons  d'avance  en  préfenter  les  réfultats,  comme 
une  dQ$  chofes  les  plus  utiles  qu'il  y  ait  dans  l'Algèbre» 

•  1^5.  i**.  Une  puiffance  quelconque  d'un  binôme  algé- 
brique ne  pouvant  être  compofée  que  de  fignes ,  de  coef- 
ficients ,  de  lettres  6c  d'expo(ant€  qui  doivent  en  former 
les  différents  termes,  il  falloit,  avant  tout,  des  règles 
générales  pour  ces  diverfes  parties» 

Or  2^y  La  règle  des  fignes  ne  pouvoit  fouffrir  aucune  , 
difficulté.  (1^2). 

.  3^  Celle  des  lettres  n*en  pouvoit  pas  fouf&ir  non  plus 
(124). 

4**.  Celle  des  expofants  fut  d'abord  déduite  par  un» 
fimple  analogie  que  voici.  On  avoir  remarqué  que  le  pre- 
mier terme  de  toutes  les  puiffances  auxquelles  on  élevoic 
ah  binonSe,-étoit  formé  de  la  première  partie  de  ce  bi- 
liome,  élevée  à  la  puiflance  dont  il  s'agillbit. 
w  On  avoit  remarqué  àufli  que  dans  les  termes  fuivants  i 
ïexpofantde  cette  première  partie  diminuoit  fucceffive- 
ment  d'une  unité ,  pendant  que  Texpcfant  de  la  féconde 
partie  augmencoic  dans  la  mcme  proportion» 
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On  avoii:  remacqué  enfin  que  cette  diminution  gra^ 
Quelle  fe  continuoit  jufqu  au  dernier  terme  ,  ou  la  féconde 
partie  du  binôme  réftoic  feule  avec  ua  expofanc  égal  à 
celui  de  la  puiiTance  demandée. 

Oe-là  on  conclut  que  pour  élever  un  binôme  quelcon-^ 
que  P'^q  à  la  fixieme  puiCTance  ,.par  exemple  ,  oa n'avoir 
qu  a  écrite ,  (  abftraétion  faire  des  coefficients  ) 

&  aind  des  autres  puiflànces  plus  élevées. 

5^.  Reftoit  donc  la  règle  des  coefficients  à.  trouver ,  8c 
c^étoit  la  plus  difficile*  On  avoit  bien  remarqué  que  le 
coefficient  du  premier  terme  étoit  toujours  Tunité»  8c 
que  celui  du  fécond  terme  étoic  toujours  Texpofant  de  fa 
puififance  propofée.  Mais  jufqu'à  Newton ,  on  n'avoit  faic 
qa  entrevoir  la  loi  qui  fcrt  maintenant  à.déierminer  tous, 
les  autres  coefficients. 

Voici  à-peu-près  coomient  on  TàvoiV  devinée.  En  dé-^ 
pouillant  fucceffivement  de  leurs  coefficients  les  cinq  pre-^ 
sûeres  puilTancesd'im  binôme  quelconque  >  on  avoit  trouvée 
que  ces  coefficients  étoient>, 
pour  la  première  puiflàuce-  ï  ,    i 

pour  h  2^.     ....     *.  I   ,2,1' 

pour  la  3« ï  ,  3   ,  3   .   r 

pour  la  4?.     ^    •    .    ..    .-       i  >  4  ,  ^  >  4  1  3r 

pour  la  y^ 1 5  J  »   10,  IQ  ,  y,   f 

de  manière  que  chaque  premier  coefficient  de  toutes  ces 
puiflances  étoit  i ,  ainfi  que  le  dernier  ^  6c  que  chacun 
des  autres  étoit  la  fomme  des  deur  coefficients  correfpon- 
dants  de  lapuiflance  immédiatement  précédente.  Ainfi  lesL 
coefficients  de  la  cinquième  puiffance,  à  compter  du  fécond 
jufqu  a  Tavant-dernier ,  fe  forment  en  difant  i  H-  4  =^r 
5". . .  4-+^^=:iQ. ..  6-1^4=3ia... .  4*4- 1  =î  y  -^-z 
Cette  lot  s'obfervant  dans  toutes  les  puiflances  que  Toaavoit 
caJculées  ,  k  feule  analogie  portoit  à  la  regatder  commet 
générale.  Mais  outre  que  l'analogie  aeft  point  une  dé-* 
Hxonftration ,  l'inconvénient  de  ne  pouvoir  connoître  lesfe 
coefficients  d'uiiei  puii&nce ,  (an$  la  connoiflance  préala?. 

Fiii 
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ble  dé  ceux  de  la  pqiflknce  précédente ,  reftoît  dans  Ibft 
entier.  On  s'avifa  donc  d'an  autre  expédient  qui  fournie 
la  règle  fuiv^nte^  dont  noqs  donnerons  la  dcmonftra- 

Ôon(5i3  ). 

147.  Pour  trouver  le  coefficient  d'un  terme  quelcpnquo 
de  lajpuiflance  propofée  d'un  binôme  p-f-^,  multipliezi 
le  coefficient  du  terme  précédent  par  Tcxpofant  qwp  a  dans 
ce  terme  précédent ,  &  divifez  le  produit  par  le  nonibro 
qui  marqué  le  rang  de  ce  terme  précédent.  Le  guotienç 
fera  toujours  le  coefficient  cherché. 

Exemple.  On  voudroit  avoir  Iç  développement  de  I^ 
feptiçme  puiflTance  4e  p  +*  g .  1 .  •  Ecrivez  ^ 


'    \ 

148.  Et  fi  on  veut  géncralifer  les  règles  que  nausj 
venons  d'indiquer,  on  t;rouvcra  que  pour  élever  un  bi- 
nôme quelconque  a+^bi  une  puiflTance  quelconque  m  , 
il  £m%  écrire  ,.,.,.♦. 


f  û«-Hnfl'«-ïi+îî:2LJ[  a^^H^^ 


aî,w— X.»* — * 


aur^ 


I  ainfi  de  fqite  jufqu  à  un  dernier  terme  qui  a 

j  cçtçe  forme • ■■  ...■■  b^^ 

^  i-j«.  <  •.  •  •  t  ^ 

Si  l'on  veut  maintenant  appliquer  cette  Formule  it  qneU 
ques  exemples ,  on  verra  avec  quelle  promptitude  elle  les 
expédie.  Soit  donc  propofé  de  trouver  U  neuvième  puif« 
(m^Q  du  binôme  a-H^- 

On  fera  m  =  ^  ^  &  on  fubftieuera  les  valeur^  convç« 
ftables.  dans  U  formula  ^çç  qui  doAnçw.  ^  .  •  ,  •  %  • 
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1  ^^    1.5  ^^    *.3-4 

J         *-3-4-î-  1.3-4.5.*  ^^   X.3.4.J.6.7 

1.3.4.5.^.7.».  x.}.4.5.6.7.8.9. 

Réduaion  faite ,  ( a  + 1}' =  û'+  9a}b^^6a7  i»^ 

Soie  propofé  maintenant  de  calculer  les  premiers  termes 
de  la  millième  puifTance  de  a^+^b. 

On  fuppofera  m  =  1 000 ,  &  on  trouvera  (  a  H-  i  )  '^^^ 

=:a^^°^-4-  1000  a»^^i^I!^û^^«A*+&c 

De  /a  manière  tCexprimer  &  ic  calculer  toutes  fortes  de 
Puijfances ,  p^r  le  moyen  de  leurs  expofams. 

14.^.  Puisque  les  4eçtes  des  puîffances  dépendent  de 
leurs  expofants ,  il  eu.  clair  qu'il  y  a  autant  de  puififances 
différentes  d'une^quajyité  quelconque  b ,  qu'il  peut  y  avoir 
d'expofants  différentsT.      .  . 

C5r  I*,  il  y  a  pne  infinité  de  nombres  entiers;  voilà 
donc  déjà  une  infinité  de  puiffances  différentes  y  Ik  celies-^ 
là  fe  conçoivent  fans  peine. 

^Mais  2**,  il  y  a  auffi  une  infinité  de  nombres  frac* 
tionaires.  Or  ceux-là  peuvent^ils  ^  à  leur  tour ,  fervir  d'ex«» 
pfants  ?  £t  au  cas  qu'ils  en  fervent  y  quelles  puiffances 
indiquent-ils  ? 

3^  11  y  a  de  plus  une  infinité  de  nombres  négatifs; 
foit  entiers  foit  fraftionaircs.  A  quelles  puiffances  répon- 
dent-ils >  quand  ils  fervent  d'expofants? 

Pour  répondre  à  cette  double  queftion ,  nous  allons  dé-' 
-velopper  la  Théorie  des  expofants ,  l'une  des  plus  impor»* 
tantes  de  TAlgcbre  élémentaire. 

^i  j'O.  On  a  vu  (l  2  J^  ^^  1^  produit  d'une  quantité  affec^ 

î  iv 
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xée  d'un  expofant ,  par  cette  même  quantitç  aflFeélce  auiS 
«l'un  expofant ,  fe  trouvoit  tout  de  fuite  j  en  écrivant  ui»€ 
feule  foi^  cette  quantité  avec  un  expofani:  égal  à  la  fommc 
<le  ceux  des  fadeurs.  Ainfî  a^xa^=aS  . , .  i^x  *?==:*'**•  •  , 
Et  généralement  c^xc^=^c^'^'. 

,  Donc  par  la  raifôn  contraire ,  fi  le  dividende  ne  dif^ 
fere  du  divifeur  que  par  fon  expofant ,  leur  quotient  doicf 
être  la  quantité  qui  leur  eft  commune ,  affedtée  d'un  expo-* 
fant  égal  à  la  différence  de  ceux  qu'ils  avoient  avant  I3, 
divifion.  Ainfi  a'  ;  a'=:a'-':^a\  .  ,  ,  b'""  :  i.^=:t\^-2r 

I  j I.  Cela  pofé j  reprenons  (I2p)  la  divifîon  de  a^  :  a^^ 
Qn  écrira  ,  fuivant  la  règle  précédente,  a^  :  a^  =s:  a^'9 
s=û-*.  (On  prononce  a  élevé  à  la  puiffance  —  2,  ou 
bien  pour  abréger,  a  puiffance -^2).  Voilà  donc  des 
puiflançes  négatives  introduites  dans  le  calcul  par  une 
ÎUite  de  principes  &  d'exemples  qui  ne  fouffrent  aucune 
difficulté.  Mais  nous  avons  trouvé  (12^)  que  a^  :  a^=5 


% 


j .  Donc  la  quantité  a  élevée  à  la  puiffance  négative  -^^2.^ 

n  efl  autre  chofe  que  l'unité  divifée  par  çettQ  me^ne  quant 
cité  a  élevée  à  la  puifTance  pofitive  2, 

lya.  Et  cqmme  au  lieu  des  expofants  3  &  5* ,  on  peuç 
çn  (ubftituer  une  infinité  d'autres ,  tels  que  Içur  diffé-r 
rence  foit  également  négative  ,  il  eft  évident  que  a-^. 
peut  repréfenter  e^  général  toutes  les  puifTançes  négative^ 

d^une  quantité  quelconque.  Ora-^=-^.  Donc  (&  certes 

iregle  eft  d'un  grand  ufage  ) ,  toutes  les  fois  qu'une  quan- 
tité a  un  expofant  négatifs  elle  équivaut  à  l^unité  diviféç 
par  cette  même  quantité ,  affe6iée  du  même  expofant  ^mai^ 
fofîtif.  ^  • 

^TS  vSoît  maintenant  la  quantité  c*»  :  c»;  on  écrira  pouç 
quotient  c^-».  Or  il  peut  arriver  i\  que  m  foit  plus  gran4 
que  «  t  ,  .  ,  :jt^,  que  mz=n  .  , .  •  3**,  que  m  foit  plus  pe-i 
rit  que  n  .  • , .  4^^  que  m  — -i  «  donne,  ua  réfùlt^ç  fra^JQ^ 
ii^ire  ^  pofitif  ou  négatif 
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Dans  le  premier  cas  j  la  quantité  c  doit  être  élevée  â 
bne  puiflance  pofitive^  marquée  par  le  refte  de  m^  quand 
on  en  a  fouftrait  n« 

Dans  le  fécond  cas,  lexpofant  m— n  fe  réduit  i  o; 
réfultac  qui  paroît  au  moins  fingulier,  la  première  fois 
qu'on  le  trouve.  Ce  réfultat  en  effet  indique  lapuijfanc% 
ïéro  de  c  ,  &  il  femble  que  la  puiflance  o  d'une  quan- 
tité  quelconque,  doit  être  O.  Elle  équivaut  pourtant  è 

Tunité  i  car  a^ssaa'^-»».  Or  fl"»-'»=:  —  =5 1, 

154.  Donc  unt  quantité  quelconque  élevée  à  lapuijfanu 
0  ytji  toujours  égale  à  l'unité. 

Dans  le  troifîeme  cas ,  m  étant  plus  petit  que  n  (  ce  qui 
j'exprime  quelquefois  ainfi ,  m  <  n^*  &.pour  exprimer  que 
m  eft  plus  grand  que  n,  on  écrit  m  >  n),  la  différence 
des  deux  expofants  eft  négative.  Par  exemple,  fi  n==2m, 

on  aura  a^  :  a^  =5  a*»  ;  a^^  =;  a"^'**"  =3  «""*.  Or  -5;  =^ 

Donc,  encore  une  fois  ,  toute  quantité  affeSée  d^un  ejr- 
fofant  négatifs  n'efl  autre  chofe  que  Vunité  divifée  par, 
la  puijfance  égale ,  mais  pojîtit^e  de  cette  quantité. 

^  'AxnCia'^  =  }^.:...(bcyp^j^ brP^ 

lyy.  Il  fuit  de-U  que  Ton  peut  faire  paffer  au  nu- 
mérateur coûtes  les  quantités  qui  font  au  dénominateur 
d'une  fraârion  &ç  réciproquement,  fans  alcérer  la  valeur 
de  la  fradîon.  11  ne  fàuï  pour  cela  que  changer  les  figncs 
dç  leurs  expofanwi 
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Exemples.  ;^t=a"»...  y  =  c/-«  ==  "^,  ...  ^^^  =« 

1^6.  Dans  le  quatrième  cas ,  où  m  •— n  fe  réduit  â  tt« 
expofant  fradionaireji  on  a  toujours  une  racine  à  extraire. 
Pours*en  affurer ,  &  difcerner  en  même  temps  le  degré  de 
cette  racine,  il  faut  fe  rappeller  la  manière  dont  oix  à 
Ibrmé  les  puitlances» 

Or  nous  avons  dit  (i^O)  que  pour  élever  une  quantité" 
i,  fes  diverfes  puiffarices ,  il  falloit  multiplier  fou  expofanc 
par  celui  de  la  puifTance  à  laquelle  on  vouloir  l'élever. 

iy7»  Donc,  quand  on  voudra  extraire  une  racine  quet^ 
€mque  d'unt  quantité  donnée^  il  faudra  divifer  Vexpofant 
de  cette  quantité  far  celui  de  la  racine. 

Ëcemples.  On  demande  la  racine  quarrée  àtV'  ?  .  .  •  ^\ 

On  écrira  h*  qui  fe  réduit  à  &. . . .  On  demande  la  ra- 
cine quatrième  de  ^'*?  .  •  .  on  écrira^    =  ^*  .  .  .  . 

La  racine  mdec     ? eftc=^* 

I  j8.  La  divifion  ayant  réuffi  dans  tous  ces  exemples ^ 
on  eft  sûr  d'avoir  exadement  les  racines  demandées.  Mais 
a  arrive  très-fouvent  que  l'on  ne  peut  divifer  fans  refte 
Fexpof^nt  de  la  quantité  par  celui  de  la  racine  ;  &  alors 
il  faut  bien ,  de  toute  néceffité ,  fe  contenter  d'une  fîm- 
pie  indication  ;  ce  qui  introduit  dans  le  calcul  »  les  expo- 
iants  fradionaires  dont  Tufage  eft  (i  fréquent. 

Par  exemple ,  fi  on  demandoit  la  raciiie  quarrée  de  b  ^ 

il  faudroît ,  fuivant  la  règle  précédente ,  écrire  i  ^  Ainfî 
la  puijfanee  \  d'une  quantité  quelconque  nefi  autre  chofe  que 
la  racine  quarrée  de  cette  quantités 
Pour  avoir  la  racine  cubique  ou  troifieme  de  t,  il  fau- 
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I 
droit  écrire  b^  .  Donc  lapuiffance  j  i*une  quantité  qudcon^ 
fie  TLeJi  autre  chofe  que  la  racine  cubique  de  cette  quantité. 
Il  en  eft  de  même  pour  les  puifTances  7 , 7 , 7 ,  &c  ,  &c  , 
qui  répondent  aux  racines  quatrième ,  cinquième ,  (ixieme, 
&c. 

lyp.  En  général ,  tout  expofam  fraSionaire  annonce  une 
racine  à  extraire;  &  le  degré  de  cette  racine  ejl  toujours 

égal  au  dénominateur  de  la  fraBion^  Ainfi  an  =lacacin^ 

n  de   la  quantité  a  ^..b*  =i  h  racine  n  de  la  quan^ 
rite  b^. 

1 60.  On  a  coutume  de  fe  fervîr  de  la  lettre  initiale 

r  du  mot  racine ,  pour  défigner  toute  extradion  de  ra- 

dne  à  faire  ;  mais  afin  que  ce  Jigne  Radical  fe  diftin* 

gae  mieux  ,  on  a  altéré  fa  forme  ordinaire  y  Se  on  Técric 

ainii  i/'i  de  manière  que  pour  indiquer  la  racine  quar^ 

1 
Ite  de  c  ,  on  écrit  ï/*c.  On  a  donc  }/'c  ==  c~. 

Pout  défigner  la  racine  cubique  de  c ,  on  écrit  ^c.  Oit 

I 

a  donc  \y^c  =3  cL  Pour  défigner  la  racine  quatrième  de 

X 

gfy  on  écrit  ^  gf-ssz  (gf)^  ;  &  ainfi  des  autres  ,  en 
affeâant  le  figne  radical ,  du  chiiFre  qui  marque  le  degré 
de  la  racine. 

On  excepte  le  radical  quatre ,  parce  que  Ton  eft  con- 
venu de  prendre  pour  tel ,  celui  qui  n'a  point  d'expofant» 
Toutes  les  fois  donc  que  Ton  trouve  des  expreflîons  da 

cette  forme,  l/'a  ,  .  .  j/^ir^)  .  .  •  k^(^*  —  ^*},  c'eft 

toujours  de  la  racine  quarrce  de  ces  quantités  qu'il  s  agît. 
Et  même  le  feul  nom  de  racine  s'applique,  toujours  a  U 
racine  quarrée ,  de  forte  que  pour  en  défigner  une  autrçj  on 
€ft  convenu  d'ajouter  à  ce  mot  le  numéro  qui  la  diflingue, 

16  !•  Puifque  les  expofants  fraffcionaires  annoncent  dea 
lignes  radicaux ,  on  peut  donc  transformer  routes  les  quan-* 
tiiù  rafîicoies  en  puifTances  fractionaite^i  ce  qui  eft  d'uuQ 
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grande  atîlité ,  comme  on  le  verra  par  la  fuite.  Cette  trsut^^ 
formation  fe  fait  en  divifant  par  Pexpofant  du  radix:ai  ^ 
les  expoiànrs  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  %ne. 

Exemples.  l/"Cc'g')=c*g^=  cg\  . .  .y^C^q'  >  .=« 

^    L  s  1    1    L 

il  qi=s=zb*q\  ..y(ayc^)=:a  ^  b^  a... 

162.  Dans  les  deux  premiers  exemples ,  la  diviÏÏon   a: 
rcuflî  j  Se  toutes  les  fois  que  cela  arrive  ,  on  dit  que  l*ex— 
traélion  de  la  racine  demandée  peut  s'efFeâuer.  Ces  forces 
de  racines  s*appellent  rationelles  où  commenfurMes^  Mais 

Suand  Texpoiant  du  radical  n'eft  point  un  divifeur  exaâ: 
es  expofants  foumis  au  %ne,  comme  cela  eft  arrivé 
dans  le  troifieme  exemple ,  on  dit  alors  que  Textrac^oi» 
eft  impraticable  ;  &  qu'il  n*eft  pas  poffible  d  obtenir,  au- 
trement que  par  approximation  ,  la  racine  demandée.  On, 
appelle  ces  racines ,  des  quantités  irranonelles  ou  inconr- 
menfurabUs.  Quelques  Auteurs  les  appellent  encore  de& 
radnesfourda'y  ces  trois  mots  fontfynonymes. 

163.  La  transformation  réciproque  des  puiiTances  frac-« 
rionaires ,  en  quantités  radicales,  n'eft  pas  d^un  auflî  grancf 
ufage  :  mais  elle  eft  tout  audi  facile  ;  elle  fe  fait ,  aiafi 
que  nous  l'avons  déjà  infinué ,  en  donnant  pour  expo— 
fant  au  radical ,  le  dénominateur  de  la  fradion  qui  mar^ 
que  la  puiflance,  &  en  foumettant  à  ce  figne  la  même 
quantité ,  élevée  à  la  puiiïànce  défignée  par  le  numéra^ 
reur  de  la  fradtion* 

Exemples.  (3a)^=\/'^a.  .^(x^—yy^l/'Cx'—y^)..^ 

Souvent  il  arrive  que  les  quantités  dont  ou  veut  extraire^ 
la  racine ,  font  affeftées  d'un  coeflScient  numérique  ;  &: 
il  faut  bien  alors  favoir  la  manière  de  faire  ûibii  à  touia 
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&ite  de  nombres  rextraââon  convenable.  On  Tapprendu 
dans  les  croîs  Chapitres  fuivancs. 


De  VtxtraSion  des  racines ,  &•  en  particulier  de  la 
racine  quarrée. 

16^.  L'ExTRACTioK  des  racines  eft  l'opération  inverfe 
de  la  formation  des  puifTances.  On  cherche,  pat  exemple, 
dans  celle-ci  le  produit  d'une  quantité  par  elle-même  » 
pour  avoir  fon  quarré.  Dsns  l'autre,  on  a  le  quatre,  ÔQ 
on  cherche  la  racine. 

Elle  eft  très-aifée  i  trouver  dans  les  quantités  algébrî* 
ques ,  quand  elles  font  commenfurables  ;  &  comme  nous 
venons  d'indiquer  la  méthode  générale  pour  toutes  les 
quantités  monômes  ,  il  ne  nous  refte  qu'à  traiter  de 
reitraâion  de  la  racine  des  polynômes.  Commençons  pai; 
la  racine  quarrée. 

I  dy .  Soit  la  quantité  a*-+-2 ax^x^  dont  on  cherche  la 
racine  quarrée  •  • .  •  D'abord  il  eft  évident  que  fi  cette  quan« 
tiré  qui  n'a  que  trois  termes ,  eft  un  quarré  complet ,  £1 

'   racine  ne  peut  ctre  qu^un  binôme  (141). 

II  n'eft  pas  moins  évident  enfuite ,  que  le  premier  de 
ces  termes  eft  le  quarré  de  la  première  partie  du  binôme 
cherché  ;  que  le  (econd  terme  eft  le  double  du  produic 
des  deux  parties  de  ce  même  binôme,  &  que. le  troî«- 
fieme  eft  le  quarré  de  la  féconde  partie» 

:  Je  fuis  donc  sut  de  trouver  la  première  partie  du  binôme 
en  prenant  la  racine 

quarrée  de  tf*.  Or  |/"a*  a^^xax-^x^  Ca-^-x  .  .  .  Racï. 

s=3  fl  ;  1  écris  donc  a  **  ,  ,     »< 

àlaracme.  Puis  je  foui-  ^^ax^x^i^^ ^*^* 

trais  fon  quarré  a^  de  ~ 

k  quantité  propofée. 

Jl  me  refte  2r  a  x-^xx.  ' 

Mais  fuifqvw  a^;r  doit  ctre  le  produit  du  double  dc| 
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la  première  panie  a  de  la  racine  paf  la  féconde  ^  il  eft  claïf 
que  pour  connoîcre  cette  féconde  partie^  il  n^  a  qu'à 
divifer  2a;r  par  2.  a.  Le  quotienc  -4-xme  la  fera  cou-» 
iîoître.  Car  s'il  eft  vrai  que-J-*  foit  le  fécond  terme  de 
la^ racine 9  fon  produit  par  2  a^  plus  fon  quarréj^^  écanc 
fouftraics  du  refte  que  J*avois ,  il  ne  doit  rien  refter.  Or 
pour  avoir  tout  à  la  fois   ce  produit .  &  ce  quarré  ^   je 
iDultiplie  C2a^x)  par  yj  &  j'ai  aaX'+^xx.  Soul« 
tradion  faite  >  il  ne  refte  rien^  d'où  je  conclus  que  a^i^x 
eft  la  racine  cherchée. 

j66.  Dans  des  cas  auffî  fimples,  on  voit  à  la  feule 
Snfpeâion  de  la  quantité  donnée,  fi  elle  a  une  racine 
quarrée  exade  ^  ou  fi  elle  n  en  a  point.  Mais  fi  on  ne  le 
yoyoic  pas  du  premier  abord,  on  ne  tarderoit  pas  à  le 
reconnoître,  en  ordonnant  la  quantité,  (13!)  Se  en  ob^ 
jfervant  les  règles  fuivantes. 

'  L  Si  la  quantité  propofée  eft  un  quarré  parfait  ^  com'i 
pofé  de  trois  termes  ,  on  eft  sûr  qu'elle  a  un  binôme  pouc 
racine. 

IL  Si  les  termes  de  cette  quantité  font  tous  pofitifs  t 
ceux  de  la  racine  feront  tous  pofitifs,  ou  tous  négatifs.  On 
voit  bien  en  effet  que  la  racine  quarrée  de  a^^2,ah^ 
y  eft  également  a-H^ ,  ou— â-— i.Mais  fi  le  fécond  terme 
du  quarré  eft  négatif,  Tun  des  deux  termes  de  la  racine 
(n'importe  lequel  doit  être  négatif.  Car  a  — t,  &— • 
n  H-  ^  fervent  également  de  racine  à  la  quantité  a^— 2ai 

^  167.  Ceft'là  1  origine  de  Vambiguité  du  radical  quarré^ 
lequel  eft  fufceprible,  comme  Ton  voit,  du  figne-f-ito 
du  ligne  — -.  Auffi  trouve-t-on  aflcz  (buyent  l'occafion  de 
Vaffeâer  de  ce  double  figne  i  que  l'on  prononce  plus 
0u  moins^y'Sc  qui  eft  toujours  fous-entendu  ^  quand  on  ne 
récrit  pas.  ' 

La  racine  de  c*,  par  exemple,  équivaut  à  ±  j/"  c*,  c*eft- 
a-dire,  qu'elle  eft  indifféremment -J-c  ou  —  c,  fans  que 
fon  puifFe  fe  décider  pour  une  valeur  plutôt  que  pour  une 


autre  ,  i  moins  que  l'écac  de  la  queftion  n'exclue  une  des 
deux  valeurs  »  comme  cela  arrive  quelquefois, 

III.  Après  avoir  au  moins  entrevu  la  polCbilicé  de  Tex* 
traâlon  projeccée ,  cherchez  la  première  partie  de  la  ra^ 
cine.  Vous  la  trouverez  en  divifanc  par  2  1  expofanc  du 
premier  terme  de  cette  quantité.  Donc  fi  vous  fouftraycz 
de  ce  premier  terme  te  quarré  de  la  racine  trouvée,  il 
ae  vous  reftera  plus  que  deux  termes  dans  la  quanucé. 

IV»  Et  de  ces  deux  termes,  Tun  fera  le  double  du 
produit  des  deux  paràes  de  la  racine  totale;  l'autre  fera 
le  quarré  de  la  féconde  partie  de  cette  racine.  Tons 
deux  peuvent  également  iervir  4  faire  coanoître  cette 
féconde  partie.  Le  dernier,  par  la  fimple  extraâion  do 
fa  racine  ;  l'autre ,  en  le  divifant  par  le  double  de  la: 
panie  déjà  connue.  Si  on  préfère  cette  diviiion ,  c  eft 
uniquement  parce  qu'elle  eft  toujours  applicable  aux  quaa^ 
cités  numériques, 

V.  Le  fécond  terme  de  la  quantité  étant  donc  divifi^ 
pat  le  double  de  la  première  partie  de  la  racine,  vous 
aurez  pour  quotient  la  féconde  partie.  Se  c'eft  alors ,  que 
pour  la  vérifier  ,  vous  la  multiplierez  par  le  double  de  la. 
première ,  plus  par  elle-même,  afin  de  voir  fi  ces  deux  pro- 
duits fouftraits  d^s  deux  termes  qui  reftoienc  dans  la 
quantité,  donnent  zéro  pour  réfultat.  Quand  cela  arrive, 
l'opération    eft  finie ,  -Â^  on  a  une  racine  exaâe* 

Application.  On  demande  la  racine  quarrée  de  ^^ 

1*.  Là  racine  de  4p'  eft  a/?'. 

â^  Le  double  de  2p^  eft  4/?'. 

5°.  Le  quotient ^e  idp'^*  divifé  par^p*,  eft  4  q\ 

4**.  4  ^*  eft  la  racine  dci(î  f  *• 

Donc  i  p'-+-4  3*  eft  la  racine  demandée* 
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.    yoicî  les  détails. 


'  lî^8.  Pour  que  k  racine  foit  uti  ttinome  j  il  faut  <juê  lâl 
quantité  donnée  foit  non-feulement  un  quarré  parfait ,  mais 
encore  qu'elle  foit  compofée  de  fix  termes  (141)4  II  en  fao- 
droit  dix  pour  un  quadrinome ,  &  ainfi  de  fuite.  Mais  à 
peine  trouve-t-on  une  fois  dans  la  vie  ces  fortes  d'extrac- 
tions à  faire  ^  fur  dix  termes^  Nous  nous  bornerons  donc 
a  un  exemple  de  racine  trinôme. 

Soita* — 2tf'i*-+-t*— 2a*c*-+-at^c^Hf^%<lontoa 
^cherche  la  racine  quarrée. 


^itf*^    —  ^4 


3  xa"- I.  Dîv^ 

Ixa*  — 1^*  4  4  U.  Dit»* 


Celle  du  premier  terme  cft  û*j  .dont  le  quarré  a*  étant 
fouftrait  de  la  quantité  donnée,  on  a  pour  refte  les  cinq 
autres  termes-—  2^*6*  -H  i*  &c. . .  Le  premier  terme  de 
la  racine  eft  donc  /i*. 

Pour  trouver  le  fécond,  j'abaiffe-*— 2a^i*-+-iS  &  J^ 
divife  — 2a*i*  par  2^*,  Le  quotient  eft— ^^*j  qui  mul- 
tiplré  par  (.  a^ *—  ^*  )  donne  --^  2  tf *è*4- A*  pour  produit. 
Je  fouftrais  ce  produit  desd€Ùx  termes  abaiifes  j  &  comme 
la  fouftradion  fe  fait  fans  refte,  je  vois  que  a* — b^  (ont 
les  deux  premières  parties  de  la  racine. 

Pour  trouver  la  troifîeme  >  j'abailfe  les  (rois  derniers 

termes 


tetme^,  Ae  la  quantité  ,  &  je  divife  les  deux  premiers 
par  2,a^ — ^b^y  quantité  double  de  ce  qui  eft  déjà  à  la 
racine.  Le  quotient' eft— c',  que  je  multiplie  par  2  a*— • 
a**— *c*}^  Souftra£kion  faite,  il  ne  refte  rien;  donca*-»-* 
i*-=-c^  eft  la  racine  cherchée, 

i6p«  Maintenant  rien  ne  fera  plus  facile  que  d'applî« 
qaer  aux  nombres  y  ces  forinules  algébriques  ,  fur- tout 
après  aToir  décompofé  le  quarré  d*un  nombre  quelconque»' 
comme  nous  allons  y  procéder. 

On  fait  que  le  qu^^ré  de  p  eft  8 1^  Donc  le  quarré  de 
|r-h4.  doit  être  aotii  8i.  Or  j-f-4  peut  être  comparé  au 
binôme  a^b,  en  faifant  xr=s^^Sc  b=s=:^.  Ainfî  on  aura 
8i=aii*H-âtf^i^-^fc*j  quantité  dans  laquelle  a*s5=J[,*' 
PBiaS*^f2abs=si2.J.^=:j^0...ysssié£Batl6. 


81 

^ab  comihè  J)  3s  pareillement  (f  4- ^  à  bu  74*2  ^  ou 
8  -f«  I  y  le  même  binôme ,  en  fubftituant  ces  divecfes 
taleuis^  donneroit  toujours  81  pour  quarré. 

S'il  falloir  cependant  retrouver  deux  de  ces  valeurs  plu'^ 
lot  que  deux  autre);  pour  tacine ,  on  £snt  bien  qu'il  n'y 
auroit  pas  mo^en  de  lés  reconnoitre ,.  à  càufe  du  mè-^ 
lange  que  les  chiffres  auroient  fouffert  dans  la  compofî-^ 
tion  de  iSi:  au  lieu  que  dans  les  quantités  algébriques^ 
rieii  ne  fe  mêle  ;  tout  eft  diftinâ  jufqu'â  la  fin  du  calcuU 
I  Aaifi  reconnoît-on  mieux  la  marche  qu'il  faut  fuivre  dans 
Tettradion  de  leurs  racines. 

Le  nombre  74  étant  auffi  décoih-  ia*  =z%^oô 
poÊ  en  deux  parties,  ^0-+-4>  oa  Jaai=  400 
trouvera  fubftitution  faite,  que  fbn       (^V^      '^ 

^vnïxé  eftt  ^  t é  #  1 1  •  * •  k  •  •  è i ^^f> •  i é é •  i txsili 


Enfin  fi  on  dçcompofe  523  en  y 00  «4- 20 -f- J' i  é 
^ue  Ton  fafle  tf=8joo.  • .  •  i=5  20, . . .  csr^  ^  on  troa 
Yera  que  (bn  quarré  contient  exadlement  les  mêmes  par- 
ties >  que  celui  de  a^^h^c.  Ces  parues  fonc  (i^^x) 


a^ 

5=S 

2x0000 

a&b 

SESS 

20000 

b* 

s:fmi 

400 

aac 

t=s 

560a 

abc 

SES 

X20 

c' 

= 

9 

Donc         (  J23  )*  s=s  273 ^zg. 

170.  On  peut  donc  élever  toutes  fortes  de  nombrâ 
au  quarré ,  tans  les  multiplier  par  eux-mêmes.  Il  fufEc 
de  leur  appliquer  la  formule  du  binôme ,  &  d'additionner 
les  termes  qui  en  réfultent.  Encore  un  exemple.  Quel 
eft  le  quarré  de  607? 

Je  fuppofe  ^  =  (ÎOO...&  =s  7,  &  je  trouve  a*  =1 
jtfooob...  2afci=840o...  fc=»4p  }  donc  ((J07)** 
vs  3^844.9* 

171.  Après  nods  être  afTurés  que  les  quarrés  des  nom-^ 
bres  contiennent  les  mêmes  parties  que  les  quarrés  des 
quantités  algébriques  ^  nous  ne  pouvons  pas  douter  que 
la  méthode  d'extradion  ne  foit  la  même,  à  quelques 
différences  près  ,  que  le  mélange  des  chiffres  doit  exiger. 
Lji  première  de  ces  différences  efl  qu'il  faut  commencer 
l'opération  par  1^  gauche  ,  au  lieu  que  dans  TAlgèbrt 
on  réufïîroit  également  des  deux  côtés. 

La  féconde  différence  coniîfle  à  partager  le  nombre  dont 
on  veut  extraire  la  racine  quarrée ,  en  tranches  de  deux 
chiffres  chacune ,  en  commençant  par  la  droite ,  ce  qui 
ne  laiflergL  d^ns  tous  les  nombres  impairs  de  chiffres  ^ 
qu'«a  feul  chiâVe  pour:  lap  dernière  tranche.     .  ^  .  ^ 

.172^  Ce  ^cage  fecgit  iaadle^  ù  les  paixies  des  ^uar^ 


ds  naminqws  fe  piéfentoient  toutes  féparéfts ,  eo«imd^ 
celles  des  quarrés  algébriques.  Mats  ne  formaoc  quuo; 
fûvA  ceac  ,  on  eft  obligé  de  les  divîfer  ainfi  »  pour  favoic 
de  combien  de  chiffres  la  racine  doîc  fttre  ccmpdTée.i 
Geft  qtt*en  éley^uit  au  quarté  différents  nombres;  on  a 
teconnu  i^^  qu'un  nombre  fimple  ne  peut  avoir  plus  d^ 
deux  chtfl&esi  fon  quatre;  2^,  quun  nQmbr,e  compof<& 
de  <iettx  chiffres  n'en  fausoic  avoir  plus  de  quatre  à  foi» 
quatre  ,  6c  qu'en  général  ,  U  quatre  d'un  nombn  qutU, 
«enf  ne  ik  peut  avoir  tout  au  plus  au^un  nomhr$  de  chiffirct 
iouùU  dt  Celui  dont  ce  nombre  tfi  compofé. 
'  175»  Il  doit  donc  y  avoir  autant  de  chiffres  i  la  ra* 
citie  quatrée  d'un  nombre  j  qu'il  y  a  de  tranches  dan^ 
ce  noipbre.  L;i  racine  de  18493  par  exemple  ^  doit  en 
^lrfv6ir  deux  que  l'on  déterminera  de  la  manière  fui« 
'^ante. 

On  cherchera  d'abord  le  plus  grand  quarré  contenu 
dans  i8.  Ceft  iÇ^  dont  on  mettra  i  Técart  la  racine 
4.  On  fbuftraira  e^fuite  de  18  ce  quarré  x(Squi  reprér 

fente  ici  a  ^  Se  on  écrira  au^deflbus  le  refte  2. 

*  • 

A  côté  de  ce  refte  ;  18,45  f43  •  •  •  -Rad; 

on  abaiffera  la  tranche  i5      <g —      jq.  . 

Cuvante  4jp  »  &  on  aura  ^  ^aq  *•*•*** 
^4^  pour  répréfentcr  lès  T^ 

deux  autres  termes  7,ah  ^4P 

;4-Â^  de  la  Formule.  O 

*         "  '  • 

Mous  avons  donc  trouvé  a^s^^  ditaîn^s;  donc  peut 

trouver  le  nombre  h  d'unités  ,  il  n'y  aura  plus  qu'à  divifer 
pat  8  =  2a,  la  quantité  qui  tient  lieu  de  2  a&.  Ot 
cette  quantité  eft  toujours  renfermée  dans  le  refte  de  la 
première  tranche ,  joint  au  premier  chiffre  de  la  féconde  j 
Ç^  doue  kl  2^  qf)t  doi^t  ftnric  de  dividriide^  ce  que 

Gij 


Pon  pebt  marquer  par  un  point  mis  fous  le  4  i  ^ui  dlË^ 
le  premier  des  chimres  abaifles* 

'  Divifant  maintenant  24  par  8  »  le  quotient  fera  5  ;;. 
qu'il  ne  faut  pas  mettre  à  la.  racine,  fans  s'être  alfuré  qu'il 
fl  les  qualités  requifes  pour  y  être.  On  s'en  affurera ,  en 
le  foumettant  aux  mêmes  épreuves  que  la  quantité  b  , 
c'eft-à-dire,  que  Ton  multipliera  ce  quotient  3  =si  par  S 
dixaines=saâ^y  jointes  à  3  unités  ,  afin  devoir  fi  lepro-*'. 
duit  de  83  par  3  peut  fe  fouftraire  de  24p. 

Comme  ce  produit  donne  le  même  nombre  249 ,  la. 
fouftraélion  ne  laiffe  point  de  refte*  On  eft  donc  sur  alors 
que  3  eft  le  fécond  chiffre  de  la  racine  cherchée.  Et  la 
preuve  que  43  eft  vraiment  cette  racine ,  c*cft  qu'en  éle.- 
vant  43  au  quatre,  on  retrouve  184p. 

Autres  exemples.  Quelle  eft  k  racine  de  121  ?  «  ;  l(^-' 
Rép.  .  .  II  fans  refte.  .  -1 


|l,2lfli^,  •.  .Rack 
2L     l^. Div'- 


21 

21 

o 


Quelle  eft  la  racine  de  ppppf  ....  Rép.  ï;  ;  99 ,  avcif 
[|p8  de  refte. 

99*99    (99-  '  •  •  Kacî.  ' 

i!        \i8....Div*, 

ii8pp 

iTor 
TIW) 

.Qjielle  eft  la  racii^  de  275  jap  ? ...  *  Rép,  i ,  :  j-^j 


ïuis.ttfte^C^  d'abord 5  onvoitqae  cette tacineâcdr avoir 
no'is  chiffres.  On  voit  enfuira  que  le  premier  doit  être  ua 
5 ,  parce  que  le  plus  grand  quatre  contenu  dans  27  eft  ay. 
On  mettra  donc  jT  à  la  racine ,  3c  on  fouftriira  fon  quarré 
de  27.  Il  reftera  2 ,  à  côté  duquel  on  abaidèra  la  féconde 
tranche  53*^  après  quoi  métrant  un  point  *fous  le  5,  on 
divifera  23  par  xà.  Le  quotient  fera  2. 

Mais  avant  que  de  placer  ce  quotient  à  la  racine ,,  on 
l'ajoutera  à  la  fuite  du  divifeur  10 ,  &  on  multipliera  102 
par  ce  c[uotient..  Le  produit  fera  204  y  qui  peut  être  fouf- 
trait  dé  235*.  Le  chiffre  2  eft  donc  la  féconde  partie  de 
la  racine  demandée ,  &  comme  on  n'en  eft  sûr  xju'aprèc  ' 
certe  épreuve ,  il  ne  faudra  mettre  qu  alors  2  a  la  racme« 
Reprenant  enfuite  le  fil  de  l'opération ,.  on  dira  : 

Le  refte  de  2^^ ,  quand  on  en  a  ôté  204»  eft  3  x  ,  i 
coté  duquel  il  faut  abaiffer  la  troiCeme  tranche  »  2p»  Le 
nouveau  dividende  fera  donc  512^  &  pour  divifeur  on 
aura  104  ,  qui  eft  le  double  de  y  2  déjà  inis  à  la  racine* 

Le  quotient  fera  3  ,  que  Ton  vérifiera  en  multipliant 
!I04J  par  5-;  &  comme  le  produit  3129  eft  égal  au 
ufte  de  l'opération ,  on  concHifa  ^e  J23  eft  la  racinA 
dimandce»  Voici  te  calcul 

.      ^  lio ï.   Di¥, 


Enfin  sit  falloir  chercher  la  racine  du  nombre  4243^00  ;. 
je  fcrois  déjà  sur  qu'elle  doit  être  compofée  de  quatre 
chiffres  j  Se  que  le  dernier  doit  être  un  zéro ,  au  cas  que 
te  nombre  propofié  foit  un  qiiarré  parfait*  Je  ne  tarde  pas 

G  iij 


-i  eonînfltrç  ces  quatre  chtffires  au  moyen  du  calcal  la&j 
4»^3 SyOoJ ao6Q .....    R, 


^43^     /4^  ,  ..♦•.11.  D. 


ï  74»  Pour  s'affermir  de  plus  en  plus  dans  la  pratîqt»« 
dû  ccttç  xegle ,  on  pourra  s'exercer  fur  les  ei^eixiples  Cuir 
yaiïttr 

Kiiiio8g88p  ==  E'^ 
f^  pooooooay  =;  F't 

•I7jf.  Comm^  il  eft  très-rate  qu'un  nombre  pris  au  ha^ 
sard  foit  uq  quarré  parfait,  on  ne  doit  guère  rattendre  i 
trouver  des  racines  exaâes.  Il  y  a  prefque  toujours  un  refte^ 
après  la  dernière  fouftraâîon.  Mais  alors  fi  on  n'a  pas  be- 
foin  d'une-  très-grande  exaâitude ,  on  néglige  ce  refte , 
dont  il  n'elS:  pas  poÔïble  de  titçr  une  icule  unité  de  plus 
pour  la  ratine* 

Si  Ton  vent  cependsmrt^en  tenir  compte,  on  calculera 
des  décimales  pour  la  racine /en  ajoutant  fucceflîvement; 
deux  zéros  à  chaque  refte ,  &  en  çontiiiuanç  Vextraûion. 
I^Utant  qu'on  le  jugera  d  propos. 

Après  avoir  trouvé,  par  ex^empfe,  que  62^  cft  la 
racine  approchée  de  5  85^48^ ,  &  qu*il  refte  113,  j'ajoutQ 
deu:!ç  zéros  à  ce  refte  ;  ôç  regardant  62^  comme  la  pre-* 
miere  pa^rtie  d'une  racine  çompofée  de  dfeux  termes ,  je  Iq 

dpuhle,  |)ow  4^vpiç  le  tfoifieme  divifeiir  ij-jS^ 


»»    AÎATHiUATlQUE^t  ^0| 


Le  dividende  qui  lai 


^i4,o^&c»-.,,R. 


12*  ••••••!•  D* 

114 II.D« 

1x48  • .  • .  m.  Dk 
114^0  •••«iy.i>«. 


L „ 

Be  qaocient  qui  en  ré-  21. 

fuite  eft  o  que  je  mers  *?4 

au  premier  rang  des  dé-  *44 

cimales.  50  8p 

rajoute  deux  autres  ^^  7< 

rcros  a  113  00,  &  je  1150000 

prends    IÏ3000   pour  ''^î^^' 

dividende.  Le  divifeur  .    ^7^9  &c* 

eft  I  ra^So.  Le  quotient 
cft  9. 

Avant  de  récrite  à  la  racine ,  |e  le  phce  k  la  fuite  de 
11^480  >  &  je  multiplie  124805^  par  5^.  Le  produit 
1123281  pouvant  ccre  fouftrait  de  1130000^  je  m^i%^ 
an  fécond  rang  des  décimales. 

S'il  falloit  encore  plus  dcxaâitode,  on  continaeroit 
^'ajouter  deux  zéros  chaque  fois.  Le  calcul  n  a  plus  d'autre 
difficulté  que  celle  de  k  longueur. 

ij6.  On  extrait  la  racine  dune  fraftion^  en  extrayant 
celle  de  chacun  de  fes  termes.  Ainfi  |/"  ^= j,  puifque  j  x  • 
:3b|.  De  même  j/'^ss^.  Mais  quand  le  numérateur  Se  le 
dénominateur  ne  font  pas  des  nombres  quartés ,  on  ne  fait 
gu  indiquer  l'extradion  en  mettant  le  figne  radical  avant  k 
naâîon,  ou  bien  on  réduit  la  fraâion  en  décimales  (^4)  ^ 
&  Ton  fait  Textradion  de  la  racine  >  comme  on  vlexu  de  le 
pratiquer  pour  les  reftes  des  quarrés  imparfaits.. 

177c  Par  tout  ce  détail^  on  voit  aflezque  l'fextraâîoa 
des  racines  fe  rapporte  à  la  divifion ,  comme  la  foimatioa 
ies  pui0ances  fe  rapporee  à  la  multiplication. 
.  On  doit  voir  auffi  que  l'Algèbre  fimpUfie  beaucoup  Us. 
laifonnements  qu'il  faudroit  faire  pour  démontrer  par  l'A- 
rithmétique  feule  les  règles  de:  l'extraûion  y  celle  fur- 
tout  qui  pcefcrit  de  diviêr  chaque  fois  par  le  double  de 
ce  qui  eft  la  racine.  Mais  ce  n*cft  encore  là  qu'une  foibl^ 
gteuve  de  h  fujéâpritc  de  l'Algèbre  fur  l'Arithmétique^ 

Gi? 


If0|  CtçÔKS  tlititVtXïiiTi 

» Il  ■■'  ■      ■  I  ■  I     ■        i  I  ll">  Il  II  ^ 

De  Vcxtraâion  de  la  racine  cubique. 

X78»  VyN  â  trouvé  des  règles  pour  extraire  la.  racine  cubique  ji 
en  mîfônnant  fiir  la  natuit  de$  polynômes  élèves  au  cube  »  comniQ 
nous  Tavons  fait  pour  la  racinQ  quarrée.  Mais  ces  règles  font  fî  com-» 
•pliquées ,  &  d'ailleurs  il  eft  fi  rare  de  trouver  Toccafion  de  les  appli^ 
quer ,  que  ce  n*eft  prefque  pas  la  peine  de  les  apprendre.  Cependant 
pour  ne  pas  les  omettre  tout-^-&it,  nous  les  appliquerons  à  quelques 
exemples. 

Soit  propofé  d'extraire  la  racine  cubique  de  a}  -^  $  aH -^^  i^  a  ^•' 
•4-  8^'  .......  Il  e(l  clair  qu'au  cas  qu'il  y  en  ait  une ,  elle  doîc 

être  compofée  de  deux  termes  (  14J  )• 

Cela  porî ,  je  vois  que  le  premier  terme  de  la  quantité  donnée 
eft  a' ,  dont  la  racine  cubique  eft  a ,  que  j'écris  j  je  prends  le  cube  a^ 
de  cette  racine ,  tf,  je  l'otc  de  la  quantité  propoféej  refte  ^tf*^-H 

Je  dis  enfuîte  ;  dans  ce  refte  «  il  y  a  un  produit  du  triple  dif 
quarré  du  premier  tçrme  a  que  je  viens  de  trouver,  par  le  fécond 
çermç  quç  je  cherche  ;  j'élcvc  donc  a  au  quarré  tf  *  ;  je  le  triple  de 

j'ai  34*,  par  lequel  je  divîft  le  refte,  en  difantj  -, — =ii.Mais 

fi4-ii  eft  le  fécond  terme  de  la  racine,  la  fomme  de  fon  pro-* 
duît  par  3  tf  *,  plus  le  produit  de  fon  quarré  par  3  a  ,  plus  fon  cube, 
doit  être  égale  au  refte  de  la  quantité.  Or  cette  fomme  eft  efFec-> 
tivement  f  â^A-rf-ii^^^-f-SÂ^ ,  comme  le  refte  d^la  quantité:  donc. 
}a  r^cmç  cubique  cherchée  eft  a-f-i>. 

17^.^  Pour  les  nombres,  il  faut  d'abord  connoître  les  dix  frci^icr^ 
fubcs  parfaits, 

Cubes.  ....  I.  8.  17.  ^.  iijf..2i^.  54}.  jii,  7i^..looo« 

Racines  cu^t. ,  i.  ».   j.    4,     j.      6,     7.       8.      9.      10. 

Ce  qui  a  donné  lieu  de  remarquer  qu'un  nombre  pe  peut  avoir 
à  fon  cube  plus  que  le  triple  de  fts  chiffres  t  car  iq,  premier  des 
no^nbrcs'coTTîpofés  de  deux  chiffres  ^  a  pour  cube  îooo  ,  premier  des. 
nombres  compofês  de  4  chiffres.  10Q  premier  des  nombres  de  \ 
chiffres,  ^  poi^r  cube  looqoob  premier  des  nombrçs  de  7  chiffres ^^ 
&ç.  Or^  pçut  même ,  ps^r  une  femblable  indui^ion ,  conclure  ei\ 
général,  Q^*un  nombre  compofi  de  n  chiffres ^  n  en. peut  avoir  à  fa 
puiffance  p  plus  que  pn  n'en  exprime. 

'  Cela  pofé,  fort  le  nombre  7408&  dont  on  demandç  la  racroe  ciH 
Inique  •  t  t  .Û  £ïut  le  partage!  en  tranches  de  trois  chiffres  chacune  j^ 
en  allant  de  droite  à  gauche  ,  fauf  à  n'en  laifTcr  tjii'i^n  ou  deux  pou^j 
)a  defniere  tranche^  It  faut  àkc  cnf^tcç  la  racine  çi|bique  ta  fbd 


pèche  de  la  première  tranche  74 ,  eft  4  5  j'écris  4  à  la  racine,  yiicre 
4a  fon  cube,  &  j*ai  64  que  je  fouftraîs  de  74  j  reftc  10.  J'abaiffc  U 
fccondc  tranche  0S8  à  côté  du  refte  lo.  J'élève  au  quarré  laprc- 
nnerc  partie  trouvée  4  ,  laquelle  doit  valoir  40  à  l'éjgard  du  fécond 
cMf&e  que  nous  cherchons  5  j'ai  1^00  que  je  tripk ,  &  j'écris  le 
produit  4800  pour  divîfeur.  Puis  je  dis,^|||  =  i5  nombre  qu'U 
hni  éprouver  avant  de  l'écrire  à  la  racine.  Pour  cet  effet,  je  multi- 
plie le  divifeur  4800*  par  la  féconde  partie  trouvée  i  le  produit  cft 
5^00  y  que  j'écris  à  l'écart  5  j'élève  z  au  quarré  4 ,  je  le  multiplie 
par  40,  qui  cft  la  première  partie  de' la  racine,  j'en  multiplie  le 
piodoit  160  par  5  ,  &  j'écris  le  nouveau  produit  480  au-dcflbus  de 
5^00.  Enfin  j'élève  %  au  cube,  &  j'ai  8  que  j'écris  au-defTous  de 
480.  J'ajoute  enfcmble  les  deux  produits  &  ce  cube  ,  3c  parce  que 
leur  fomme  10088  cft  égale  au  refte  10088,  &  qu'il  n'y  a  plus  de 
tranches  à  abaiflcr,  je  dis  que  la  racine  cubique  de  74088  cft  fx6* 
eifément  42. 

74,088  ("42.  .  .  .  Racî.  ç.x,v*  =  40,^        Jtf*^=S9tfoo 

TToSg'-  ....  ^'      =__i 

10  08S  joo8a 


AuTiLS  Exemple.  Soit  propofé  d'extraire  la  racine  cubique  du 
nombre  5^05472'  .  .  •  .  Je  ledivi(e  par  tranches  à  l'ordinaire  ,  &  je 
dis;  la  racine  cubique  la  plus  proche  de  la  tranche  5  ^  cft  i  ;  le  cube 
de  I  cft  I ,  je  l'ôte  de  5  ,  refte  4.  J'abaîffe  la  féconde  tranche ,  Sc 
Val  430 j.  Je  dis,  1  étant  la  première  partie  de  la  racine  ,  vaut  xo 
a  regard  de  la  féconde;  le  quarré  de  ro  cft  100,  fon  triple  cft 
500,  je  divife  4^0^  par  300  ,  en  difant ,  en  43  combien  de  rois  3  ? 
il  doit  Y  être  14  fois;  mais  parce  qu'on  ne  met  jamais  plus  de  9 
au  quotient ,  &  même  qu'en  y  mettant  ^  dans  le  cas  préfent,  on  y  met<« 
tïoit  trop ,  conune  il  eft  aifé  de  s'en  affurer  par  les  règles  précé-^ 
dcntcs,  je  trouve  après  avoir  eflayé  ^  &  8,  qu'ils  ne  convicnncnfi 
pas  :  j'cffaye  7. 

Eç  poqr  cçla,"  }c  multiplie  d'abord  300  par  7;  j'ai  iioo  pour  pro» 
duit:  puis  7x7  =  4^,  cnfuite  4^  x  10  =  4^0,  enfin  490  x  3  =^ 
1470;  j'écris  1470  au-defTous  de  2100,  Après  quoi  je  dis:  7x7x7 
^=343,  je  récris  au-defTous  de  1470,  j'ajoute  cnfemble  1100, 
1470,  &  343,  &  parce  quç  la  fomme  5^13  peut  fe  fouftraîrc  du 
ftombre  4305 ,  je  cpnclus  que  le  chiffre  7  eft  le  fécond  de  la  racine 
que  je  cherche, 

Gomme  il  cft  refté  391  de  la  dernière  fouftraâîon,  j'abaiffe  à 
«ôtidç  cç  rçftc  Utroificwc  tranche  472 ,  5c  je  regarde  17  que  j'ai 


îS^  trooy^,  comme  la  première  partie  de  la  racine  :  elle  Tant  ^oixti^ 
170  à  regard  de  ta  partie  qui  m'occupe  ;  j*en  prends  le  qtiarré  xS^oo  ^ 
Je  le  triple,  &  j*aî  8^700,  par  lequel  je  divifc  le  troiheme  meml>re' 
jf  1471 ,  j'ai  le  quotient  4.  Pour  le  vérifier ,  je  multiplie  le  divi— 
leur  S6700  par  4»  &  j*écris  au-deflbus  le  produit  34^800. Puis  j%.yç. 
4=  lé;  ....  lé  X  170  X  5  =  8!^o.  récris  Sido  au-dcfTous  d« 
}4^Soo.  J*écrîs  encore  au-Klefibus  te  cube  de  4 ,  qui  eft  64.  J'ajoute^ 
^cs  trots  quantités  >  Se  j'ôte  leur  Tomme  )  55024  du  troiiieme  mem-» 
ire  ?9X47»>  refte  J7448.  Et  parce  qull  nV  a  plus  de  tranches  4 
dbaîâer,  je  dis  que. la  racine  cubique  demandée  ed  174  «  &  que  le 
Àombre  donné  n*eft  pas  un  cube  exa6^>  mais  qu^îl  a  57448  unités 
et  trop. 

Sî  Ton  veut  ayoîr  égard  à  ce  refte ,  il  faut  chercher  des  décimales 
petir  la  racine.  On  les  trouve,  en  ajoutant  aux  reftes  autant  die  fois 
•toîs  zéros,  que  Ton  veut  avoir  de  décimales,  &  en  continuant  Tex- 
tr:a^on  ,  re^rdant  chaque  fois  tout  ce  qui  a  déjà  été  trouvé  à  Isk 
imdne»  comme  la  première  partie  d*une  racine  dont  on  chercha 
U  Iccoode.  L'exemple  fera  mieux  comprendre  tout  cela. 


&c.  .  •  •  •  .  ^  .  Rac. 

.  .  I.  Div. 

4305  ''86700,  ........  Il,  Div. 

5^1  j  ^082800 III.  Div..      . 

•^^^        5114^0800.  ,  .  .  •    IV.Dîv^ 

Î5'S<>H        .       ^^* 
1         5744800^ 
3(^414784 
ïoj5îi^ooo 

11070187^  &^* 

"  La  fengaeur  des  opérations  qu'il  feut  faire  pour  ces  fortes  feiîtrae* 
MHS  approchées ,  rend  encore  plus  précieuTes  les  deux  méthodes 
jfinvantes. 

'    Deux  Méthodes  pmir  extraire  par  approximation  les 
Racinei  £im  degré  quelconque^ 

180.  La  Formule  du  binôme  eft  d^une  grande  utilité,. 
pour  Textradion  des  racines  approchées ,  quand  il  n*y  a  pas. 
jnoyen  d'en  avoir  d'exades  ;  ce  qui  arrive  rrès-fouvenr- 
.    Si  on  demaadoit ,  par  exemple  ^  la  racine  qiurrie  d<r 


<*—  Jp*,  il  eft  clair  (  165'  )  que  par  quelque  méthode  que 
te  fut,-  on  ne  parviendroit  jamais  à  la  trouver,  dune 
manière  rigdureufe  ;  de  ibrte  qu'en  multipliant  enfuite 
cette  racine  par  cUe-mcme ,  on  reproduisît  la  quantité  4** 
^— **•  On  a  recours  alors  aux  méthodes  d'approximation  > 
qui  font  la  dernière  reffource  des  calculs  défefpérés. 

Ces  méthodes  font  des  applications  plus  ou  moins  di^ 
reftes  de  la  Formule  fi  connue  pour  élever  un  binôme 
4  une  puiflance  quelconque  (  148  ).  Car  telle  eft  la  géné- 
taiité  de  cette  Formule ,  qu'elle  s'étend  à  tous  les  cas  de* 

fuUTanccs  fraftîonaires ,  qui  ne  font  autre  chofe ,  comme 
on  fait  (ijp),  que  des  racines  à  extraire. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  la  racine  approchée  de 
»* —  **••...  D'abord  on  comparera  cette  quantité  avec 
celle  du  binôme  (a^hj^y  &  on  fiippofera  que  a*  tient 
ici  lieu  de  ^,  que  — jr*  tient  lieu  de  i  ;  &  que  in=7«. 
•Puis  on  fubftituera  ces  trois  valeurs  aux  lettres  qui  les  reprér 
fentent  dans  la  Formule • 

.  .Sx  on  aura ,  toute  cédudlion  faîte,  -^-    •.         ..  j.  ;  [ 

r 

X*  AT*  je*  y**  7«** 


XaW)^=  î 


xa 


^a*  iCa*         iiZa^  %^€a^ 


12^ &c. 


xoi4<i* 


donnée  {^1^5/.  Car  la  racinc'quarrée  de  à^  eft  a,  Souftrayant  < 
quantité  tf*-— x*,  reftc  —  **  qu'il  faut  dÎTifcr  par  itf.  On  a  donc 

^  Itf  P^^'  1^  fécond  terme  de  la  racine  :  fon  quarré  eft  --j-  j  &  fon 

produit  par  14  çft — a:*.  Otant  donc  ces  deux  termes,  du  premier 

xcftc— a:*,  on  aura  pour  fécond  rcfte —  — qu'il  faudra  <Hvifçr 

|tar  le  d^ubk  dç  tp^c  <;e  qui  eft  déjà  à  la  racine^  '^    ' 


\fdi  liXçoKfs  Elémentaires 

Ce  nouveau  divifcureft  x  tf '—  -j  î  on  aura  donc—  j^  pourtroft 

fcmc  tcnnc  de  la  racine.  Le  quarré  de  ce  terme  cft  -t-t  ,  &  £bn  proN 
Ant  par  x^  —  —  cft  —  —7  -H  j^.  Souftrayantdonc  ceproduit  du 

rcfic  —  -rr,  on  aura  pour  croîfieme  rcfte  —  j^  —  -^,  que  Vaà 
diriféra  par  le  double  de  ce  qui  eft  déjà  à  la  racine  s  &  de  cette 
dÎYÎficm  proviendra*—  -rr^  ^  quatrième  terme  de  la  (Hric.  En  con-*^ 

^nant  le  même  procédé  »  on  trouveroit  les  termes  futTanc»;  &  irf>ilh, 
od  Ton  en  ftoit  réduit ,  lorfque  Ne\rton  publia  fa  formule. 

182.  Au  lieu  d'écrire  les  coefficients  tout  réduits^ 
comme  nous  Tavons  fait  (  180) ,  on  eut  pu  les  écrire  couc 
au  long ,  ce  qui  eût  fervi  à  faire  connoîcre  la  loi  qu^ils 
obfeirvent.  Alors  on  eût  trouvé  que  .  .  .  •  • 


1  p- 


I    a:*         I     1    x4         1     I     5    ar*-        i.j.f 


\    a         z    4.  ai  %    4    6   a^        £.4.^.S* 

— TZ «"T "T^ .  —--^OCC&C* 

4.^.8.10  a^       x.4.^.8.io.ii  a^* 


Où  Ton  voit  que  les  nombres  pairs  font  Itô  feuls  qui  en^ 
crent  dans  la  compofition  des  dénominateurs ,  tandis  que 
Jes  feuls  nombres  impairs  fe  trouvent  dans  les  numéra- 
l^eurs.  Il  eft  donc  bien  facile  de  pouifer  Tapproximation 
âuflî  loin  que  l'on  voudra. 

Si  au  lieu  de  la  quantité  «*  — x*  on  avoît  û*-+->:^'; 
le  réfultat  feroit  le  même  »  aux  fignes  près ,  qui  devient 

droient  alternatifs,  Car(a*-+-A:*)'*  =^^-f- — — — •— .— • 

183.  Les  racines  approchées  des  nombres  qui  n*cn  ont 
pas  d'exadles  ,  fe  calculent  aifément  par  ces  formules. 
Exemple,..,.....  On  fait  que  la  racine  quarrée  de 
'5  eft  entre  2  &  5.  Pour  la  trouver  d*une  manière  appro- 
tchée,  partageons  y  en  deux  parties,  dont  Time  foit  4^ 
&  l'autre  i,  Nous  aurons  a'  =:4, .  • ,.  a:*  =s  i  * .  •  •. i 


Se 


■bvMÂTHSuATiQUEsJ  to* 

-  En  s'arrêcant  aaz  deux  premiers  termes,  on  aoroît  2  ^4 
j^pour  la  racine  de  ;•;  ce  quincft  pas  tout-i-fait  jixften 
Ipmfque  a  -+-— ,ou—  élèves  au  quatre  donnent  -^  =  C 
H*  J2-  Cette  première  approximation  nous  montre  doQg 

«oela  racine  cherchée  eft  entre  2  &  2  <4-— . 

Si  on  calcule  les  trois  premiers  termes  de  la  formule  -. 
».noayer«2+i-i.oaa+^,oa^poatraciBfc 

ift  donc  plus  grande  que  a  -+-  i^.  Mais  nous  venons  de 
voir  qtfelle  eft  moindre  que  a  +  •-  =5  2  -4-  — .  EUe  eff 
ionc  entre  :2  •+•  7-  &  jz  •+•  7-. 

]&  calculant  d'autres  termes,  on  reflèrreroît  de  plui 
to  plus  les  limites  entre  lefquelles  eft  comprife  la  racin© 
4e  y  j  fans  pouvoir  cependant  parvenir  à  h,  vraie  valeur  : 
car  la  racine  de  y  eft  incommenfurable ,  c'eft-i-dire  2 
^u'iln'y  a  aucun  nombre  ni  entier,  ni  fradionaire,  qui, 
puliipiié  par  lui-nKme  ,  puifle  donner  y  pour  pioduir! 
Cela  eft  évident  pour  les  nombres  entiers  ,  &  on  trou- 
vera fans  beaucoup  de  peine  la  raifon  pour  les  nombres 
^iaâionaires. 

Autre  exemple.  Soit  propofé  de  trouver  la  racine  d**- 
8....  Je  fais  St=:p — r.  ...a*=p.,,x*=ri,  dcjt 

fctffitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (/i»~,jf*  j'^ssaa— t 
4*  7  —  7*  7*  iî  "^  ^^'  ^^  trouve  j  eo  ae  oJcuUnp  qu^ 


lès  deux  premiers  termes .  ♦ . .  (5H-î)~s=^  5  —y  ^''^EH^! 
X:=5  22,  Cette  valeur  n'eft  pas  bien  exaûe,  puifquele 

quatre  de  ^^  eft  i^  =:  8  r+-  ,-2^.  Mais  en  calculant  let 

•  L  t  t  . 

trois  premiers  termes  ,  j'aurai  (p_ï)*«3— 7        ^ 
g^  flL  =33  —  -^  >   valeur  plus  approchée  ,  puifqae' 

Et  pour  mener  encore  plus  rapidement  1  approxf mâ?^ 
«on,  ,e  ferai  8  ===-^^^— ^^,  • .  •  •  ^  --^ 

/fllV^  ...  ;  x'=s  ~T  V  après  quoi  je  calculerj^  les  deux 
bu  trois  premiers  termes  de  la  formule.  On  trottveifa  W 
téfultat  Tous  la  lettre  G".        ^  , .         ,   r  •  r  *  > 

'    184.  L'extraftion  destacines  cubiques  fe  fcuc  en  Im-' 
^nt  les  mêmes  procédés.  Il  n'y  a  de  différence  que  dans 
les  fubftitutions  de  l'expofant.  Pour  avoir  donc  la  lacine 
cubique  de  «-+"*>  on  écrira  ........  , 

(^a^x,^^a^-^)a^':f-¥\it)a^"^'r¥8cc',  d'où 

Xqh  tirera  (fl+x)  f  «*a^  H-  7  « *^  *  —  î '^  **  "*•  ^' 

•  Cette  expreflSpn  peut  prendre  auflS  la  form^  radîçaW  \ 
fuivante  (105).  . 

l^a*      V'a'    K*'    K« 


.1* 


•  DoncK(i-7i)«i-f-|-^-^ 
7^9 
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Quand  il  s*açît  de  la  racine  cubique  d  un  nombre  ^ 

bu  parvient  à  1  obtenir  au  moyen  des  fubftitutions  coop- 

venables.  ^^* 

^  Exemple.  Quelle  eft  la  racine  cubiqtte  de  2  ?  • . ,  •  Je 

dccompofe  2  en  l  -h  i ,  &  faifant  ji=i . . .  ,^5=3  x  , .  .^ 

Si  je  m*arrctc  aux  deux  premier*  termes ,  la  (acim  ap^ 
ffûchéc devient  |.  Or (|)  «g  =  ^2+  iS.ix,^^ ^^ 

laleur  eft  trop  grande ,  de  — . 

Prenons  au  lieu  de  a ,  la  quantité  qui  lui  eft  igd^i 
^  —  ~  »  &  luppolons arss—  .... ^c=s-^  —  j  nous 

^^^  (if  "* ï^^^~  j  "^'n  P^^  ^^  ^^*"  pr<îmiets  m^ 

mes*  Réduîfant  r — i;  i  ^a  quantité  —-,  on  trouvera  que 

/2Î  \'  7^557»  ^     ,       7C7y        A  •    r  ^*     n.  Ji-  ' 

^7*/  373 14«  373*4»  7*  '     ^, 

racine  fort  approchée  de  celle  que  Von  demande.  '• 

Aurrc  exemple.  Quelle  eft  la  racmç  cubique  de  iqoK..,R^' 
4*f-unc  fraéHon  que  Ton  dércrmiiicra  d'une  manière  approchée^ 
pir  le  calcul  fuiTanc. 

Soir  ioû=  1 1  ^  7-  if .  (  l^e  bot  de  cette  cransformanon  eft  (Tavwv, 
fcmta  011  cobc  parfak).  Soîr  iij  =«  . . , .  1^  =  4.  On  attra»ca]|t 
feulant  que  ks  deux  prcmfcfs  termes  de  la  formidc , 

(1x5  —  15)  «(115)  —  j.ii5^»j  — tes=  5—  }• 

l)onc  la  première  approximation  donnera  y^  100  sç:  4  -f-  3"  œ»  ^ 
quantité  un  peu  trop  grande ,  puifque  (— )^  =  î^  =    loi  11% 

1744         44         ^  *7  2y  ' 

On  fera  donc  100  =  — — ,  &  par  de  nouvelles  fubftktt* 

tÎMs,  on  trouvera  pour  racine  plus  approchée»  Î21Z  =3-4  ^  ii| 

Ce  réfulcat  (urpafle  encore  la  racine  cubique  de  io«  j  puîfquc/'ÎSlZy 
8î77?578i3  65857*3  '    J     N44ï>^ 


gtxi  XeçoKs  ÉlîSmxmtair'^ss 

sîmadon  eût  été  plus  prompte  par  bt  voie  des  Logarithme^* 

Il  en  feroic  de  même  pour  les  racines  quatrièmes  l 
jtinquîemes ,  &  fuîvances. 

Mais  comme  les  approximations  que  Ton  obtient  pat 
terte  métliode  (ont  quelquefois  trop  lentes ,  nous  ajou- 
terohs  celle  que  Halley  înféta  dans  les  TranfaSions  Phi-r 
lofophiques  de  idpA. 

iS^.  Seconde  Méthode.  Soit  propofé  généralement  cl*extrairc  par 
g]^roxîmation  la  racine  m  d'une  quantité  quelconque  o^  +  ^  •  •  *  •* 
On  peut  fuppofer  que  cette  racine  ed  repréfentée  par  là  quantité 
if^dj  éi  etprîmaût  un  nombre  entier  ,  éc  d  \sl  fraâion  décinuiie 
^u*ii  faut  ajouter  à  ce  nombre  pour  avoir  la  racine  cherchée. 

m  f^ 

Cela  pofé,  on  aura  a  -f-  <;= j/*(a'"  j-i).  Donc  {d-hd)    =sa^, 

S-  B.  Donc  a'^  +  m  û""*  d+  "V"  ^*'*  ^  -f- &c  =  tf*  Hfc  .^* 

Kégligeant  les  termes  où  la  fxaâîon  d  eft  élevée  aux  puiflances  tu^ 
péneures  au  quarré ,  effaçant  dâ  part  8c  d*autre  û!^,  8c  diviTaac  lé 

m-i  i 

jeftc  par  w  ,  on  aura  a**"*  ^4-  —  <i"*"*  </*=:±  — 

^  Multipliant  enfuite  par  i  ;  diviTant  par  m  — *  t  n^"* ,  5c  ordoâ* 

^  ta  ib 

Hant ,  on  trouvera  d^  H — -^  </  3=  ±  ^_^.  Complétant  le  quarr^ 

•xtrayant  la  racine ,  &  tranfpofant  >  il  viendra «  .  •  dzSA 

Enfin  fi  Ton  ajoute  a  aux  deux  membres  de  cette  équatioti ,  on  aorju 
généralement  pour  l'extraébion  d'une  racine  approchée  quelconque  g 

De  cette  Formule  générale  dont  Hall«y  ne  parle  pas  ,  découlent 
p^r  de  fimples  fubftitutions  toutes  les  formules  particulières  qu'il  a  in< 
iérées  dans  Ton  Mémoire.  Leur  principale  utilité  (fonfifte  à  donner  des 

Kproximations  que  les  Tables  ordinaires  de  Logarithmes  ne  fiiuroieilfl 
nnex.  Commençons  par  détailhr  ces  formules* 


i^ 
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|J^(a^±<)  =  i-  +  ^(Vî-a±^) 

_  &c.  to.        Sec. 

Maintcoant  fàirom-ca  uae  application,  en  nous  propoCuit  <Ie  troiiyer 
la  radne  cinquième  de  itfi^oo  avec  11  décimales. 
tlt  divife  jpar  5  le  logarithme  de  1^1900  qui  eft  ;,io^i4^S  :  fai 
1,0418494,  logarithme  de  ii,oix.,,  racine  approchée;  je  fais  ii,oi& 
=  tf:  j'élève  ix,  0x1  à  la  cinquième  puiflance ,  &  j'ai  a^ 
=  1(19^1  ,  3787^1010718831  ,  qui  excède  1^1900  de  51  » 
3787310x0718831.  Je  fais  cet  excès  =  £,&  j'ai  a'  —  A=  16 1900; 

donc  par  la  formule  ^  (4i*-4)=^tf  4- V  fr^aa" jj^  j'ai  en 

fttbftituant  les  nombres .  - . .  j/*  («*-*)=: S,i;^4-/  (  7*57^009- 

«,i5^-f-i<(7,  $79009^0,  ooi}498}i8i88i4jX593i7il)=: 
My^-f-V^(7,y7^«59ï^«ï7H75^*40^7»89}  = 
My9-f-»>75»573i9oj3^  =  ïi»o";7Jï>03J9».  racine  chcccbéc. 


-^& 


H 
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APPLICATION  DE  UALGEBRl 


LA    KÈiOLVTION   Ï>E   Q^UELQ^UES   PRoBLEÀiES^ 


ri85.  Lia  réfoluciot»  des  problèmes  mathématiques  efl: 
fondée  fur  les  rapports  connus  entre  des  chofes  que  Ton 
fait  j  Se  des  chofes  qa  om  ignore.  Ces  ratppdf  es  s'appelleiic 
les  caniitions  du  Problêrnêy  &  quiconque  eft  parvenu  i 
exprimer  algébriquement  ces  conditions  ^  ne  tarde  guère 
a  en  déduire  la  connoiflfance  de  ce  qu'il  cherche. 

Ce  téfùltaf  eft  donc  le  fruit  de  la  comparaifoii  de» 
Quantités  connues  avèd  celles  qui  fie  le  foftt  pas.  Les  pre- 
jÉiie^es  s^appeHent  les  d&nnées  du  problème^  âk  on  a  coch 
fume  de  les  repréfenter  par  les  premières  lettres,  tf,  ^  >  ^9 
&e.  ou  rfi  ^ ,  ^',  Sec.  Les  autres  portent  fimplement  le  iiom 
de  quantités  inconnues  :  on  les  défigne  par  Iti  lettres  Xj 

yyU<P,eàySCC. 

Toute  formule  qui  exprime  1  égalité  de  deux  ou  de 
ptufieurs  quantités ,  s'appelle  généralement  Equation.  Le 
figne  d'égalité  partage  Téquation  en  deux  membres.  Ce- 
lui qui  eft  à  gauche  s'appelle  le  premier  membre  j  l'autre 
eft  le  fécond. 

187,  Le  Degré  d'une  équation  dépend  de  celui  de  la 
plus  haute  puiflance  des  inconnues  qu'elle  renferme. 
Ainfi  toute  équation  qui  ne  contient  pas  d'inconnue  plus 
élevée  que  la  première  puiflance ,  eft  une  équation  dû 
premier  degré.  Les  exemples  fuivants ,  jr = a . . .  ç  -+-  fc  =» 
y — c  ....f^— .|  =  (c-H^)  font  donc  autant  d'équa- 
tions de  ce  genre. 

On  ks  appelle  aiùG  qtteI<jttefois  des  équations  liniaires,  parce  que 


Us  mcoimaes  qu'elles  renferme^ ,  n'offrent  qu'une  feule  Dimtnfion  , 
comme  les  lignes* 

Lorfqu*une  équation  contient  une  ou  plufieurs  incon- 
nues élevées  fcparément  au  quatre  ,  ou  multipliées  deux 
à  deux ,  elle  appartient  aux  équations  du  fécond  degré. 
Telles  font  les  équations  fuivantes  : 

Pour  qu'une  équation  foit  du  troifiame  degré,  il  luffiç 
qu'une  de  fes  inconnues  foit  élevée  au  cube.  Âinfi  les 
équations  fuivantes  •  •  •        / 

x^  =  c  . . .  •ar'  '+'px^  ^qxs=sb.  •• y^  — wy 

=  "*?" 

font   toutes    du   troifîeme  degré.  L'équation  xy  :(  =^/ 

eft  de  la  même  claile ,  parce  qu'elle  contient  le  produit  de 

trois  inconnues  (impies.  On  doit  en  dire  autant  de  Téqua- 

tien  xy^  =g« 

Les  équations  du  quatrième  degré  fe  diftinguent  avec 
la  même  facilité ,  &  ainfi  des  autres.  Mais  de  quelque  de- 
gré qu'elles  foient ,  ie  but  général  d%  leur  réfolution  eft 
de  faire  connoître  la  valeur  des  inconnues  qu'elle^  ren- 
ferment. 

Pour  atteindre  ce  but  dans  les  équations  du  premier  & 
du  fécond  degré ,  il  ne  faut  qu'un  peu  d'habitude  du  cal* 
cul  algébrique;  &  on  va  voir  avec  quelle  facilité  cette 
habitude  s'acquiert.  La  réfolution  des  équations  du  troi- 
fieme  &  du  quatrième  "degré  eftfujetteà  des  difficultés. 
Celle  des  équations  du  cinquième  eft  encore  i  trouver; 
&  on  verra  par  la  fuite  à  quoi  tiennent  les  obftades  qui 
ont  rendu  jufqu  a  préfent  inutiles  cous  les  efforts  que  Ton 
a  faits  pour  y  parvenir.  Commençons  par  les  équations  du 
premier  degré. 

Réfolution  des  Equations  du  premier  degré. 

X 

l88.  Une  équation  eft  réfolue  quand  on  eft  parvenu 
si  laifler  toute  feule  dans  un  membre  l'inconnue  dont  on 
icheccht  la  Valew,  &  à  n'avoir  dans  l'aatre  membre  que 

Hij     . 
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des  quantités  connues.  Alors'  en  effet  le  problême  eft  r^- 
fplu,  puifqu'une  quantité  égale  à  des  quantités  connues 
cefle  d'être  inconnue. 

I.  Problème.  Un  père  a  fix  fois  autant  d'âge  que  fbn 
fils  ,  &  la  fomme  des  deux  âges  eft  de  pi  ans.  Quel  eft 
rage  du  fils  ?  Quel  eft  celui  du  père  ? 

Pendant  que  les  Arithméticiens  tâtonneront,  TAIgé- 
brifte  dira  ....  J^appelle  x  l'âge  du  fils;  donc  par  Ténoncc 
du  problême,  Tâge  du  père  fera  6x.  Or  ces  deux  3.ge& 
réunis  doivent  faire  p  i  ans  j  donc  jx=  c)i  j  &  voilà  le 
problême  mis  en  équation. 

A  préfent  qu'il  eft ,  pour  ainfi  dire ,  traduit  en  langage 
algébrique ,  le  refte  de  la  folution  n'eft'  qu  un  jeu  .  • .  .  Si 
7  jr  =  p  I ,  dira-t-on  ,  donc  a:  =  ^=i3;&par  confé- 
quent  le  fils  a  13  ans.  Le  père  en  a  donc  78  ;  &  la 
preuve  en  eft ,  que  13  -+*  78  =  5)1  j  ce  qui  fatisfait  à,  la 
condition  du  problême. 

I  S$.  Concluons  de  cet  exemple ,  que  pour  dégager 
Vinconnue ,  quand  elle  eft  affedfcée  d'un  coefficient  quel- 
conque, il  fitut  divifer  toute  l'équation  par  ce  même 
coemcient.N  Ainfi  pour  connoître  la  valeur  de  x  dans  Té- 

quation  fuivante  ax  =  b  ^  on  écrira  jf  ==  — . 

IL  Problème.  Quel  eft  le  nombre  dont  le  tiers  &  le 
quart  ajoutés  enfemble  font  6^  ? 

Ce  nombre   m'eft   inconnu;   mais  quel  quil  foit,  je 

l'appelle  X  Son  tiers  eft  donc  ~  &  fon  quart  fera  —,  Ces 
deux  parties  réunies  doivent  faire  6^ .  J'ai  donc  pour  équa- 
tion du  problême  ...  -^ -+-  —  ==  55. 

Réduifant  au  même  dénominateur ,  &  ajoutant  les 
deux  fradkions,  j'aurai .  .  .  —  =5  (S?.  Le  coefficient  de 

Tinconnue  fera  donc  -^ ,  par  lefquels  je  diviferai  les  deux 
membres  de  lequation ,  fuivant  la  règle  précédente  :  ce 

quf  me  donnera  • . . .  x;s=i  -—4  5=  """T""  *=»  I3t^ 
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==168.  EfFeiîtivetnent  le  tiers  de  108  eft  3^ ,  le  quart  de 
108  eft  27  i  &  36H-  27  =  53. 

'    ipo*  Concluons  de  cet  exemple  que  touces  les  équations 


de  cette  forme  .   .  .  -r-  =  c ,  fe  rcfolvent  en  écrivant 


X  =  —  :  c'eft-à-dire  que  pour  dégager  une  inconnue  af- 

feftée  d'un  coefficient  fraftionaire ,  il  faut  mulriplier  tous 
les  termes  de  l'équation  par  le  dénominateur  de  ce  coef- 
ficient ,  &  les  divifer  par  fon  numérateur. 

I        111.  Prob.  On  demande  un  nombre  tel,  qu'en  le  divifant 

par  3* ,  on  ait  un  quotient ,  qui  ajouté  au  produit  de*  ce 

même  nombre  pax  4 ,  &  au  multiplicateur  4 ,  fafle  127. 

Si  on  appelle  x  le  nombre  demandé ,  on  aura  •  •  •  • 

I  — -+-4Jf-t-4=ri2Y.  Multipliant  tout  par  le  dénomi- 
nateur y,  pour  faire  difparoître  la  fraâîon — onaura... 
aox  -4-  X  *^  20  =si  62  \y  d'où  l'on  tirera  2i4r>-H  20 

ipi.  Or  toutes  lejs  fois  que  deux  quantités  font  égales» 
on  peut  ajouter  ou  fouftraire  de  part  Se  d'autre  une  même 
quantité^  on  peut  tout  multiplier  ou  tout  divifer  par  le 
même  nombre;  on  peut  tout  élèvera  une  même  puif- 
fance ,  fans  détruire  l'égalité  des  deux  membres  de  l'é- 
qaation. 

Je  puis  donc  fouftraire  20 ,  par  exemple ,  de  chacun 
de  ces  membres  dans  l'équation  ...  2i;i:-f-20  =  52-7, 
&  en  déduire  •  •  • .  2iJir  =  42  ^.  Mais  par  la  première 

règle  (iS^)  on  a  . .  .  *=  llljdonc:ir=2-+--~-=3lij 

I     ce  qui  eut  été  un  peu  long  à  trouver  par  les  tâtonnements 
'      de  l'Arithmétique. 

ip2.  11  fuit  de  la  remarque  précédente  que  pour  faire 
paflerune  quantité  poficive  d'un  membre  dans  un  autre  » 
on  n'a  qu'à  effacer  cette  quantité  dans  le  membre  où  elle 
.cft,  &  récrire  dans  l'autre  membre  avec  le  figne  — .  Ainfi 

Hiij 
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toute  «qaation  de  cette  forme . . .  j:  •+-  tf  s=a  i ,  fe  réduic  à. 

celle-ci  .  .  .  ;if  =  A  —  tr. 

Et  réciproquement  pour  tcanfporter  d'un  membre  à, 
l'autre  une  quantité  négative,  on  l'efFacera  dans  le  meirx- 
bre  où  elle  eft ,  &  on  récrira  dans  l'autre  membre  avec 
le  figne  +•.  Exemple  . . .  x  —  m  œpj  donc  xszsp-^wwim 
En  généralj^  fî  on  a  .  .  . .  jr  :±:  c  =is  fe,  onen  conclura  que 
x=:  k  Hh  c»  Cette  règle  eft  4  un  grand  ufage. 

ip3.  Avec  ce  petit  noinbre  de  principes  &  dopera— 
tions  bien  élémentaires ,  il  n'y  a  point  d'équation  du  pre- 
mier degré  qui  ne  fe  réfolve  très-promptement.  Prenons 
pour  exemple  un  des  cas  les  plus  compliqués;  &  propo— 
Ions -nous  de  trouver  la  valeur  de  rinconnue  x  dans  l'é- 
quation fuivantfe, 

ax  {yX  ex 

•-^ -H -pr -+- 772  r===J?  Jf --t- -y- -4- 72, 

Dabord  je   vois  <jue  les  deux  membres  contiennent 

ex 

une  même  quantité  -y  ,  affedée  ^u  même  figne.  L'éga- 
lité fabfiftera  donc,  après  que  l'on  aura  retranché  de  part 
&  d'autre  cette  quantité  j  (  quand  on  trouve  ainfi  précédés 
du  même  figne  des  termes  communs  aux  deux  membres  ^ 
il  ne  faut  pas  manquer  dç  les  effacer  ).  On  n'aura  donc 
plus  à  refoudre  que  l'équation, 

a  X 

~T — l-m^spX'^n. 

Je  vois  enfuite  que  pour  laiffer  x  toute  feule  dans  un 
n«mbre  ,il  faut  que  je  tranfpotte  du  même  côté  les  quan- 
tités connues  ,  &  que  l'autre  membre  foit  formé  feule- 
ment des  termes  qui  contiennent  x^  La  règle  des  iranf- 
pofitions  obfervée  me  donne 


a  X 
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rok  dans  iqael  iens  on  fera  ces  forces  de  cranfpotjScioos  :  ici  » 
par  exemple ,  il  n'y  a  pas  plus  de  raifon  pour  cranfpofer  le 

terme  px  dans  le  premier  membre ,  que  le  terme  -y  dans 

le  Cbcond.  Cela  dépend  uniquemenr  de  celui  qui  réfoud 
le  problème.  La  valeur  de  l'inconnue  eft  la  mcme  daop 
Us  deux  cas.  Seulement  elle  eft  pofittve  dans  l'un  &  né- 
gative dans  l'autre, 

A  préfent  que  1  équation  eft  tranfpofce ,  il  œ  refte  plus 
<{ua  dégag;er  rinconnue  ^  iSc  pour  cela ,  |e  multiplie  tout  pair 
le  dénominateur  b ,  ce  qui  me  donne  ^ 
ax'-^  bpx  =sin — hm. 
ou  (  a''^bp)x=[n — m)h. 
A  cette  nouvelle  préparation  j'en  fais  fuccéder  une  autre ,  qiH 
eft  celle  de  la  divifion  de  toute  l'équation  par  le  coefficient 
de  l'inconnue.  Ce  coefficient  eft  a  —  bpi  j'ai  donc  enfin , 

jrt= T-. 

IV.  Prob.  a  la  fuite  d'une  inondation  il  eft  toml>é  dans 
un  même  jour  la  moitié  des  maifons  d'une  Ville  ;  il  en 
eft  tombé  le  tiers  le  lendemain ,  &  le  douzième  dans 
les  jours  fuivants  j  on  n'en  compte  plus  que  63  fur  pied. 
De  combien  de  maifons  cette  Ville  étoit-elle  compofée 
avant  l'inondation? 

Soit  X  le  nombre  cherché  j  —  fera  l'expreffion  du  nom- 

bre  de  bâtiments  écroulés  le  premier  jour  :  —  &  —  expri- 
meront combien  il  en  eft  tombé  dans  les  jours  fqivants  ^ 
1  équation  du  problème  fera  donc  : 

*         '       X     ^     X  X  ^ 

Suppoibns ,  pour  abréger ,  que  ô^^^a^Sc  que  l'on  muir 
tiplie  toute  1  équation  par  le  plus  grand  dénominateur  qui 
eft  ici  12.  On  aura 

6X'^^X^X^3i2as=x:12X. 

fiéduifam:.  .••••*••  Llx-i^iZA:^i2X. 

Hiv 
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Retranchant  de  part  &  d'autre  la  quantité  commune*!  ix" i 
il  reftera  pour  folution  du  Problême , 

Cette  Ville  renfermoit  donc  dans  fon  enceinte  'J^^ 
inaifons. 

V.  Prob.  Trois  amis  que  je  dcfignerai,  l'un  parB,  l'autre 
par  C,  &  le  troifieme  par  D,  ont  pris  en  commun  des  billets 
de  Loterie.  La  mife  de  JB  -+-  celle  de  Cfont  21*.  Ce  qae 
B  ^D  ont  mis  d'argent  fait  24*.  Les  deux  mifes  de  C  51c 
de  D  font  27*.  Quelle  eft  la  mife  de  chacun  ? 

Je  fuppofe  ^  =  21.  .  .  e=24,  .  ./=:27;  &  j'ap- 
pelle X  la  mife  de  JBj  donc  û— a:  eft  la  mife  de  C,  &  c — x  eft 
celle  de  D.  Or  l'énoncé  dû  problème  'porte  que  ces  deux 
dernières  mifes  font  27*.  Donc ...  a— a:  -+-  e  —  x  =/i 
d'où  je  tire , 

X=z—^ :^s=0« 

1  ^ 

ce  qui  me  donne  12  &  ij^  pour  les  mifes  refpeâîves  de 
C  &  de  D. 

ipy.  Au  premier  apperçu  de  ce  problème ,  il  paroiflbît 
indifpenfable  de  regarder  les  trois  mifes  comme  autant 
d'inconnues  différentes  :  mais  en  y  regardant  de  plus  près, 
on  a  dû  voir  qu'une  feule  de  ces  mifes  étant  déterminée  , 
les  deux  autres  ne  pouvoient  manquer  par-là  même  d'être 
déterminées  auflS.  D*où  nous  conclurons  que  le  nombre 
des  inconnues  ne  dépend  pas  du  nombre  des  queftions 
particulières  que  l'énoncé  d'un  problême, renferme;  mais 
du  degré  de  liaifon ,  qui  exifte  entre  les  conditions  du 
problême  propofé. 

Ce  n'eft  pas ,  au  refte ,  que  l'on  ne  fut  également  par- 
venu à  la  folution  du  dernier,  en  introduifant  trois  in- 
connues dans  le  calcul.  On  en  verra  la  preuve  tout  à 
l'heure:  mais  en  général  ilfaut'toujours  tendre  aux  folutions 
les  plus  fimples  ;  &  c'eft  au  tad  particulier  de  chacun  qu'il 
appartient  uniquement  de  mettre  fur  la  voie  qui  mené  à 
ces  forces  de  folutions.  Ni  Livres,  ni  Maîtres  ne  peuvent 
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donner  la  fagacicé  néceflaire  pour  démêler  dans  un  pro- 
blème y  ce  qui  en  eft  le  principal ,  &  ce  qui  n'en  eft  que 
Tacceffoite.  Les  exemples  cependant  donnent  une  grande 
facilité  :  c'eft  pourquoi  nous  en  ajouterons  encore  queU 
ques-uns. 

VI.  pROB.  Par  le  teftament  qu*un  père  a  fait  avant  la 

mort,  le  fils  aîné  doit  prélever  d'abord  lOOO  écus  fur  la 

mafife  des  biens ,  puis  prendre  le  fixieme  de  ce  qui  reftera. 

La  part  du  fécond  fils  doit  être  formée;  i*" ,  de  2000  écus  ; 

I* ,  du  fixieme  de  ce  qui  reftera.  La  part  du  troifieme 

doit  être  compofée  de  3P00  écus  &  du  fixieme  de  ce  qui 

reftera  ,  êc  ainfi  de  fuite  jufqu'au  dernier ,  dont  la  part  fera 

le  refte  de  celles  de  fes  frères.  Les  difpofitions  du  teftament 

s'exécutent ,  &  le  partage  de  chacun  des  enfants  fe  trouve 

égal  .  .  .  On  demande  1**,  quel  eft  le  bien  du  père?  a^,i 

combien  il  y  a  d'enfants  ?  3  * ,  quelle  eft  la  part  de  chacun  ? 

On  feroit  porté  ^croire  qu'il  y  a  réellement  trois  incon- 

I    nues  dans  ce  problême.  Cependant  avec  un  peu  de  réflexion 

I    on  verra  que  fi  le  bien  du  père  étoit  connu  »  tout  le  refte 

le  feroit.  Effeâivement    la  part   du  fils    aîné  réfultanc 

de  la  ibmme  de  lOOO  écus  •+•  du  fixieme  de  ce  qui  refte^ 

ïoit ,  on  n'auroit  qu'à  prélever  ces  mille  écus  fur  le  bien 

tocal ,  fuppofé  connu ,  &  puis  on  ajouteroit  à  ces  mille 

écus ,  le  fixieme  du  refte ,  pour  connoître  la  part  de  laîné* 

Mms  comme  par  l'énoncé  du  problême  toutes  les  parts 

doivent  être  égales  ,  il  fuflSroit  de  divifer  le  bien  du  perè 

par  la  portion  du  fils  aîné,  pour  connoître  le  nombre  des 

parts ,  &  par  conféquent  celui   des  enfants.  Cela  pofé , 

occupons-nous  de  la  recherche  du  bien  du  père. 

Je  l'appelle  x  ^  8c  pour  abréger  je  fais  a=  lOOO  écus. 

I"    Après  quoi  je  raifonne  ainfi:  quand  Taîné  aura  pris  mille 

'    écus,  le  refte  du  bien  fera  exprimé  par  x  —  a.  Il  doit 

prendre  le  fixieme  de  ce  refte,  &  ce  fixieme  eft —y  j  fa 
part  f^'donc  «•+•  —y- ,  ou  en  réduifant  au  même  dé- 
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uaminateur ,  •^~^.  Cette  part  doit  être  égale  à    celle 

-de  cbacua  de  fe$  fi:ert«;  chctchom  donc,  parex;ea;iple^ 
la  valeur  a^ébrKjoe  de  la  parc  du  (econd  »  afin  de  Tég^ef 
à  la  valeur  déjà  trouvée  pour  celle  de  l'aîné.  . 
Quand  du  bien  total  on  a  foôftraît  la  part  de  laîné ^  le 

fefte  cft  exprime  par  x ^ — gg=s  -^  ^^■'"  Syr  ce  r^tte» 

le  fécond  fik  doit  prélever  2000  écusc=ï  2  <t  ;  il  ne  reftera 
donc  <jue-—^ — -— 2^=»^ — -r — ,  dont  il  faut  prendre 


le  fïxieme  ,  qui  eft  - — r^-r»  Ajoutant  ce  fixieme    aux 
aooo  écusjoa  aura  pour  la  paxt  du  kcond&lsjS^a^ 
^      =:z       ^    '.  Cela  pofé,  on  aura  pour  1  équation 
du  problême  > 

Mais  auffi^cot  qu'un  problème  du  premier  degcé  eft  mis 
en  équation  ,  il  n'y  a  plus  de  difficulté.  On  trouve  tout  de 
fuite  la  valeur  de  l'inconnue  en  la  laiirant  feule  dans  ua^ 
membre.  Ici ,  par  exemple ,  en  multipliant  par  |  d  les 
deux  membres  de  Téquation ,  on  aura 

3  oa  •+•  ^a:  =  y  ja -H  y  ;c. 

ôtant  de  part  &  d'autre  les  quantités  communes  qui  font 
^oaSc  y  AT,  il  viendra  enfin  pour  la  valeur  du  bien  que  U 
père  laifle. .  .♦x=25'fl =2^000  écus. 

Et  par  confisquent  la  part  de  chaque  fils  eft  de  fOOO  écus* 
11  y  avoit  donc  cinq  frères. 

VII.  A&c  B  fe  font  mis  au  jeu  ,  ayant  autant  d'argent 
l'un  que  l'autre.  Ils  en  o^t  perdu  une  partie  ;  la  perce  de  A 
cft  de  12^  ,  celle  de  JB  eft  de  y 7^,  &  par-là  B  n'a  plus 
que  le  quart  de  l'argent  qui  refte  à  A*  Combien  avoient-îl$ 
avant  le  jeu  ? 

Ils  avoienc  at^,  &  puifque  la  perte  de  A  eft  de  12*, 
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I  loi  rcfte  jr— 12.  La  perte  de  fi  eft  (k  5-7*.  Ce  qui  loi 
lefte  eft  donc  x  —  5*7.  Or  la  condition  da  problcme  eft 
fie  pour  égaler  ces  deux  reftes ,  il  faut  quadrupler  le  der- 
aeT)  donc  Tcquation  cherchée  eft 

X— i2=4(x-;7) 
|loncx=7a" 

VUL  Quel  eft  le  nombre  dont  le  tiers  &  le  cinquième 
£&tent  entre- eux  de  8  ? 

Soit  X  ce  nombre  .  •  •  Soit  tf  =  8«.  —  e=  — ... 

3        « 
ï        1  ^^  XX  .  amft 

-=  —  .  .  .  On  aura  —  —  —  =  tf  ;  donc  x  =3  — - 
y       a  mu'  n^^m 

s5o  ;  &  en  effet  le  tiers  de  do  eft  20 ,  le  cinquième 

ùe  60  eft  la  ,  &  20  — 12=8. 

IX.  On  a  divifé  un  nombre  par  d ,  &  le  quotient  s*eft 
I  trouvé  tel ,  qu'en  l'ajoutant  avec  le  divifeur  &  le  dividende, 

on  a  eu  pour  ibmme  totale  6$.  Quel  eft  ce  nombre  ? 

X  ' 

I  Soitfl=5  5  .  .  .  b=:6^*  On  aura  jif-J- — m^az=sb'y 
ioncx= •  &  fubftituant  les  valeurs  de  a  &  de 

i,  on  trouvera  que  x==5'4. 

X.  Etant  données  la  fomme  &  la  difTérence  de  deux 
<luaQtkés ,  trouver  chacune  de  ces  quantités. 

Soit  a  la  Coùïme^b  la  dififérence ,  a:  lapluS  grande  des 
^ox  inconnues ,  y  la  plus  petite.  On  aura  les  deux  cquar 
^J  fuivantes  j 

x-+-^=tf...x — y=ib. 

Si  on  prend  la  valeur  de  x  dans  la  première  équation»  oo 
^mx=a — y. 

I     Si  on  la  prend  dans  la  féconde  ^  on  trouvera  x=b  H-jr. 

'  Or  ces  deux  valeurs  étant  néceffairement  égales,  on  aura 
f^;^=i-t-j;  équation  qui  ne  renfermant  plus  qu'une 
inconnue,  fe  réfout  avec  la  plus  grande . facilité  par  une 
™ple  tranfpofition ,  en  difant  a  — -i^  =ac  2^  j  d'où  l'on  tire 

^6,0t  la  valeur  de  y  étant  une  fois  connue ,  il  n'y  a 
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plus  qu'à  la  fubftituer  dans  1  équation  xss^a — y^    ouL 

jc==:i-h^,  pour  trouver  ^^=3^  (^-h^)  ==t^H"t^» 

On  peut  donc  dire  généralement  (  &  cette  généralité 
dans  les  réfultats  eft  çncore  une  fois  un  des  plus  précieujT 
avantages  de  l'Algèbre  )  que  touxts  les  fois  que  l'on  connoic 
iafomme  &  la  différtnct  de  deux  quantités  »  la  plus  grands, 
fc  trouve  en  ajoutant  la  moitié  de  la  fomme  à  la  moitié  de 
la  différence  ;  Cr  que  la  plus  petite  eft  égale  à  la  moitié  de 
la  fomme  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Applications.  Deux  frères  pnt  5*7  ans  à  eux  deux  j 
le  frère  aîné  a  7  ans  de  plus  que  le  cadet.  Quel  eft  l'âge 
de  chacun  ? 

La  moitié  de  Iafomme  eft  128  f;  la  moitié  de  la  diflFé- 
rence  eft  3  {•.  L'aîné  a  donc  3  2  ans  j  le  cadet  n'en  a  que 

Une  maîfon  compofée  de  deux  étages  a'3  7  pieds  de 
haut.  Le  premier  étage  eft  de  4  pieds  plus  élevé  que  le 
fécond.  Quelle  eft  la  hauteur  des  deux  étages  ? 

tf  =  3  y  .  .  •  fr  =  4.  Donc  x=^^-H-^&=ipY, 

Deux  poids  réunis  pefent  2878  livres,  le  moins  lourd 
pefe  1^6  livres  de  moins  que  l'autre.  Combien  pefent-ils 
chacun  ? 

41=2878. .  .6=  ly^.Donc  jc=:  I5'I7. .  .jy=s  136"!. 
ip7.  Au  lieu  de  réfoudre  ce  petit  problème  en  com- 
parant les  deux  valeurs  de  x ,  on  eût  pu  ajouter  les  deux 
équations. ..a;  4-^  =  ^,.. ;,_^^j^  ce  qui  eut  fiiit 

trouver  tout  de  fuite  la  valeur  de  x=  ^  j  &  fi  on  eut 

fouftrait  la  féconde  équation  de  la  première  ,  la  valeur  de 

,j^  le  leroit  trouvée  avec  la  même  promptitude.  Mais  cet 

hl\F  ^^        P^^éfeîite  pas  toujours  d'une  manière  auffi 

Un  père ,  avons-nous  dit  {page  1 15) ,  a  fix  fois  autant 
d  âge  que  fon  fih ,  &  k  fomme  Ats  deux  âges  fait  p  i  ans. 

d^uxTco^^^^^^^       ^^"^^"^^  ''  P^^^l^-^  ^  ''^^  ^-i  ^-' 
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"   Soit  X  Tagc  du  père . y  lage  du  fils.  On  aura 

x=ss6y.  ..x-+-^=£3  5>i. 
Sooftrayant  la  première  équation  de  la  féconde ,  on  cioa* 
fera  que 

y:sA^im^6y.  Doncy=i  13  , 

&  par  conféquenc  xszs'jS  y  comme  nous  l'avions  trouva 
par  la  première  méthode ,  qui  eft  toujours  préférable  quand 
on  peut,  l'employer. 

198.  Lorfqu'on  a  plufieurs  inconnues  ,  il  faut  les  réduire 
fucceilivement  à  une  feule ,  ou  ^  comme  Ton  dit ,  il  faut 
les  éliminer  routes,  hors  une  dernière,  qui  fe  rrouvant 
enfin  en  égalité  avec  des  quantités  connues ,  cefTe  d'être 
inconnue. 

Cette  élimination  fe  fait  en  prenant  d'abord  la  valeur 
d'une  même  inconnue  dans  deux  équations  différentes ,  8c 
en  égalanr  ces  deux  valeurs ,  pour  avoir  en  ^,  par  exem- 

t>le  ,  la  valeur  de  x.  C'eft  ainfi  qu'après  avoir  trouvé  dans 
e  dernier  problême  . . .  x^^-y  =  a . .  •  X'^y^ssb  ,  nous 
avons  d'abord  conclu  . . .  j:  =  a  — y  . ..  x=sb 4- J,  Se 
puis  a— ^=;fc-l-^. 

On  peut  auffi ,  après  avoir  pris  la  valeur  d  une  incon- 
nue, fubftituer  cette  valeur  par- tout  où  l'inconnue  fe  trou* 
ve  y  cela  revient  abfolument  au  même. 

ipp.  L'élimination  des  inconnues  ne  peut  donc  être 
pouflfée  jufqu'au  bout ,  fi  on  n*a  pas  autant  d'équations  que 
d'inconnues.  Car  il  eft  bien  clair  que  fi  on  propofe  de  trou- 
ver deux  quantités  x8cy  dont  on  ne  connoit  que  la  fomme 
fli  la  condition  unique  du  problême ,  exprimée  par  l'équa-* 
tion  x-^ysssdy  ne  permet  pas  d'éliminer  aucune  des  deux 
inconnues  :  en  prenant  en  effet  la  valeur  de  x ,  par  exem- 
ple ,  c'eft-â-dire ,  en  laiffant  x  toute  feule  dans  un  mem- 
bre ,  on  n'apprend  autre  chofe ,  finon  qu'elle  eft  égale  k 
une- quantité  a^^^y^  auffi  inconnue  qu'elle.  Ces  fortes 
de  problêmes  ,  dans  lefquels  il  y  a  plus  d'inconnues  que  de 
conditions ,  s'appellent  des  Problèmes  indéterminés.  Nous 
€n  parlerons  dans  la  fuite. 
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XL  Une  pecfonne  ayant  des  jetons  dans  fes  deux  razirtM 
en  prend  un  de  la  droite  pour  l'ajouter  à  ceux  de  h 
gauche  ^  &  paj:-là  il  s'en  trouve  autant  dans  une  main  q«j4 
dans  l'autre.  Si  cette  même  perfonne  eût  fait  pafler  deu: 
jetons  de  la  gauche  dans  la  droite^  cette  dernière  mstii, 
en  eût  contenu  le  double  de  ce  qui  feroit  refté  dans  l'aucre 
Là  deiTus  on  demande  combien  de  jetons  il  y  avoit  d'abord 
dans  chaque  main. 

Soit  X  le  nombre  qu'il  y  en  avoir  dans  la  droite  ;  fait  y 
le  nombre  de  ceux  de  la  gauche.  On  aura  par  la  première 
condition  •••••••.  at— l=^H^i. 

&  par  la  féconde  ....  x4-2==2^-^2).    . 

On  pourroit  prendre  dans  la  première  équation  la  valeur 
de  ;c,  &  la  fubftituer  dans  la  féconde,  pour  n'avoir  plus 
que  l'inconnue  y  à  évaluer  :-mais  il  eft  plus  court  de  fout- 
traire  cette  première  équation  de  la  féconde.  Le  réfulcac 
donneray=:8,  &  par  conféquent  4r=  lo  ;  nombres 
qui  fatis/ont  aux  deux  conditions  du  problème. 

XIL  Un  Orfèvre  a  fait  payer  318*  pour  3  onces  d'or 
&  y  onces  d'argent.  11  a  fait  payer  auflî  5*22*  pour  ^  onces 
d'or  &  7  onces  d'argent.  A  quel  prix  eft  donc  l'once  dor? 
À  quel  prix  eft  l'once  d'argent? 

Soient  x  &  ^  les  valeurs  cherchées.  Soient  ^=33 1 8^»  •  ; 
i==5'22.  On  aura 

Mais  i  caufe  des  coefficients  différents  qui  affeâent  les 
mêmes  inconnues ,  il  n'eft  pas  poflîble  d'en  éliminer  aucune 
par  la  feule  addition  ou  fouftraâion  des  deux  équations  » 
comme  nous  l'avons  pratiqué  ci-deffiis.  Il  faut  donc  tâcher 
de  donner  dans  ces  deux  équations  un  même  coefficienr  à 
Tune  des  deux  inconnues  ^  pour  pouvoir  enfuite  l'éliminer 
par  cette  voie.  Or  pour  cela ,  il  fuffit  de  multiplier  la 
première  équation  par  le  coefficient  que  cette  inconnue 
a  dans  la  féconde ,  &  de  multiplier  enfuite  la  féconde 
équation  par  le  coefficient  que  cette  même  inconnue  a 
dans  la  première. 

ExfiMPLi.  Je  voudrois  éliminer  x  des  deux  équations  pré* 


cédentes  •  •  •  .  je  mulnplie  la  première  pax  y  (coefEcknc 
Ào  X  dans  la  féconde  ) ,  &  la  féconde  par  5  (  coefficient  de 
«  dans  la  première}.  Les  produits  îbnc 

Je  fbaftraîs  le  fecîond  du  premier  ;  le  refte  eft  ^y^sa^a 
—  3^.  Doncjr=s6*rf  Jefubftime  cetre  valeur  dans  Tune 
êeî  devm  éqaarions  primictves,  &  j'en  Cédais  x  s=z  ^^\ 
Ces  deux  prix  remplilTenc  les  conditions  du  problème* 

On  eût  cronvc  les  mêmes  valeurs  par  la  fubftitudon,  mais 
le  calcul  eut  été  un  peu  plus  long.  Au  refte  »  pour  traiter 
ces  fortes  de  problcrae$  avec  route  la  généralité  dont  ils 
font  fafceptibles ,  nous  refondrons  les  deux  équations  fui- 
vantes  , 

px^qyis^a  •  .  .  mx^nj^=^b. 

£n  multipliant  la  première  équation  par  m ,  &  la  féconde 
par  p  9  nous  aurons  , 

mpX'+*mqytsaam  .  •  •  mpx ^  njry :=ibp ^ 
&  en  fbuftrayanc  la  féconde  de  la  première  »  il  viendra 
mqy^^^nfy^=siam^'^bp 

donc  y  (mq  —  np  )  =  am^^bp 

9c  par  confcquent .  • . .  jr  2=^ • 

Refte  a  fubftituer  cette  valeur  dans  une  des  deux  équations 
générales,  pour  trouver  la  valeur  de  x. 

Sabftitution  faite ,  on  trouvera  que  *  = • 

*  mq-np 

Et  C\  on  donne  aux  lettres  m ,  n ,  p ,  9  les  valeurs  refpe Aives 
qu  elles  ont  dans  l'énoncé  du  dernier  problème ,  on  verra 
que  X  &  ^  feront  refpeftivement  p(î*  &  6* ,  comme 
ci-defius.  Il  y  aura  même  cette  facilité  de  plus  >  quVn  va- 
riant tant  que  l'on  voudra  les  valeurs  des  données,  on  n'aura 
(pie  de  £mples  fubftitutious  à  faire  dans  les  formules  des 
Iraleurs  de  ^r  5c  de^ ,  pour  réfoudte  tous  les  problèmes 
toalogues  â  celui-là.  Voili  pourquoi  les  foludons  gêné* 
riles  font  préférables^  à  tous  égards,  auxfolutions  para* 
coficres. 


[12$  Leçons  Elémentaires 

XIII.  On  a  acheté  crois  chevaux  dont  les  prix  font  cels 
que  le  prix  du  premier  plus  la  moitié  du  prix  du  fécond  Se 
du  troifîeme  font  2y  louis.  Le  prix  du  fécond  plus  le  ciers 
du  prix  des  deux  autres  font  26  louis.  Le  prix  du  troifieme 
plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres  font  251  louis. 
Quel  eft  le  prix  de  chaque  cheval  ? 

En  appellant  x.yôc^  les  trois  prix  demandés  j  on  auroic 
pour  équations  du  problème, 

&  dans  ces  trois  équations ,  après  avoir  fait  difparoître/ 
les  fradions  ,  on  élimineroit.  fucceffivement  deux  in- 
connues X  &cy  j  par  exemple,  afin  d'obtenir  une  dernière 
équation  où  il  n'y  eût  plus  que  l'inconnue  ?•  Mais  cette 
voie ,  qui  a  d^ailleurs  l'avantage  d'être  applicable  à  tous  les 
cas  d'élimination ,  eft  plus  longue  que  la  voie  que  nous 
allons  fuivre. 

Et  d'abord  ,  pour  éviter  les  fradtions ,  foit  6x  le  prix  du 
premier  cheval  \  foit  6y  le  prix  du  fécond  >  &  5^  le  prix  du 
troifieme.  Soit  enfuitë  ^  pour  abréger  le  calcul  ^  âss^j... 

i=3  25  . . .  C^=i2^. 

Cela  pofé ,  on  aura  les  trois  équations  fuivantes , 

II.  (Sjy-+- 20^-4- 2f=:è. 

III.  6x^3  *  -+■  sy  =  c. 

Or  fi  on  ajoute  la  première  à  la  troifieme  »  on  trouvera..; 

IV.  5^*  H- 6iy  Hhpî  =  tf -*•  c 

Et  fi  on  multiplie  cette  dernière  équation  par  2  (  coeffi- 
cient de  X  ôc  d^  X  à^ns  l'équation  II)  il  viendra 

V.  1 8x 4- I2y -+- i8î  =: 2a -h  2c. 

Comparant  ce  réfultar  au  produit  de  l'équation  II  multi- 

fliée  par  p  (  coefficient  des  mêmes  inconnues  xôc^  dans 
équation  I V  ) ,  on  verra  que  ces  deux  inconnues  y  font 
afFedées  du  même  coefficient.  Donc  en  fouftrayant  l'équa- 
tion 
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tîon  IV  de  Téquation  V>  ces  deux  inconnues  feront  éli- 
minées du  même  coup. 
Souftradion  faire  ,  il  reftera 

VL42y=5)i*-^2û— 2c. 
D'où  on  tire  tout  de  fuite , 

•^7  7 

Ceft  le  prix  du  fécond  cheval. 

Pour  avoir  le  prix  du  premier,  |e  fubftîtue  la  valeur  de 
y  dans  les  équations  I  &  II ,  ce  qui  les  change  en  celles- 

' (^2Jf-Hi8-h2f  =Aj 

puis  je  multiplie  la  première  par  2  ,  &  la  féconde  par  ^ 

(coeflEcients  refpedtifs  de  j  ^ 

&  i'ai  .       f^2x^iS^6i=2a 

'      \  6x'irS'i^^î=3l^* 

Je  fouftrais  la  féconde  de  la  première,  &  il  vient .... 
6x — 35  ==  2a — '  3^.  Donc  6x=sS  louis ,  &  6?'  =  1 6^. 
Les  trois  prix  demandés  font  donc  8  louis  pour  le  premier 
cheval ,  18  pour  le  fécond,  &c  16  pour  le  troifieme.  Ces 
trois  nombres  fatisfont  aux  trois  conditions  du  problême  j 
comme  il  eft  aifé  de  le  vérifier ,  &  il  n*y  en  a  pas  d'autres 
qui  puifTent  y  fatisfaire. 

La  réfolution  du  problême  V  (page  117),  où  il  s*agit 
de  trois  mifes^  fembîoit  également  exiger  trois  inconnues; 
&  dans  le  fait,  on  en  feroit  venu  à  bout  très-facilement 
par  cette  méthode ,  fi  la  première  n'eût  pas  été  encore  plus 
facile.  On  s'y  feroit  pris  de  la  manière  fuivante. 

Soient  *,j^,  ^les  mifes  refpeftives  des  trois  amis.  Soit 
ii  =  2i....e  =  24....  /==  27 ,  comme  ci-deffus. 
On  aura  par  les  trois  conditions  du  problême , 

'x^yzssa  .  .  .  ATH-  :f  =  e  .  .  .  jy-4-f  =/. 
Prenant  la  valeur  de  x  dans  la  première  équation ,  on 
aura  .  .  .  x=^a  — y\  Se  fubftituant  cette  valeur  dans  la 
féconde  équation,  afin  d'en  éliminer  Xy  on  trouvera  • . .  •  | 


\ 
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On  pourroic  enfuite  prencïrà  la  valeur  de  y  dans  ce 
dernier  réfulcac,  &  la  fubfticuer  dans  la  troifieme  équation 
du  problême  :  mais  il  eft  plus  fimple  d'ajouter  cette  équa- 
tion qui  eft jv-hçr=y,  à  celle  que  Ton  vient  de  trouver, 
a  — jy  Hr  î  =  e. 

Par  cette  addition  ,  l'inconnue  y  eft  éliminée ,  &  îl 
refte a^2.\  =/-+-  e  ;  d'où  Ton  tire  j  =s 

^ =?  -^ r^ ==   I  C. 

Or  la  valeur  de  \  étant  une  fois  connue,  celle  de  ^  fe 
déduit  de  Téquation  .r  -4-  ç  =:e  j  laquelle ,  en  tranfpofanc 
&  fubftituant  donne  j;  =  p^.  La  fubftitution  de  là  valeur 
4e  a;' dans  Téquation  x  ^y^=za^  ou  celle  de  la  valeur 
de  î  dans  Tcquation  y  ^  i  :=.  f^  donne  auffi-côt  y 

Réfolution  des  Equations  du  fzocni  degré. 

^200.  Toute  équation  du  fécond  degré  peut  ctre  re- 
prcfentée  par  cette  formule  .  .  •  X*^px=iqj  dans  la* 
quelle  p  Ôc  q  expriment  des  quantités  connues*  Celui-li 
donc  aura  réfolu  généralement  toutes  les  équations  du 
fécond  degré ,  qui  aura  une  fois  trouvé  la  réfolution  de 
la  formule  propofée. 

Or  il  eft  évident  i*,  que  pour  obtenir  dans  ce  cas 
la  valeur  de  :if  >  il  faut  extraire  la:  racine  quarrée  de  Té- 

Sijation  x^  ^^px=sq.  Il  n'eft  pas  moins  évident  2^,  que 
p  =  Oy  cette  équation  fe  réduit  à  celle-ci 

x^=zqi  d'où  on  tire  x=z  -j-  |/*y. 

Cette  première  fuppofition  n'entraîne  donc  d'autre  àif- 
ficulcé  que  celle  de  V extradtion  des  racines  numériques. 
Le  radical  eft  afFeâé  du  double  %ne,  i  caufe  de  h 
double  valeur  qui  en  refaire  pour  l'inconnue  {26j). 

20  !•  Mais  fi  p  eft  une  quantité  réelle  ^  comme  il  arrive 
le  plus  fouvent^  alors  il  faut  compléur  h  quatre  dû  pre- 
inier  membre  (142),  &  ajouter  au  fécond  membre  la 
même  quantité  qu'on  aura  ajoutée  au  premier»  Or  pouf 
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Cbnapletet  ce  qui  manque  à  la  quantité  x^  +p^>  pour  en 
faire  un  quané  parfait,  il  faut  ajouter -^^/^j  donc  •  • .  •  • 

Maintenant ,  lorfque  deux  quantités  font  égales ,  leurs 

racines  de  même  nom  font  égales  auûi  ;  donc * 

|/^  .îT*  •4-P*  +  iP*J=^^(î:+-TP*)  &  par  conféquent .  *  é 
*-+-T?=^±:KW-+-4?*)î  d'où  Ton  tire, 

a02.  Toutes  les  fois  que  la  quantité  repréfentée  par  y^ 
fera  pofitive ,  le  radical  afFedbera  une  quantité  poutive  ^ 
puifque  ^  p*  eft  néceiTairement  poiitif  (122).  Âinfî  de 
îeux  cfaofes  Tune  \  ou  la  fubftitution  des  valeurs  de  9  & 
de  \  p^  produira  un  nombre  quarré ,  auquel  cas  la  quantité 
fouoiife  au  radical  fera  commenfurable  ;  ou  cette  fubftitu-» 
tion  donnera  un  nombre  qui  ne  fera  point  fufceptible  d  ex-* 
traâion  de  racine  quarrée  exaâe;  &  dans  ce  cas,  la 
quantité  radicale  fera  incommenfurable  ;  on  ne  pourra 
l'avoir  que  par  approximation ,  mais  au  moins  fera-t-elle 
rédU  dans  les  deux  cas. 

203 .  Et  à  caufe  de  rambiguîté  du  ûgne  ±  ,  il  eft  évi* 
dent  que  cette  quantité  réelle  peut  fe  prendre  également 
eu  H- ou  en  — .  Il  en  rcfulte  donc  deux  valeurs  différentes 
pour  Xy  Se  comme  en  général  les  valeurs  de  l'inconnue 
s'appellent  les  racines  de  L'équation ,  on  doit  conclure  que 
toute  équation  du  fécond  degré  a  deux  racines* 

L'une  eft    *     .    .     A?==-**4'?-HJ^(î-+"î:P'). 
Lautreeft  .     •     •     ;r=— {■/?  —  ^Cî-t-î?*)* 

204.  Mais  ces  racines  ne  font  pas  toujours  réelles  ;  fou- 
vent  elles  font  imaginaires  :  or  voici  ce  que  Ton  entend 
par  des  quantités  imaginaires. 

Supposons  que  fous  le  figne  radical  qui  affede  j^-t— J;>*» 
la  quantité  q  foit  négative.  Cette  fuppontion  ne  peut  avoir 
que  trois  réfultats.  Le  premier ,  que  la  quantité  <(  foie 
moindre  que  ^  p*  j  alors  le  pofieif  l'emportera  fur  le 
ûégatif ,  &  le  refte  de  la  fouftradion  fera  réel. 

Le  fécond  réfultat  eft  celui  où  la  quantité  négative  | 
iergi«  ég^U  à  la  quantité  pofitive  \f^.  Alors  le  radical  ditj 
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paroîttôît ,  &  la  double  valeur  de  x  fe  rcduitoit  à— 7/^  J 

c'eft-à-dire  que  les  deux  mcines  de  Téquation »^ 

^px^=q  feroienc  égales.  Nous  retrouverons  Toccafion  de 
parler  de  ces  forces  de  racines^ 

Enfin  le  troifieme  réfultat  eft  celui  où  q  étant  négatiF, 
feroit  en  même- temps  plus  grand  que  ^  f  *.  Alors  la  quati-- 
tité  négative  furpaflant  la  quantité  pofitive ,  le  refte  feroit 
négatif.  Le  figne  radical  afFederoit  donc  une  quancicc 
négative. 

aoy*  Or  la  racine  quarrée  d'une  quantité  négative  ejï 
imaginaire  y  c*eft-à-dire  j  qu^il  n  eft  pas  poffible  de  trouver 
une  quantité  qui  multipliée  par  elle-même  donne  un  pro- 
duit négatif.  En  effet ,  ou  cette  quantité  feroit  pofitive ,  ou 
elle  feroit  négative  ;  il  n'y  a  pas  de  milieu.  Or  dans  les 
deux  cas  fon  quairé  doit  être  pofitif  (  122  )  j  donc  la  ra- 
cine quarrée  d'une  quantité  négative  eft  impoflîble.  Âinfi 
\/ —  1   .  .  .  f/" — 2  .  .  .  j/"  —  9  .  .  •  y^  —  a  .  .  . 
!/•  —  t'  .  •  •  k^  —  C  P*  •+-  2.pq  -4-  q*)  font  autant  de  quan- 
tités chimériques ,  ou  comme    l'on  dit  ordinairement  , 
toutes  ces  quantités  ibnt  autant  d'imaginaires.  Au  refte  , 
l'ufage  des  imaginaires  eft  fort  étendu  dans  les  calculs 
algébriques. 

206.  Après  avoir  parcouru  tous  les  cas  de  la  réfolutîon 
générale  des  équations  du  fécond  xiegré  j  il  nous  refte  à 
en  donner  quelques  applications  y  c'eft  ce  que  nous  allons 
faire  dans  les  problêmes  fuivants. 

I.  Problème.  Trouver  un  nombre  tel ,  qu'en  ajoutant 
fept  fois  ce  nombre  à  fon  quarré  y  la  fomme  ibit  144. 

J'appelle  x  le  nombre  demandé  .  •  .  fon  quarré  fera 
donc  x^  j  Se  h  condition  du  problème  fera  exprimée  par 
l'équation  .  .  .  Jf*-4- 7x  =  14.4.. 

Complétant  le  quarré,  j'aurai  .  .  .  :c*-+- 7*-+-^= 
■iJj^^^^y  d'où  en  extrayant  la  racine  quarrée ,  &  tranf- 
pofant ,  je  tirerai . . ,  jc = — ■2-  Hh  p^(  144  4-  •—). 

Après  quoi  ^  réduifant  au  même  dénominateur  la  quan- 
tité qui  eft  fous  le  iigne  radical,  je  trouverai  *  .  .  x:=^ 
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Or  la  racine  quarrée  de  ^eft  -^^.Donc^srs  — f  ^^  jli. 
Si  on  prend  le  figne  fupérieur  -4- ,  on  aura  xs=st  —  i 
rh  V-  ==  5).  Si  on  prend  le  fîgne  inférieur,  on  aura  x=: 
—  16.  Ainfî  le  problème  dont  il  s'agit  peut  être  rcfolu 
de  deux  manières  ;  &  en  effet ,  fi  au  quatre  de  p  qui  eft 
81  ,  on  ajoute  fept  fois  9  ou  63  ,  la  fomme  fera  144  î 
comme  auflî  en  prenant  le  quatre  de  —  i5  qui  eft.  2^6  ^ 
&  ajoutant  fept  fois  le  nombre  —  i  (5  (  ou  plutôt  fouf- 
trayant  fept  fois  i5)on  trouvera  144.  Voilà  un  exemple 
de  la  double  folution  dont  les  équations  du  fécond  de- 
gré font  fufceptibles. 

207.  Au  lieu  de  faire. tout  âû  long  le  calcul  de  ce  pro- 


leurs dans  la  formule  .  . .  ar  =  — |p±  V^ii^^P^)» 
faurois  trouvé. tout  de  fuite  ;i;=p  &  ;ir=— i5. 11  eft 
bon  de  s'accoutumer  à  ces  fortes  de  comparaifons. 

IL  Pk.ob.  Trouver  un  nombre  tel  qu'en  fouftrayant  2 
de  fon  quatre ,  le  refte  foit  i  • 

Si  on  ne  s*appercevoit  pas  d'abord  que  cela  eft  impofH* 
ble  y  le  calcul  ne  tarderoit  pas  à  en  faire  fentir  TimpoiE- 
l>ilitc.  Commençons  par  mettre  le  problême  en  équation. 

Soit  X  le.  nombre  cherché ,  &  nous  aurons  ...  x*  —  2 
^=:  1 5  d'où  en  tranfpofanr  nous  conclurons .  •,  ar*  s=  3  , 
&  en  extrayant . . .  at  =ï=±  j/*  3. 

Ceft  doncJa  racine  quarrée  de  3  qui ,  prife  foit  en  -(-^ 
foit  en  — ,  fatisferoit  à  la  condition  du  problême ,  &  don-^ 
neroit  les  deux  folutions.  Or  on  fait  que  cette  racine  eft 
inaffignable. 

Pour  rapporter  cet  exemple  à  la  formule  xr*  -H  ;>a?  =3^; 
il  faudroit  faire  ;>  =  o  .  .  .  j  =  3  ,  &  alors  Féqiiation . .  * 
a:  =:  —  i.p  Hh  j/'iq ^^^V^}  donneroit  par  les  fubftitutions 
convenables  • . .  Jr  =  ^  j/"  3  ,  comme  ci-dcffus* 

III.  Partager  le  nombre  10  en  deux  parties  telles  que 
leur  produit  foit  100. 

Le  ^fimple  énoncé  de  ce  problême  fuffiroit  pour  en 
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faire  fçnrir  rimpoflîbilité  ;  mais  en  coat  cas  le  calcul  la. 

démontrera. 

Soit^=s  lo. .  ais=  loo  • .  •  ^  5=une  des  parties  cher- 
chées, l'autre  fera  donc   a  — ^,  &  leur  produit  fera 
ax  — XX.  On  aura  donc  pour  équation  du  problème . .  . 
ax — xx^=ib\  Se  tranfpofant  les  deux  membres, afin  de 
•rendre  le  quarré  -r-  xx  pofitif ,  on  aura . . .  ;r*— /ïxs=— è» 

Comparani|  cette  équation  à,  la  formule ,  on  trou- 
vera /7  =  —  j  ,  .  •  .  ^r  ===  r—^  b.  Donc  en  fubftituant  , 
on  aura  ......  x^=:\a  Hh  l/^{  —  ^H-^^*)»  &  met- 
tant les  valeurs  de  a  &  de  ^>  il  viendra  • 

;ip===;iI^C  — ioo^^y)  =  y,±^^(—- 75).  Or  la 
racine  quàfrée  de  toute,  quantité  négative  eft  irnaginai- 
re  (  205"  ).  Donc  il  eft  impdflîblè  de  partager  10  en  deux 
parties  affez  grandes  ,  pour  que  leut  produis  dorme  loo. 

Voilà  comme  l'AlgèBre  réfou^  foutes  ces  queftions.  On 
eft  sûr  d'en  trouver  la  fôlutîon ,  quand  il  y  en  a  une ,  & 
quand  il  n'y  en  a  point ,  TAlgèbre  le  fait  connoîtr^  j  que 
peut-on  déjfirer  de  plus?  '  ^; 

IV.  Plufieurs  perfonries  voyageant  enfemble  prirent 
une  voîrure  qui  devoir  les  conduire  à  Içur  d^ftination  , 
moyennant  le  prix  convenu  de  3  4.5*.  Le  voyage  fait ,  trois 
de  ces  Voyageurs  s'échaperent  fans  payeç:^.  mais  ceux 
qui  relièrent  >  fuppléant  i  ce  qui  manquoit  par  la  fuite 
des  autres,  donnèrent  chacun  i^^  de  plus  qu  ils  n*autoient 
4ù  donner.  On  demande  combien  il  y  avoir  de  Voyageurs 
dans  cette  voimre.  .... 

Avant  de  réfoudre  ce  .problème,  tiov^s  remarquetons  que 
tout  cet  échaffaudage  de  paroles  ne  fert  fbuvent  qu'à  em-^ 
brouiller  1^  queftion.  Commençons  donc  par  la  réduite  i 
(es  véritables  termes, 

Un  nombre  x  de  perfonnes  doiveat  payçr  par  égales  por- 
tions la  fomme  de  342^.  Trois  de  ces  perfpnnes  ne  payant 
point  leur  quotepart .  les  autres  payent  pour  ello5  >  5c  il 
çn  coûte  à  celles-ci  ip*  de  plus*  Quel  eft  ce  nombre  xi 

Il  f^ttç  4'abQtd  mewç  k  problème^en  cquawon  >.  ce  qui 
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ne  fera  pas  difficile  pour  quiconque  réfléchira  un  peu  fut 
ronique  condition  que  l'énoncé  renferme. 

La  fomme  de  342^,  dira-t-on ,  doit  réfulter  de  tout  ce 
que  payent  les  Voyageurs  qui  reftenr.  Or  le  nombre  de 
ces  Voyageurs  eft  ;r — 5  j  la  part  de  chacun  n'eût  été  que  de 

"-^ ,  fi  tous  euflent  payé  ;  mais  comme  trois  d'entre  eux 

ne  payent  point,  la  part  des  autres  eft  augmentée  dt 
I9*i  ainfi  l'équation  du  problême  eft, 

Faifant  fublr  à  cette  équation  les  préparations  nécellàires , 
on  trouvera^  •-.  a:*— 3x==5'4;  &  comparant  ce  ré- 
fultac  avec  la  formule  x^  ^px=i  q ,  on  aura  p  ss*—  5  • .  • 
j=s=j4;  d'où  on  tirera...  Ar  =  —  |;y±:|/"(î-+-if*) 
=  i  ±:>/^(  j-4 H-^)  =^  |db-T-==5>  o^—- ^- La  première 
de  ces  deux  folutions  eft  évidemment  celle  que  l'on  cher* 
che.  La  féconde  indique  feulement  que  le  nombre  —  6 
fatisfait  auffi  à  l'équation  .  •  .  x*  +3^  =  ^4. 11  y  avoic 
donc  neufV<^yageius>dont  fix,  payant  5*7*  chacun,  onç 
formé  la  fomme  de  342^. 

V.  Un  Général  voudroit  difpofer  un  corps  de  troupes 
en  bataillon  quarré  :  mais  par  fon  premier  arrangement, 
îlfe  trouve  avoir  124  hommes  de  trop.  Faifant  pi)e  fecomle 
difpofition ,  il  efTaye  de  mettre  un  homme  de  plus  fur 
chaque  ligne,  &  alors  il  lui  manque  I2p  hommes,  pour 
compléter  fon  bataillon  quatre.  Quel  eft  le  nombre  des 
troupes  qu'il  commande  ?. 

Soit  a=si2^  •  .  .  i==i29>  .  .  Ar  =  le  nombre 
des  foldats  placés  d*abord  fur  le  front  du  bataillon;  on 
aura  X -4-1=  le  nombre  d'hommes  qui  par  le  fécond 
arrangement  forment  ce  même  front.  En  élevant  au  quarré 
tes  deux  expreflîons ,  on  aura  le  nombre  d'hommes  que 
ces  deux  bataillons  quarrés  conciendroient.  Mais  puifquc 
c'eft  avec  !e  même  nombre  de  troupes  que  cette  double 
difpofition  a  été  faite ,  il  eft  clair  que  Ion  aura  les  deux 
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manières  fuivantes  d'exprimçr  ce  nombre  ,  &  que  de  ces? 

deux  expreffions  réfultera  Tcquation  du  problème; 

A  la  première  infpe6tion ,  on  croiroit  que  c'eft  un^  pro- 
blême du  fécond  degré  :  mais  Ci  on  ôte  de  part  &  d  autre 
la  quantité  x*  commune  aux  deux  membres  j  on  ne  trou- 
vera plus  qu  une  équation  du  premier  degré  à  réfoudre  ^ 

&  fa  réfolution  donnera  .  .  .  a:  == J  formule 

qui  par  de  amples  fubftiçutions  fera  connoître  l'inconnue 
dans  tous  les  cas  femblables.  Ici ,  par  exemple  j  on  trou- 
vera que  x=szi26y  d  où  on  conclura  que  x*=  i^8j6  yôc 
par  conféquent  que  Ar*-hiï,  ou  lySjdH-  i^jl=:i6ooo. 
-iCe  Général  avoir  donc  i5ooo  hommes  fous  fes  ordres. 

^  VI.  On  a  divifé  le  nombre  2^30  en  deux  parties ,  telles 
que  le  produit  de  quatre  fois  la  plus  grande  par  fix  fois  la 
plus  petite  donne  144000.  Quelles  font  ces  parties  ? 

Soit  a  =3  230  .  .  .  &=s  144000  .  .  .  m  =  4  ,  .  • 
n  =  5  .  Si  on  appelle  x  Tune  des  deux  parties  ,  l'autre  fera 
exprimée  par  ^-<-  x  y  6c  on  aura  pour  équation  générale  des 
problèmes  analogues  à  celui-là  •  •  , 

m    a  —  AT)  (7ZAr)=?è;  d'où  mnax  —  mnx*=sb* 
Tranfpofaqt  les  deax  membres  »  &  divifant  par  mn ,  on 

trouvera:  .  .  .  x^  —  ax;=x  —  —  ;  Se  comparant   cette 

derqierç  équation  avec  Ar^+pa;  =3  y,  on  fera/;=s— t^.., 
jr=3=— ' — 5  puis  on  fubftituera  dans  là  veleur  générale 
4e  ^==— .-jpi  j/'Cç^-^p*  ),  "ce  qui  donnera.  ,  .  . 

d'où  jp=  aob ,  ou  =  3 o, 

VII.  On  demande  s*il  y  ^  dçux  nombres  tels  que  le  double  de  1cm: 
fomme  foit  égal  au  triple  de  leur  produit ,  en  fuppofant  que  le  triple  do  • 
leur  produit  eft  lui-même  égal  à  la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soit  X ,  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres  ;  y  >  le  plus  pectc.  Par  la 
j>rçmierç  çwdiçipAa  ^(x-i-y)^^}  vy'i  par U ïccojide,  2,  (9ç^y)zsg 
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De  cette  dcmicrc  équation  on  déduit  *  3=^  -4-  »,  ce  qui  change  la 
précédente  en  4y-f-4=r5y»-h^ 5  d'ou/'ioi^yss— fj-hfv'iî,  & 
*=|±f  V^ï3'  Effcdivcmcnt  le  double  de  ces  deux  nombres,  le  tri- 
ple de  leur  produit ,  &  la  différence  de  leurs  quarrés  font  trois  quantités 
ipics y  dont  chacune  cft  f  ± ^  |/ 1 3. 

208.  Les  folutions  précédentes  fuffiront  pour  trouver 
celles  des  problèmes  fuivants.  On  pourra  s'y  exercer,  quand 
on  n'aura  rien  de  mieux  à  faire  ^  car  les  méthodes  une  fois 
comprifes  ,  il  né  faut  pas  trop  infifter  fur  les  exemple^ ,  ni 
sappefanrir  fur  les  détails. 

On  demande  à  un  homme  combien  il  a  d'écus.  Il  ré- 
pond :  il  vous  ajoutez  enfemble  la  moitié ,  le  ners  ,  &  lé  "^  /it 
quart  de  ce  que  j'en  ai ,  la  fomme  furpaffera  d*un  le  nom- 
bre  que  vous  demandez,  ^-^yjii 

Un  père  a  yo  ans  j  fon  fils  en  a  12.  Quand  cft-ce  que  ^^^T^ 
rage  du  père  ne  fera  que  le  triple  de  celui  du  fils?         tT^^ 

Une  perfonne  charitaole  voulut  un  jour  faire  l'aumône 
à  plufîeurs  pauvres ,  &  donner  également  à  tous.  D'abord 
die  avoir  projette  de  donner  3  tous  à  chacun,  mais  il  lui 
auroic  fallu  p  fous  de  plus  y  elle  ne  leur  en  donna  donc 
que  2  y  Se  il  lui  en  refta  2.  Combien  y  avoit-il  de  pau*  ,_^  et 
vres  ?  combien  cette  perfonne  avoit-elle  de  foiis  ?  -^  » 

Un  ouvrier  n'avoir  plus  que  6*  lorfqu  on  lui  paya  cinq 
femaines  de  travail.  Quinze  jours  après  il  avoir  déjà  dé- 
penfc  les  trois  quarts  de  tout  fon  argent  :  mais  ayant  reçu 
le  prix  de  fon  travail  pour  ces  quinze  jours ,  il  fe  trouva 
avoir  21^.  Que  gagnoit-il  par  femaine? 

Le  Teftament  aun  oncle  porte  que  chacun  de  fes  ne- 
veux aura  12000* ,  &  chacune  de  fes  nièces  0000  fur  la 
(brame  de  120000**  qu'il  leur  lailTe  après  la  mort.  Par 
cette  difpofirion  il  ne  refte  rien  de  cette  fomme.  Si  au 
contraire  chaque  nièce  eût  eu  12000*,  &  chaque  neveu 
5)000* ,  il  feroit  rcfté  pooo*.  Trouver  le  nombre  des 
neveux  &  celui  des  nièces.  ^^^d*€^^*^ 

♦  UnchaflTeur  promet  à  un  autre  de  lui  donner  une  fom-^,^i^^ir. 
me  i,  toures  les  fois  qu'il  manquera  une  pièce  de  gi^^-xy^»^^^ 
bier.  Cet  autre  à  fon  tour  s'engage  à  payer  une  fomme  ^i^;^^^lf^^!^< 
totttçs  les  fois  qu'il  la  tuera,  Après  un  nombre  n  de  coupy^î^'..  cnr^ 
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lie  fufily  il  peut  arriver»  ou  que  les  deux  chalT^urs  nefe 
doivent  rien  y  ou  que  )e  premier  foit  redevable  au  fécond  » 
ou  le  fécond  au  premier  aune  quantité  d*  On  demande  une 
formule  qui  fafie  connoître  dans  les  trois  cas  combien  il  y  a 
eo  de  coups  manques. 

*"  Trouver  un  nombre  tel  qu'en  le  divifant .  en  m  parties 

égales  >  le  produit  de  toutes  ces  parties  foit  égal  à  celui  de 

m-^  1  parties  égales  du  même  nombre  ;  de  manière  , 

par  exemple ,  que  le  produit  des  deux  moitiés  de  ce  nona- 

bre  foie  égal  au  produit  de  fes  trois  tiers. 

^  5c  l^tâdLUtïQ  perfonne  ayant  doublé  au  jeu  l'argent  qu  elle  avoîç 

l»^«^^  avant  que  de  jouer  ^  donne  un  louis  à  fes  domeftiques* 

i5r^/«2S^^»«^âgnant  une  féconde  fois  de  quoi  doubler  Tareent  qui  lui 

#£»WVV*^fte ,  elle  met  à  la  loterie  un  louis  qui  ne  lui  rapporte 

^  ^r^^^M^^^*  Entrant  au  jeu  pour  la  troifieme  fois  >  &  douoianc 

,.gi^44M^i^    fon  argent ,  elle  ne  fe  trouve  plus  avoir  qu'un  louis  dans 

zjât:,^ti^îx  poche.  Combien  avoit-elle  d'argent  d'abord? 

^2^'/;-' ^5^^,  JB  Se  Cont  chacun  un  certain  nombre  d'écus  que 

^:^^^^*^Ton  ne  connoît  pas.  Tout  ce  que  l'on  en  fait  fe  réduit  2 

^<^*^1?|ci.  A  diftribuant  de  fes  écus  à  5  &  à  C,  a  doublé  les 

/^^^^^jîpmbres  refpedifs  qu'ils  en  avoient  déjà'.  B  diftribuant  i 

>aptc3e*^^^^  tour  les  fiens,  a  doublé  ceux  qui  reftoient  entre  les 

afiâ  ^ 2'a^^^^^  de  Ay  8c  ceux  que  C  avoit  alors.  Enfin  C  a  doublé 

%idz*ttj^^  même  ceux  que  A  ôcB  avoient  au  moment  de  fa  dit 

i  tribution  ;  &  tout  cela  fait ,  chacun  s'eft  trouvé  en  avoir 

id.  Combien  en  avoient-ils  en  commençant  ? 

*  Avec  un  nombre  quelconque  a  de  cartes ,  on  fait    un 


yp  ^/  «ombre  quelconque  t  de  tas ,  dont  chacun  contient  un 

^^^^^^*\cgal  nombre  quelconque  c  de  points.  On  a  compté  ces 

^  ^^      ppînts  de  maniereqi^e  Ja  première  carte  de  chaque  tas  vaut 

r^^^    ™^  points  >.  fi  c^eft  un  as  j   dix  points,  fi  c'eft  une  fi-i 


'^^*'?*~^gure ,  &  ainfi.  de  fixité  :  les  autres  cartes  du  même  tas  ne 
3^t«!^##*^*^^^^  comptées  que  pour  un  point. chacune.  Quand  tous 
7€inr  :xi  ^  '  ces  tas  font  faits ,  on  vous  remet  le  nombre  à.  des  cartes 
c^J-'faV^-^ui  reftent ,  &  on  vous  propofe  de  deviner  la  fomme  de 
[^♦/;^-.^-#-points  formée  par  les  feules  premières  cartes  de  tous  les 
9  tas .?  Comment  la  devinerez-vôus  ? 


DE  Mathématiques.  i^f 

Etant  donné  le  produit  tf  de  deux  pends,  &  leur  différence 
^,  chercher  combien  chacun  de  ces  poids^là  pefe« 
On  ruppofe  connues  la  fomme  de  deux  nombres  Se  U 
me   de  leurs  cubes:  trouver  ces  nombres. 
Quel  eft  le  nombre  dontp  fois  la  puilTance  m  eft  égale 
g  fois  la  puiflance  m+a^  * 

Nous  traiterons  des  Equations  des  degrés  plus  élevés  » 
es  avoir  expliqué  ce  qui  regarde  les  proportions* 


ÏDES  RAPPORTS  ET  DES  PROPORTIONS. 

%0^.^^rAiAT  données  deux  quantités  quelconques  ,  oii 
I  peut  fouftraire  Tune  de  laucre,  pour  favoir  quelle  eft  leui. 
1  différence:  on  peut  auflî  divifer  Tune  par  Fautre,  pour 
I  connoître  leur  quotient. 

Le  réfultat  de  la  première  opération  eft  de  marquer  la 

Quantité  dont  une  grandeur  furpalTe  l'autre  j  le  réfultat  de  la 
iconde  eft  de  marquer  le  nombre  de  fois  qu  une  grandeur  ^ 
CQ  contient  une  autre*  Le  premier  réfultat  s'appelle  le 
Kapport  ou  la  Raifon  Arithmétique  de  ces  quantités.  Le  ' 
fécond  s'appelle  le  Rapport  ou  la  Raifon  Géométrique  de 
ces  mêmes  quantités  ;  (  dénominations  aifez  mal  imagi* 
nées ,  mais  que  l'ufage  a  pourtant  confacrées). 

Comparant ,  par  ex.  3  ^  avec  1 3 ,  pour  favoir  de  combien 
3P  furpalTc  13  ,  j'écris  3^  —  13  =25 ,  &  je  dis  que  la 
raifon  arithmétique  de  3P  a  13  efl  2(^* 

En  comparai\t  ces  deux  mêmes  nombres  3p  &  13  pour 
{avoir  combien  de  fois  1 3  ,  par  exemple  »  eft  contenu  dans 
39 ,  je  divife  3  p  par  1 3 ,  &  le  quotient  3  exprime  la  raifon 
gcométrique  de  35)  à  13. 

Si  on  eut  divifé  1 3  par  3p ,  le  quotient  eût  été  \  [  ^4  > 
Or  rien  n'oblige  à  divifer  plurôcla  première  quantité  par 
la  féconde ,  que  la  féconde  par  la  première.  Il  fuffira  donc 
dç  prçvçnii:  ijnç  fois  pour  çqhcçs,  que  àms  les  exemples 
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£ûvattcs  noas  eftimerons  les  rapports  géomérriques  en  di- 

▼iiaiic  la  féconde  quantité  par  la  première. 

2.10.  Comme  toute  comparaifon  fuppofe  au  moins  deax 
termes ,  on  eft  convenu  de  les  appeller  l'un  V Antécédent  , 
l'autre  le  Conféquent  de  la  raifon ,  foit  arithmétique  ,  foie 
géométrique  qui  en  réfulte.  Ainfii  tout  rapport  arithmétique 
tonfijle  dans  la  différence  qvUil  y  a  entre  l*antécédent  &  It 
conféquent  i  (^  tout  rapport  géométrique  inexprimé  par  U 
quotient  d'un  de  ces  deux  termes  divifépar  Vautre. 

211.  Lorfque  deux  quantités  ont  entr'elles  ime  difFé* 
rence  égale  à  celle  qui  règne  entre  deux  autres  quantités  , 
oa  dit  alors  que  ces  quatre  termes  font  en  proportion 
afishmétique.  Les  nombres  7  &  4 ,  par  exemple ,  différent 
enrr'eux  de  la  mcme  quantité  3  ,  que  les  nombres  8  &  y  ; 
,ainS  ces  quatre  nombres  font  en   proportion,    &  pour 

Imdiquer  on  eft  convenu  d'écrire 

.^        7-4-8.y,  ou  7.4=8•5' 
ce  qm  fîgnifîe  7  eft  à  4  comme  8  eft  à^y  j  ou  le  rapport 
arithmétique  de  7  à  4  eft  égal  au  rapport  arithmétique  de 
o  a  y» 

n  fuît  delà  que  deux  raifons  arithmétiques  égales  for- 
ment  toujourr  une  proportion  arithmétique.  Voici  quelques 
exemples  de  ces  fortes  de  proportions. 

24  .  12  :  tfo  .  48  . . .  1002  .  1000  :  2  .  O 
^^^  ^4j-=ii-<^t--ï5>f-23=:24|:28f. 
!ii2.  Lorfqa^il  règne  entre  deux  quantités  im  mcm* 
quotient  qu  entre  dçux  autres ,  ces  quatre  quantités  font 
en  proportion  géométrique.  Si  on  divife,  par  exemple,  l  j 
pard,  le  quotient  eft ^2  ;  &  fi  on.divife  18  par  9  ,  1* 
guotient  eft  encore  2.  Ainfi  les  nombres  ^ ,  12  ,  p  &  iJ 
forment  une  proportion  géométrique  qqe  Ton  indique  d 
la  manière  fntv^rirp» 


6:i2:;p:i8...oud:i2=9:  18 


eft  à 


--•^-^..Vî  10.-.  ou  0  :  12=9:  18,  ou  ^==5  Y- 

v^n  prononce  6  eft  à  12  comme  g  eft  à  18,  ou  ce  que^ 

i  a  18.  •^  ^     ' 


Concluons  donc  que  deux  raifons  géométriques  égab 
forment  toujours  une  proportipn  géométrique. 
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Exemples  .  .  •  2  :  5  :  :  y  :  l  J  .  .  .  7  :  (îj  :  :  i  :  9 

Jl    •  JL2.  •  •   T    •   ^  J.  •  —  •  •   T  •   T 

215.  Le  premier  &  le  dernier  terme  dWe  oroportioa 

pelient  les  extrêmes.  Le  fécond  &  le  troilieme  s  ap- 

lent  les  moyens. 

Qaand  on  compare  deux  raîfons  géométriques  enfèm- 

,  il  arrive  quelquefois  que  lantécédenc  de  la  première 

i  fon  conféquent ,  comme  le  conféquent  de  la  féconde 
é  i  fon  antécédent  :  on  dit  alors  que  ces  deux  derniers 
tennes  font  en  raifort  invtrft  des  deux  premiers.  Les  quatre 
flombres fui vants font  dans  ce  cas-là  •  •  •  15  ;  25  •  • .  I4i  7* 
Dans  les  cas  où  le  premier  antécédent  eft  i  fon  conféquent 
comme  le  fécond  antécédent  eft  à  fon  conféquent ,  on  die 
^e  les  deux  derniers  termes  font  en  raifon  direSe  des 
Jeux  premiers. 

214.  Oit  appelle  proportions  continues  toutes  celles  ou 
le  conféquent  de  la  première  raifon  fert  d'antécédent  à  la 
féconde.  On  en  diftmgue  de  deux  fortes  :  les  proportions 
coodiiues  arithmétiques ,  Se  les  proportions  continues  géo<; 
«ûctriques. 

Exemple  des  premières  .•••io.i8:i8«  25. 
Oa  écrit  pour  abréger  .  .  .  .  -fr  10  .  18  .  25. 

1  Exemple  des   dernières (J  :  24  :  :  24  :  ^6. 

On  écrit -fr     <^  •  24  :  ^6. 

Dans  les  deux  cas ,  le  fécond  terme  s'appelle  le  moyen 
'  pofoTtioneL  Seulement  on  ajoute  le  mot  arithmétique  ou 
géométrique ,  fuivant  la  nature  des  rapports  dont  ce  terme 
^t  partie. 

21  y.  Quand  on  écrit  plufieurs  raifons  égales  de  fuite  » 
on  a  un  certain  nombre  de  quantités'  proportionnelles  en- 
^«  elles  :  mais  quand  le  conféquent  de  la  première  de  ces 
lîiifons  fert  d'antécédent  à  la  féconde,  &  que  le  conféquent 
^e  la  féconde  fert  d'antécédent  à  la  troifieme,  &  ainii  des 
âuttôs ,  la  fuite  de  ces  raifons  égales ,  forme  une  pro^ 
mB^on ,  dont  l'efpece  fe  détermine  par  la  narure  des  raifons 
^^  la  compofent.  Voici ,  par  exemple ,  une  progreflîoa 

««Hmétique, 
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l»3  i^éS*  S^7n*9  :&c.Onccric..-f-1 .3  •  j.y.p*  Ac 

La  progrçifion  fuivante  eft  géométrique  j 
lï;2::2:4::4:8::8:l5r.&G.Onécrit-^l:2:428si6':&c 

a  16.  En  général,  on  appelle  progreffion  âjrulmiétiqm 
toute  fuite  de  termes  qui  comparés  deux  à  deux  facceifi 
vemenc  ont  entre  eux  une  même  différence  :  &  on  appel/e 
progreflion  géométrique  toute  fuite  de  termes  tels  que  la 
divifion  (ucceflive  de  l'un  par  Tautre  ramené  toujours  h 
même  quotient. 

Des  Proportions  Arithmétiques. 

aîj.  S*il  étoit  poffible  d*avoir  une  formule  générale  de> 
progreffions  arithmétiques  ,  tout  ce  que  Ton  auroit  dé- 
montré relativement  à  cette  formule ,  s'étentfroic  géné- 
ralement à  tous  les  cas  particuliers. 

Or  une  proportion  arithmétique,  avons-noCis  dit  (2 1 1} , 
fie  peut  être  formée  que  par  deux  raifons  arithmétiques 
égales  :  donc  fi  nous  parvenons  à  trouver  deux  de  ces  rai«» 
fons  exprimées  généralement  >  il  en  réfûltera  TexprefCon 
générale  des  proportion^  arithmétiques. 

Pour  trouver  ces  deux  raifons ,  foit  a  l'antccédônt  de  la 
première}  foit  6  fou  conféquent;  foit  d  la  différence  de> 
ces  deux  termes.  On  aura  ^  — ^  t  =»  ±  i,  fuivant  que  a 
fera  plus  grand  ou  plus  petit  que  by  8c  par  conféquent 
(ip2)  b=ia  ^  d.  Mais  on  peut  repréfenter  toute  raifoû 
arithmétique  par  celle  de  a.by  donc  en  fubflituant  la 
valeur  de  A ,  on  peut  auffi  repréfenter  route  raifon 
arithmétique  par  celle  de  a.  a^  d. 

Cela  pofé ,  toute  autre  raifon  arithmétique  pouvant  ctre 
repréfentée  par  celle  de  c  ./,  il  faut  que  c — 'f==  ±  d^ 

i)our  que  cette  raifon  foit  égale  à  celle  de  a .  b  {  210  ).  De 
'équation  c  — /==  ±  ^  $  on  tirera  dohc/=3  c^  d:  ainfi 
toute  raifon  arithmétique  égale  à  celle  dea.a^d  peut  être 
repréfentée  par  celle  de  c  .  c  ^d.  Nous  avons  donc  l'ex- 
preffion  de  deux  raifons  arithnsiétiques  égales ,  ôc  par  confé* 
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^ent  la  formule  checchée  pour  toutes   les   proporcioni 
arithmétiques.  Cette  formule  eft, 

ai 8.  Delâ^  nous  conclurons  i^,  que  dans  une  raifôa 
arithmétique  quelconque  l'antécédent  diminué  ou  aug^ 
mente  de  la  différence  eft  égal  au  conféquent. 

215^.  Nous  conclurons  2^,  que  dans  toute  proportion 
arithmétique 'la  fomme  des  extrêmes  eft  égale  à  lafommedts 
moyens.  Car  fi  on  ajoute  le$  extrêmes  de  la  formule 
précédente ,  on  trouvera  a^^c  ^  d^  6c  Cion  ajoute  les 
moyens ,  on  retrouvera  les  mêmes  termes.  L'égalité  des 
extrêmes  &  des  moyens  a  donc  lieu  dans  la  formule  j  Se 
par  conféquent  elle  a  lieu  dans  tous  les  cas  des  propor-* 
dons  arithimétiqûes.  Ce&  même  la  plus  utile  de  leurs  pro- 
priétés. Âin/i  toutes  les  fois  que  Ton  aura  •••  a.b  :c  »d,on 
en  inférera  ..•  a  -+•  d  =  |^  -+•<:• 

220.  Nous  conclurons  3^,  que  fî  dans  une  proportion 
arithmétique ,  il  y  a  un  des  deux  extrêmes  inconnu ,  ià 
valeur  (e  trouvera  tout  de  fuite ,  en  fouflrayant  Tautre  ez« 
trême ,  de  la  fomme  des  moyens. 

Exemple  ...  On  demande  le  quatrième  terme  de  la 
proportion  .  .  .  17.2^:  13  . -r  .  .  •  On  a(2i^)  17-h 
ar=s25)*+- 13  ;  donc  x=42—  I7  =  2J. 

Si  le  terme  inconnu  efl  un  des  deux  moyens,  on  voit 
bien  ce  qu'il  faut  faire  pour  avoir  fa  valeur. 

221, 4^,  Dans  toute  proportion  arithmétique  continue» 
la  fomme  des  extrêmes  eft  double  du  terme  moyen-pro- 
portionnel* Car  alors  la  proportion  a  .b:  c.  d^  fe  change 
en  celle-ci  .  .  .  a  .^:t  .^j  d'où  on  tire  ^-+-rf=2&. 

222.  5"^,  Pour  trouver  le  moyen  proportionnel  arithmé- 
rique  X entre  deux  termes  a  Se  b y  on  écrira .  ..a.xix.b. 

Puis =  *i  c'eft'à-dire,  que  le  moyen  proportioml 

arithmétique  entre  deux  quantités  données  eft  égal  à  la  moitié 
de  la  fomme  de  ces  quantités. 

223.  6*,  Puifqu'une  progreffion  arithmétique  eft  toth 
]9m  une  faite  de  termes  entte  lefquels  il  règne  une  même 
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différence ,  on  doit  voir  que  la  formule  fuivante  convieoc 
a  toutes  ces  progreflîons ,  parce  que  chaque  terme  y  diffère 
également  de  celui  qui  le  précède. 

Le  fîgne  fupérieur  eft  pour  les  progreffîons  décroiffantes  j 
le  figne  inférieur  eft  pour  les  progreffîons  croijfamts. 

224.  7® ,  Ce  qui  eft  vrai  dans  cette  nouvelle  formule  , 
doit  donc  trouver  fon  application  dans  toutes  les  progref- 
fions arithmétiques.  Or  dans  cette  formule  3  h,  fomme  des 
termes  également  éloignés  Aes  extrêmes  eft  toujours  cont- 
rante j  c'eft-à-dire  quelle  eft  égale  à  la  fomme  de  ces  ex- 
trêmes ^  ou  à  la  fomme  àts  moyens,  ou  au  double  du 
moyen ,  quand  il  y  a  un  nombre  impair  de  termes.  Pre- 
nons pour  exemple  le  fécond  terme  a  ^  d ,  &  l'avant-der-* 
nier  a'^  ^d.  Leur  fomme  eft  2  a  ^=  y  i.  Les  extrêmes 
font  a&c  a^^dj  dont  la  fomme  eft  évidemment  la  mjème. 
Les  moyens  font  a^^  2.d  ica"^  ^d  dont  la  fomme  eft 
également  2a  ^  yi. 

On  peut  vérifier  ces  réfultats  fur  les  nombres  fuivants  , 
par  exemple', 

-^  7  .  12  .  17  .  22  .  27  .32  .37  .  42  .  47. 

225*.  8^  ,  On  a  remarqué  dans  la  formule  des  progref^ 
fions  arithmétiques  j  qu'un  terme  quelconque  étoit  égal 
à  la  fomm^  du  premier  terme  ^  &  du  produit  de  la  diffé- 
rence commune  d  parle  nombre  des  terfties  précédents; 
Ponc  on  peut  avoir  un  terme  quelconque  dans  une  pro- 
greflîon  arithmétique  dont  on  connoît  le  premier  terme  tf  , 
la  différence  d ,  &  I0  nombre  n  des  termes. 

Le  terme  cherché  étant  appelle  «,  on  aura  toujours 
«==a  ^d  (n-r-^  I  ). 

226.  p** ,  Dans  cette  même  formule ,  on  a  remarqué  que 
la  difEérence  du  premier  terme  a  au  dernier  a  ^  jd  eft 
égale  au  produit  de  la  différence  commune  d  par  y  ,  nom- 
bre des  termes  moins  un  ;  &  on  en  a  conclu  que  dans 
toutes  les  progreffions  arithmétiques  croiffantes  on  de  voit 
avoir  « -^  a  =  4  (/i—  i  )  =;  da  -^  d ,  en  appcllant  »  le 

dernier 


ittmtt  terme ,  a  le  premier ,  d  la  différence ,  &*  n  le  nom- 
bre des  termes.  C'en  ainfi  que  dam  la  progreffion  ,  .  •  . 
-^^.p.  14.  I  j).  24. 25).  34.  3p,  on  trouve  que  3<)-^ 

Le  même  rcfultat  a  lieu  dans  les  progreflîons  dccroif- 
fahtes,  en  appelianc  leur  premier  terme  « ,  &  le  dernier  ai 
Exemple.  La  différence  des  deux  extrêmes  de  la  progrei^ 
fion  ..  .  -f-  42.  35-  .  :28.2l  .  14,  eft  28  =542  —  14 

«7  (y-*;  0  —  7  •4* 

'  227.  lo**  i  En  confidérant  de  nouveau  la  formule  gcné- 
!ale  des  progreffions ,  on  a  vu  que  la  fomme  de  tous  fes 
termes  étoit  égale  au  produit  des  deux  extrêmes  par  la 
moitié  du  nombre  des  termes.  On  a  vu,  par  exemple , 
que  la  fomme  des  extrêmes  ,a'+'a^^d,QU2a^^^d 
multipliée  par  3,  moitié' du  nombre  des  termes,  donnoic 
pour  produit  6a^=^î^d.  Ot  lajfomme  de  tous  les  termes 
^a.a  qp  i.a^ad.-al^  ^d.  a  ^  ^d  .a^^jd  donne 
«iffi  6a  ^=■  i^d.  Donc  la  fomme  des  termes  d'une  progrejpon 
arithmétique  quelconque  ejl  égale  au  produit  dé  la  fomme  des 
txtrimes  par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Appelant  donc  a  &  «  les  deut  extrêmes ,  s  la  fomme 
J^s  termes  ,  n  leur  nombre ,  on  aura  généralement 

On  peut  donc  dire  auffi  que  la  fomme  des  termes  d'une 
progreffion  arithmétique  eft  toujours  égale  à  là  moitié  dii 
produit  de  la  fomme  des  extrêmes  par  le  nombre  des  ter.- 
mes ,  ou  ap  produit  du  terme  moyen ,  (  fî  le  nombre  des 
termes  eft  impair  )  par  le  nombre  des  termes.  Tous  Cè$ 
produits  font  égaux. 

11  eft  donc  bien  aifé  de  calculer  la  fomme  des  coups 
frappés  par  une  horloge ,  à  chaque  tour  du  cadran* 

228.  Après  tous  ces  détails,  on  ne  trouvera  point  de 
difficulté  dans  la  réfolution  des  deux  problèmes  fuivanis. 

I.Prob.  Etant  donnés  de<fc^  termes  ^  &  «,  comment 
inlçrer  entr'eux  un  nombre  m  de  moyens  pfoportionels , 
^  manière  qu'il  ea  refaite  une  progreiEon  aritiimédqac? 
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*  Ce  frobtéme  £era  réfolu  auffi-càt  que  l'on  coonoicra  II 
^îfFérence  de  la  ptogreffion  cherchée*  Or  on  (m(226)t^ 
^.^a^^d(n-^t)iÇCQn  voîc  qae  dans  c^cas^n*-»  t 

cjB  m  -4-  I  :  donc  — -r-  asi.  Divifanc  donc  la  diiFécenee 

«les  deux  termes  donnés  p^r  le  nombre  m  dts  moyens  pco- 
portiotieb  ,  augmenté  d'uae  uniié>,  on  aur^  toujours  poiit 
ji^otient  la  différence  cherchée* 

Exemples.  On  voudroit  intercaler  fix  termes  pfor 
portioneU  -  arithmétiques  entre  4  &:  5a  •  •  .  Faites  4  ai 

^.  .»»  =  32.*  .  m=aio,&  vous  aurcE^—  =» 

s=s  4  3=s«  i.  Aiofi  la  |u:ogre(Iîon  demandée  fera  •  •  •  • 

•rf-4.S  »  19. 1^.  ?o*  24.28.32. 
Entre  1^  &  7  on  voiidrolt  inférer  quatre  termes  qui 
âiTent  une  progreffion  a^ifthmétique. 

Jefais^nFiJ   •  •  .  4is=7  .  •  •  m=4,8c  j'aiis^ 

'  ^^  =  — •  Maïs  comme  la  progreifion  eft  décroiflante» 

il  faut  fouftraire  de  chaque  terme  la  différence  commune, 
Àinfi  laprogreûionfera~  13  .  lïf.  lOf  .^7.87.7. 

22p.  II.  ï'i^pB.  On  fupppfe  que  le  premier  terme  foie 
repréfenté  par  a^  que  le  dernier  fpit  repréfenté  par  «,  la 
différence  par  d ,  le  nombre  des  terhies  par  n ,  St  leqc 
Comme  par  s:  6c  on,  demande  des  formules  qui  fanent 
jconnoitre  immédiatement  la  valeur  de  deux  quelconques 
de  ces  quantités ,  les  trois  autres  étafit  îupppfées  connues. 

Solution.  De  Téquation  .#-'— 4ï=5piR.— rf,  on  tirera 
td'abord  quatre  formuler  différentes  ppur  les  valeurs  refpec- 
tives  de  a^  6à^  d  Se  m  (  Mais  avant  que  d'entrer  dans  au- 
^un  détail  »  il  eft  à  propos  de  prévenir  le  Ledeur  que  ce 
problème  eft  rarement  utile.  On  peut  donc  en  négliger  U 
«^lucion ,  Se  paflec  f  cuit  ^  fuite  aux  proportions  ^éomé* 
«Cliques  )•  Ces  qu»(re  facm«iles  f<>nt ,     . 

I.  ^==i>  —  in  +  i....âl. rfa=3^^^— , 
If.  Mj^A-H^n^»- 1{ ......  IV..iMttl  p4m.—j-« 


pe  ï*<^aation  2s=^an-\-i*n  (227), on  tirçtt  «i  Qimrt 
«aires  formules ,  v— «• 


1» 


V.  4^  — -  ~*  .  .  .  VII.  «*6-ii-. 

Et  fi  dans  l'cquado^  2;  «  an  -4-  -n»  vous  fuhfUtiïfi  JU 
yaleur  de  «  prife  dans  l'équation  «  —  assdn—r-d  voui 
iurez  ....  2î=s  aan  -f  ïfnn  -^  <fn,  d'où  vo^s'  titetta 
les  quatre  formules  fuiv^mtes ,  .  '  ^ 


lx.*=i.  -  fLti. 


^a .  ....  Xllérctfff  -4-  «  ■  ■       : 

lubftituanc  enfuite  dans  la  mêmç  équntîon  asp^an*^ 
Ii7i ,  la  valeur  de  a  prife  dans  IVquation  • . .  « — ^  îxs  ^/rzi^i/ 
vous  trouvereï  . . .  2i  =s=  2# ^  —  ^n/i  -<^  ^^ ,  éqiiation  qui 
TOUS  donnera  quatre  nouvelles  formules»  '    ^ 

pa.=i.H.^<..xv..=i4.i+V'(-7+S-<.^+i) 

Iiï.i=iîî;li....xyi.«..-t'+  Û. 

Subftituanc  enfin  dans  as^ssan-^^n,  la  valeur  <jle  n  prife 
4ans  la  première  cquarion,  vous  aurez  •  .  .  .  2i»=sa  -j.» 

ri-  : — ^-~5  ^'oû  fe  tirent  les  quatre  dcj^nieies  f(^rmules* 


XYIL  ir=|rf-l-i/(-ii£f+ii*+«fH.,,i)...XIX.rf= 


i.*-r<» 


Et  fi  1  on  veut  difpofer  ces  vingt  formales  de  manière  i 
reconnoître  dans  Tmftant  celle  qui  doîc  donner  la  vaJ^c 
demandée  »  on  peucies  arrange  dç  la  maniefe  fuivante. 


?  îj. 


[Ï4.5-: 


Leçons  Élémiktairks 


1     Étant 
donnés 


a^  n  y  s 

41^  d^  5 
d,  n,s 


a,  dyTi 

d\  d,s 
d,n,^ 


Trouver 


4y  0»  n 

a,    ItyS 


a,0,d 

4iyW,S 

#,  d\'s 


a^  a,  n 
4ijd,n 
^,dy  m 
it»  d^n 


FORMULES. 

%s 

a  =  \d  +  V('^^ds'^'\d^'h^d^ 
s        dn^d 

.    n             X  .     . 

-*;• 

«  =:  â  -♦-  <£rî  —  </. 

n 

s        dn  —  d 
«=? h- 

n               ^ 

*»;. 

W^a 

c 

j       15  —  xan 

Xt-a-a 

nn  — n 

» — a 

15 

n  = -.              * 

»  =  ^-7-K(-7-'-7-S> 

1                            ■' 
dnn  —  dn 
j  sezan  M -• 

'--    X       "'         zd     ' 
dnn-^dn 

X 

D  H     M  A  T  B  K  M  À  T  I  Q  U  H  t.  44J> 

Applications.  I.  On  fait  d'après  les  obfervatîons  de 
Galilée  que  les  efpaccs'  parcourus  en  verru  de  la  gravité 
par  un  corps  qui  defcend  du  repos ,  croiflent  fuivant  U 
progreffion  des  nombres  impairs  i ,  ?  ,  y,  7  &c;  c'eft-à- 
dire  qu'un  corps  rombant  par  la  feule  impreffion  de  la 
gravité  parcourt  à  peu- près  ly  pieds  dans  la  première  fé- 
conde de  fa  chute ,  45*  pieds  dans  la  féconde- faivante,  & 
«ind  de  fuite.  On  demande  combien  il  aura  parcouru  de 
pieds  au  bout  de  fix  fécondes.  - 

•  Ce  problême  fe  réduit  à  trouver  la  fomme.  d*une  pro^- 
greflîon  arithmétique  dont  le  premier  terme  ^=5  ly  piedr, 
dont  la  différence  if  ==  3  o ,  &  dont  le  nombre  des  ter- 
mes n  =  6. 

Je  prends  donc  pour  le  rcCoudre  la  féconde  formule 
des  valeurs  dei,  &  j'ai  .  .  .  .  • 

(^dn  —  d)n  "   •       <  i«o — to)^ 

js=izn-H ;;; ==poH =  5'4a. 

AînG  le  corps  dçnt  il.s'agit  aura  parcouru  5*40  pieds  apfc$ 
6"  de  chute.  . 

IL  Un  voyageur  voudroît  bien  arriver  en  4  jours  à  fa 
deftination,  en  accélérant  chaque  jour  fa  marche  de  5; 
lieues.  Pour  exécuter  fon  deflein  il  èft  obligé- de  faire  .ap 
lieues  {  le  dernier  jour.  On  demande  coipbien  -il  a  da 
faire  le  premier  jour.       -  - 

Ce  problème  fe  réfout  par  la  fôrmide  qui  donne  la  va- 
leur de  a  quand  on  connoit  a  ^  dj  n.  On  a  donc  ^ 

a  =  (iù  —  in  -Jr  ^  =5=^^20  7. 
Ce  Voyageur  doit  donc  faire  20  lieues  ^  le  premier  jour  » 

.  ,     r  t  dnn'-^dn 

&  par  la  formule  s=:»n ^  on  trouveroit  que 

la  route  qu'il  a  faire  dans  ces  quatre  jours  eft  de  looi 
lieues. 

III.  Si  on  eût  demandé  en  combien  de  j'ours  ce  Voya- 
eeur  auroit  parcouru  les  cent  lieiies ,  eh  faifant  20  lieucs•5^ 
le  premier  jour^  3  de  plus  le  jour  fuivant»  &  ainfi  de 
fuite ,  on  fe  fcroit  fervi  de  la  formule^  qui  donne  la  valeuc 
de  n j  quand  a^  d^s  font  connus^  Cette  formule  eft ^ 

Knj  ' 


$c  I  on  auroic  trouvé  n  k=  ^  ^  apt^  aV^(  fait  les  cpétacîons 
iconyenahles* 

iV.  Ùae  perfonne  a  étémKê  à  ramende  pendaik  pla«^ 
iieuts  mois  ^  fuite.  Elle  a  payé  6^  pour,  lé  precÈiîer  mois  ^ 
èc  102^ fwt  le  (krmef«  Cha^iue  iXK>i[s  lalilend^lVtdk  plus 
forte  die  li^j  combien  de  mois  la-t-èlfe  payée? 
,  Ici  on  cotmoîr  «  *»  (5*  .  »  •>  =»  ida* .  . .  4  t=9  la  ,' 
&<Xa  cherche  n.  On  preodra  deac  la  formule  fiHvantej 

8ç  on  trouvera  que  Tamende  a  dû  ctre  payée  pcndaiic  nerf 
mois.  ^  . 

V*  Dans  tih  imàs  àë  lK>uIecs  de  iàdon  dl^pofes  ea  pra« 
greflîon  arithmcticjue  croirfante ,  je  fupp^fe  i*.,  <ju'il  y  ak 
ta  rangs  Aètk  chacun  tAt  forme  par  un  nomfbre  de  bou^ 
lets  plus  grand  de  2  que  le  rang  qui  le  précédé.  :3t*,  qu*rf 
y  att  en  tout  3  5o  boulets  ;  èi  Je  demandé  combien  il  y  Qa 


aura. 


^  dâès  lé  dernier  fan^. 

Fuitqué  J'cflhi  coiihoîi  d^  ^9,s^  on 

I  «H  ♦ 

VI.  Ife  thWts  chdfès:  écatit  pôïïeSj^  combien  y  a-t  il  d© 
boulets  dàn^  la(  preMère  rangée  ? 

* jov  s  ^  J  t"  apf^}^  A  YuhtêtéÂtm  d'tiôô  raifon  géo- 
ilîe^rii(|a%  ^udcôftique  5  (câi  la^pelé  b  le  tôijféquèflt  d^ 

çççte  çaèmie  raîfon.  Opi  aura  -r  pout  l'expreiïlon,  gcnéi;alc 


9»  Matrém^tiqves^  fjt 

ia  rapport  cpiHI  j  a  entre  ces  deux  termes  (  AO^)»  Soît  f 

ce  rapport^  an  aura  —  =if ,  d'où  on  tirera    b  sa  sq^ 

Âinfi  par-tout  oè  fera  b  ^  oii  poorr^t  fttbftituer  aq  'y  ce^ 
qat  change  la  ratfoti  de  /i  ;  &  en  celle  de  a  :  4f .  Oi> 
peut  donc  reprcfenter  toute  raifon  géométrique  quel* 
conque  parcelle  àt  aiaq-j  c'eft-à-dire ,  que  dans  les  rair^ 
fms  géoméiTÙpi^s  U  cmféfttfU  eft  toujours  égal  à  lUmécé^ 
àznt  multiplié  par  le  quotient  tpii  exprime  U  rapport  de  ce* 
deux  tetméèi 

231.  Soit  appelle  c   rantéccdent  d'une  autre  raifoi» 
quelconque:  foit  i  le  conféquent  de  cette  raifon.  On  aurst 

—  pour  l'exprefiiçm  du  rapport  quife  trouvera  entre  ces  deu^ 

termes  ;  &  fi  ce  rapport  eft  égal  i  celui  dé  -j ,  on  aura  "7=* 

f^d'oÀ  pli  tirera  i/=scf^  On  pourra  donc  fubftituer  la. 
^<Mi  de  c  :  C9  à  celle  de  c  i  JvAinfi  les  deux  rapports  que 
fon  fuppofe  égaux  entre  aSch^it  entre  c  &  d  ,  peuvent 
être  remplacés  par  ceux  detfttfj^&decicj» 

232.  Donc  toute  proportion  géométrique  eft  généralement 

rtpréftntée  par  la  formule ^  aiaq:ic\cq.?^t  confô-^ 

<jûent  les  proptiétéà  de  cette  formule  s'éténdeM  i  toutef 
les  proportions  géométtiqdès.  Or  dans  cette  formule  lé 
produit  acq  des  éxtrcnies  eft  égal  au  produit  aqc  de& 
inoyeiis-  Doiic  généralement ,  dans  toutes  Ui  proportioHi 
géométriques  le  produit  des  extrêmes  tft  égal  à  celui  de$ 
ihdjens.  Prdpofitibn  reniarquaWe  fût  Tufage  cëritinuel  que 
Ton  en  fait  dans  toutes  Ifes  parties  des  Mathématiques^ 

233.  Et  delà  il  fuit  i^,  qu'étant  donnés  trois  term» 
d'une  proportion  dont  on  ne  connoît  pas  le  quatrième ,  il 
^ft  fort  aifé  de  trouver  ce  quatriéttie  terme.  Car  s'il  eft  ua 
des  extrêmes  ,  comme  dans  là  proportion ...  a  :  i  :  :  c  ;  *  ^ 
©n  aorà  tout  de  futte^fljf «ic  ,  &  par  conféquent  xx=^ 

-.  .  .  S'il  eft  un  des  moyens >  comme  dans  la  propor^ 

Kiv 


t^i  LhçONS    ÉtiMEKTAIHtS 

cion  .  .  l  M'.yî  :c:  d,  on  aura  tout  de  même  >  adsa^f  eji- 

254*  Dotic  un  terme  quelconque  d'une  proportion  géomé^ 
trique  eji  égal ,  Jî  c*eft  un  moyen ,  au  produit  des  extrêmes  j 
iivifépar  Vautre  moyen;  &rjî  cUftun  extrême»  il  eft  égal  au 
f  rodait  des  moyens ,  divifé  par  Vautre  extrême. 
'  ExEMPLBs.  On  demande  le  quatrième  terme  de  la  prcH 
portioa  .  •  .  JmS;;  J-^iT, 

Faites  3  .v  =5  1 8  .  y ,  &  concluez  que  :r  5=5  -^— —  ===  5*  j* 

«30. 

On  demande  le  troifieme  terme  de  la  proportion  ;  •  ; 
j  i  6^  :  i  X  :  iS^ 

.  Vous  aurez  i  .  .  .  7  .  iS  s=x€^x'^  donc  ;c==    '   ''». 

*  23  5*.  De  Tcgalité  du  produit  des  extrêmes  à  celui  des 
moyens  il  fuit  2f ^  que  de  toute  proportion  géométrique 
ropréfcntée  par  celle  de  ax  b  :  :c:  d^  on  peut  tànjoups 
tirer  une  .équation ,  qui  eiïa  d^=sbe. 

23^.  Réciproquement,  d'une  équation  quelconque  on 
peut  toujours  déduire  une  proportion  ;  &  comme  on  a  fou- 
vent  befoin  de  ces  fortes  de  transformations  j  nous  ea 
donnerons  ici  plufîeurs  exemples. 

Si  on  a  m  n  =spy  ^  on  conclura  que  m:p:iq  :  n'y  pro- 
portion bien  juftej,  puifque  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  au  produit  des  moyens. 

Si  on  avoit  û*  — •  jc*  ==  t*  ~^* ,  on  en  déduiroîi^ 
(126),   .  n  a-^  xib-^yi:  b — yia-^x. 

Etant  donnée  Tcquacion  I  -<^^*=5ç,  on  trouvefoîc 
X  -H  ^  :  (^  :  :  I  :  I  — *  f,  .     ^ 

Enfin  de  l'équation  xy=i  i^on  tireroît  la  proportion  fui-* 
vante  x:  1  :  :  i  :y^oix-~xi  i  :  y  ^  que  l'on  fait  (214.) 
Ctre  une  proportion  géométrique-continue»- 

237.  Or  dans  toutes  Jes  proportions  de  cette  efpcce  le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  au  quarré  du  moyen  propor^ 
mneU  Car  fi  dans  la  proportion  générale  •  • .  a  ;  i  ;  ;  c  ;'i> 


r 


OQ  fuppôfe  c=à ,  on  aura  la  proportion  continue  •  •  .aibiz 
b:d  qui  donne  ad=sb^. 

Donc  pour  inférer  un  moyen-p-oportiorinel^géométrique  x 
entre  deux  quantités  connues  a  &•  d  ,  il  faut  extraire  la  ta* 
cine  quarrée  du  produit  de  ces  deux  quantités.  C'eft  ainfî  que 
pour  trouver  le  moyen  propottionel  entre  3  &  12,  on 
fait  "^  3  :  X  :  12 ,  &  que  Ton  a  **  =  3  5;  ce  qui  donno 

23  8.  De  la  propriété  fondamentale  des  proportions  géo» 
métriques  il  mit  3%  que  l'on  peut  faire  fubir  à  quatre 
grandeurs  proportionelles  tous  les  changements  qui  n'al- 
tèrent pas  la  proportion.  On  peut  donc  mettre  les  extrêmet 
à  la  place  des  moyens  (  inverfion  que  Ion  trouve  annon- 
cée dans  plufieurs  Oiivrages  par  le  mot  invertendo  ]  :  oïl 
peut  auffi  mettre  un  moyert  à  la  place  de  J'autre ,  ou  \xti 
des  extrêmes  à  la  placé  de  l'autre  extrême  changement 
exprimé  pat  le  mot  alternando^  fans  détruire  la  propor- 
tion qui  fubfiftoit  auparavant  «ntre  ces  quatre  termes.  En 
nn  mot ,  tous  les  changements  que  Ton  peut  faire  dans 
ane  proportion  géométrique ,  fans  détruire  l'égalité  du 
produit  des  moyens  an  produir  des  extrêmes  ,  laident 
fubfifter  la  proportion.  5i  on  a ,  par  exempte  ^aib  iici  d^ 
aiKune  des  inveriions  ou  permutations  fuivantes  ne  UOd-: 
Wera  légalité  des  deux  rapports} 

b  i  a  :id:  c     b  :  d:;a:c     d:b  ::c  :  a 
a:  ci:  b  :  d     c  :,a  :  :  d  :  b     c  :d  ::  a:b^ 

Car  on  voit  que  toutes  ces  proportions  donnent  également 
ad=b  c.Si  1  on  veut  même  en  former  une  infinité  d'autres 
par  voie  d'addition  ,  de  fouftraftion ,  de  multiplication, 
3e  divifion ,  &c.  on  le  pourra  toujours ,  pourvu  que  Ton 
falTe  les  mêmes  opérations  fur  deux  raifons  égales.  On  peut 
dire  ,  par  exemple ^   que  fi  a;b:  ic  ;  d^  on  a 

a-±:  b  tb:ic  ±  d  :  d*^o\Jka:  a  ±:  bitcie  '±:  d. 
a^b  :a^bi;c  ^  dic  pp  d..  .naibiincid^ 
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•  ajp.  En  général ,  toutes  les  fois  que  Von  a  d:s  quantitùt 
ftàportknelUs  entr^tlUs  ,  Uurs  puiffances  de  mime  n&im 
fottt  fr(fortio%ellès  ^te^.  Les  racines  à^éuntqae  des  puti^ 
fance^  fraâionaires^  celles  dç  même  nom  forment  côujoan 
jme  propprtion. 

^46.  Il  rdic  4%  que  £  on  a  deux  proporcîons  géômé- 
triques  repréfentées» 
y  une  par     .     .     .     ♦     aiaq  ::  c:  cj». 
L*autrè  par    .     .     .     .     g^gp:  -  htkp. 
Leurs  produits,  terme  par  terme >  (otà  âuflî  propottîo*' 
iielsi  de  foxte  que  Ion  aura,, 

tfg  :  agpf  iich  t  chpq. 

H  fbffii,  pour  s^^en  coxîtvaincre ,  de  compter  le  pcd^uie 
èi%  extrêmes  avec  celtâ  des  moyens.  D  ailleurs /?{f  e^b  le 
^tiôtietit  des  deux  conféquents  divt£és  par  leurs  ancécé^ 
dëncs;  donc  les  deux  raîfoos  font  égales.  PareilLemenc  fi 
4n  Ayife  les  quatre  tertnes  d'une  proportion  par  les.  qfuatre 
termes  d^une  autre  ^  les  quotients  feront  en  pfopôrtioa. 

^f.  5:%  Soie  une  fuite  de  teimes  proportionels  ce« 
préfentce  par  .  .  .  aiaqiici  cq^xé  teqixgigqi  on  % 
remarque  qu'il  régnoit  un  même  quotient  q  entre  la  f<Mn- 
roe  des  ahcéccdènts  à-+-c-+-e-t-gdè  cette  formule  &  la 
fomme  des  corifcqueftts  aq^  cq^eq-^  gq^  qu'entre  un  an- 
técédent quelconque  a  éc  (on  conféquent  ^^ ,  ou  même 
qu'entre  un  nombre  quelconque  de  ces  antécédents  &  le 
même  nombre  de  conféquents.  Et  de  cette  remarque  on 
à  conclu  que  dans  Une  fuite  de  raifoni  géométriques  égalée  ^ 
qutUes  qu  elles  f oient ^  lafamme  des  tihtécédents  ejl  à  lafomntc 
des  tonféquents  ]  comme  un  feul  antécédent  ejf  à  fon  cortte^ 
quent;  ou  comme  un  nombre  qiêelconqùe  d^aùtécédeûts  èp  dti 
mimé  nombre  de  conféquents^ 

On  fourroit  dire  auflî  que  cette  proportion  a  lieu  géné- 
ralement dans  toius  les  casfemblâbles  ,  puifque  le  produit 


t>l    MaThIu  ATTQUES.  fff 

extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyeas  ^ans  la  fbr* 
ittle  fuivance  qui  peut  repré&nter  tous  les  cas  pareils  : 

242.  Ici  flous  remarquerons  i^^  qu^étànt  donnée  une 
géométrique  quelconque,  on  peut  en  fornoerune 

te  d'autres  qui  lui  feront  parfaitement  égales,  fûiteil 
àftltôpliant  j  (bit  en  divifanc  fes  deux  termes  par  une  même 
ftiâtftité.  Car  fort  ^  :  jy  la  taîfon  donnée  ;  foit  m  le  muld- 
^&âeur  de  fes  deux  termes  ;  on  aura  pour  produits  am  8t 
iwf ,  qui  ont  vifiblcment  eiitr'eux  le  même  rapport  ^  qui 
échoit  entte  a  &  a<i. 

Si  on  eât  divifé  par  n  ces  deux  termes ,  les  quotients 

^  &  — ,  auroient  eu  pareillemenc  le  même  rapport  f. 

ïTne  raifon  géométrique  ne  change  donc  pas  de  valeur ,-  foit 
file  Vcn  mtdtiplie ,  foit  que  l\n  divift  fes  deux  termes  par 
me  même  quantité. 

Oc  toute  firaâton  peut  être  regardée  tomme  une  raifon 
^oméccique;  11  eft  œnc  démontre  [  ce  que  nous  n'avions 
fu  qu'iimnoet  (45^)  3  que  Ik  muitiptication  ou  la  dîvifion 
des  deux  iMmes  d'une  mâtotï  quelcônqiie  par  vtnë  même 
quantité  n'airere  jamais  la  vdeur  de  cette  fraâion. 

£t  de  H  t1  fuit  évidemr»ent  que  deux  quantités  quelcon^ 
\m  ont  entr'elles  le  mime  rapport  5  ^ue  leurs  moitiéi ,  leuri 
ntrsj  leurs  quarts  ^  &  toutes  leurs  parties  fimblables.  Ain& 
on  à  to8|ours, 

a;hi:{  à:^bi:  —  àr-^h:  t-^az'-B. 

243 .  Nous  remarquerons  :2%  que  Ton  apoèllé  eh  géné« 
r^  rûifùri  cofhpôfée  i  le  tippdn  déi  produits  de  deux  oii  de 
ffelkftfrs  i^ai^s  géôttiétriques  qcrekonques  ,  mulrîphcfes 
antécédent  pr  âinécédenfi ,  &  cbnféquent  par  confé^uèhr* 
Or  dit ,  par  exemple  ,  qiie  la  raifon  àé  mri  p  :  qrs.çà  une 
raifdfi  contpfaféé  de  trcrts  Irdifons  Jîmples ...  m  :  y ...  n  1  n 
;  :  i  qui  peiiveixt  xrre  triiies  auffi  foiis  cette  forme  • 


•  M 
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Mais  quand  une  raifon  eft  compofce  de  deux  raî/bn 
égales  ,  on  dit  alors  que  c  eft  une  raifon  doublée.  Ainft  h 
raifon  de  ab  :  abqq  eft  la  raiibn  doublée  des  raifons  (împlej 
&  égales  de  ^  :  ^^  &  de  i  :  bg*  Quand  il  y  a  crois  raifotx 
égales ,  le  rapport  des  produits  refpeâifs  sVppeiie  wu 
raifon  triplée  ^  &CC. 

'  ^44.  Dr  la  raifon  doublée  de  deux  autres  eft  égale  i 
celle  des  quarrés  d-une  quelconque  de  ces  raifons.  £c  la 
raifon  triplée  eft  la  même  que  celle  des  cubes  d'une  des 
troiis  raifons  qui  lui  fervent  defaâeurs.  Car  foient  les  deux 
raifons  égales . ...  a  :  aq  Se  b  i  bq  ^il  qR.  évident  que  la  raifon 
doublée  ab:  abq*  eft  exprimée  par  le  même  quotient  y*  , 
que  la  raifon  des  quarrés  a^  :  a^  q*  des  deux  premiers 
termes,  on  celle  de  i*  ib^  q^ y  quarrés  des  deux  derniers* 

Ce  qui  regarde  Tégalité  de  la  raifon  triplée  à  celle  des 
cubes  d*une  Aq%  trois  raifons  fîmples^fe  démontre  de  la 
même  manière. 

a^y.  Cherchons  maintenant  les  propriétés  des  progref' 
fions  géométriques  ;  &  pour  les  trouver  d'une  manière 
générale ,  tâchons  de  \^s  déduire  d'une  formule  qui  re- 
préfente  toutes  les  progreffions  de  cette  efpece. 

On  fait  ("2 1 5")  qu*une  progreffion  géométrique  eft  une 
fuite  de  termes  qui  tous,  à  lexception  du  premier  &  du 
dernier  3  font  alternativement  antécédents  &  conféquents 
d'une  fuite  de  raifons  égales.  Or  l'égalité  de  cts  raifons  fe 
manifefte  par  l'identité  du  quotient  qui  les  exprime.  Donc 
la  formule  fui  vante  peut  repréfenter  toute  progreffion  géor 
métrique  : 

-^aiaqiaq^  i  aq^  : aq^  :  aq^  :  aq^ ... .. dç". 
.    %^6.  5°,  Dans  cette  formule  on  voit  que  les  expofants 
de  q  font  en  progreffion  arithmétique ,  puifqu  à  caufe  de 
jr*^=3i  (1^4),  on  peut  y  faire  ^e  léger  changement^ 

4r  ^^"^  '  ^î'  ^  ^7*  •  ^î'  •  ^î*  laq^  . ...  aq\ 
On  voit  auffi  qu'en  faifant  j=  i ,  cette  dernière  formule 

devient -ff-  q^  iq^  iq^  iq^  :  q^ ^*;  &  qu'alors 

elle  exprime  la  fuite  des  puiflances  entières  d'une  quantité 
quelconque  q.  Ainfi  les  puiffances  fucceffives  &.  entières 


!  l>lMATHiMATIQtTE5.  ÎJ^ 

kTone  même  quancicé  fprmenc  toujours  une  progreilion 
«éomécrique.  Il  n'en  eft  pas  de  même  des  puiflances  fuc« 
itffwts  &  fraftionaires ,  parce  que  leurs  expofants  7,7» 
i&c.   ne  font   pas  en  progreffion  arithmétique. 

En  général  ,  toutes  les  fois  que  les  expofants  de  iiverfes 
pijjances  d*une  même  quantité  font  en  progreffion  arithmé'* 
tique ,  les  termes  aJfeSés  de  ces  expofants  font  en  progref^ 
jion  géométrique. 

I  Exemples-  -fl  5*  i  q'  :  q'  :  q'' :  q'^Scc. .. .  .^  b:b' > 
I  i*:4^  :  b^  &c.  La  même  chofe  fe  démontre  généralemenc 
par  la  formule  ....  -ll-jç"»  :  tfç"*^*^:  jj-^*^  :  tfj»*^^ 
&c>  dont  les  expofants  font  en  progreflîon  arithmétique 
quelconque  ,  Se  dont  les  termes  font  évidemment  en  pra* 
greffion  géométrique,  puifquil  régne  entreux  un  mèm^ 
quotient  ç"*. 

247.  j^y  Reprenant  la  formule  générale . . .  -^  azaqx 
ûf  :  aq"^  :  aq^  Sec ,  nous  obferverons  que  le  produit  de 
deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes  y  eft  égal 
au  produit  des  extrêmes ,  lequel  à  fon  tour  eft  égal  au  pro« 
duit  des  moyens ,  fi  le  nombre  des  termes  eft  pair ,  oa 
au  qtiarré  du  moyen ,  fi  le  nombre  des  termes  eft  impair^ 
Car  fl^  X  aq^  =  a X  aq^  =  aq^  x  aq^  \  donc  toutes  les  pro-* 
greffions  géométriques  orit  la  même  propriété. 

248.  Et  puifque  les  proportions  continues  ne  font  que 
des  progrefiions  de  trois  termes ,  nous  conclurons  généra- 
kttieirt,  comme  nous  lavons  déjà  fait  (237),  que  ia/W: 
^^t  proportion  géométrique-continue ,  le  produit  des  extrêmes, 
f/î  égal  au  quarré  du  moyen-proportionel. 

^9-  S^'j  Confidérant  la  même  formule,  nous  obfer- 
verons auffi  que  fon  premier  terme  eft  au  troifieme  y 
comme  le  quarré  du  premier  eft  au  quarré  du  fécond  ;' 
puifque  Ion  z  . . .  .  a:  aq^  i:  a^:  a*  q^  .  . .  .  Cette  pro- 
priété a  donc  lieu  dans  toutes  les  progreffions  géométri- 
<iues.  •  I  .      ; 

^ïî  a  pareillement ai  aq^  xia^  i  a'i'.  Donc  le 

îï^itvier  terme  d'une  ptogreflîon  géométrique  quelconque 
^  au  quatrième ,  comme  le  cube  de  ce  pr^i^iier  terme 
*&  ^\i  cube  du  fécond. 
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En  général  >  4eax  termes  quelcanqocs  de  c&stèionoMU 
ibnt  encr*eax  comme  le  pxemier  ic  b  iecond  élevés  à  jj 
puiûTance  marquée  par  l^intorvalle  qui  (epAreles  deiuL  cex 
mes  donc  il  s*agir. 

^yo.  5>°,  Dans  la  formule  àct  progrcŒons,  on  voî 
qu'un  terme  quelconque  eft  égal  au  produit  du  premio 
par  le  quocienc  élevç  à  une  puitànce  marquée  par  h 
nombre  des  termes  précédencs.  Le  iixieme  terme  ,  pai 
exemple  y  aq*^  n'eft  autre  chofe  que  le  produit  du  preoliei 
terme  a  par  le  quotient  q  élevé  à  la  cinquième  pui(fance« 
AppcUant  donc  m  le  terme  que  Ton  cherche ,  &  dcfir 
gnant  par  n  le  nombre  de  cous  les  termes  de  la  pro^ 
greffion^  on  aura  généralement  ••••«;=?=  a^^^  y  latmalê 
^m  va  bientôt  nous  être  utile. 

2JI»  Dece  qui  précède,  on  déduit  facilemeni:  Ja  va* 
leur  de  la  fomme  s  des  termes  d'une  progreiÇon  géooié* 
trique  quelconque  »  dont  on  connoît  le  premier  terme  éf  ^ 
le  dernier  «,  &  le  quotienr  q.  Gar  tous  les  termes  d^uno 
progreffion  ^  hors  le  dernier  »  éta^t  antécédents ,  on  pejor 
repréfenter  la  fomme  des  antécédents  par  i — »;  &  tous 
les  termes  de  cette  même  progreffiçu  ,  hors  le  premier» 
ctai^  conféquents ,  la  (bmme  des  conféquents  peut  être 
repréfentée  par  j — a.  Mais  nousfavons  (241)  que  dauf 
une  fuite  de  raifons  géométriques  égales,  &  jp^r  confé- 
quent  dans  toute  progreflSon  géométrique  la  (omme  des 
antécédents  pSt  à  là  fomme  àes  conféquents ,  comme  un 
antécédent  quelconque  eft  à  fon  confiéquent.  On  a  donc  •  •  • 
s — dèiS'-^aiiaïa^i  d*où  Ton  tire  d'abord  .  >  ,  .  • 
9aq'^a»qsassa'--^aai  puis if  «*— m^s^x— -tf} 

er^uite  Jj^-— i  =  tty — «j  enfin  .  •  .  .  5= — ^j-. 

Cette  formule ,  joijjte  ayç c  la  précédente ,  vu  nou» 
feyir  à  rçfoudre  un  probJêmje  analogue  à  celui  que  nous 
avons  déjà  réfçlu  (<L2^)  pour  les  progreffions  arithméti* 
ques  :  mais  pour  en  ÙlÏ&i  tous  les  réfmtat$  >  il  fai^t  avoir 
lu  aupraravant  ce  qui  a  rapport  aux  Logarithmes ,  $c  tu% 
Equations  des  degrés  fupcrieuis.  On  peut  dmc  paâer  i^m 


^  fuite  au  Chapitre  fi^vaôt,  quand  pn  ne  coonoît  nas 
*e$  deux  théories. 


fomme,  j  le  quotient,  trouver  immédiatemcnc  l'une  des 
deoz  autres. 

La  première  formule,  «  r^aç*-»,  en  donne  trois  aa- 
«es,  de  forte  que  l'on  aj 

ï.^==tfj--» . . .  III.  n  «s  I  +  ^Î^P^. 

La  ikonde  formule  ,  x  :=  ^i3f  en  dpnae  tr^ij  ao»i 
wUes,  &  l'on  aj 

V.«^.    .    .   VU.  .=;:,-/-±-r. 

VI.«=«f  —  Jj-H  j  . .  VllI.  îs*  ^. 

Sabfticuant  dans  la  féconde  la  valeur  de  u  prife  dans  la  prew 
niiere  équation,  on  trouvera. 

Si  on  fubftitue  dans  la  m^e  formula  s  a=  ^^^^ ,  la  va- 
leur de  «=-777-,  on  aura .... 

Xin.j  =  _^^5;;^\    v^r £«>-I(^-xg4-j) 

^ (,j  .  J...Xy.n=FaH- r-^^.    ,   -■. 

f  Enfin  fubftiçHtian  fiiçe  4d  l|i  valcjir  de  i^=»\^A^zn% 


[îdo 
'la  n 

mules  feront , 


Leçons  ÊLiMENXAiKKS 

H; 


la  même  équation  s^^^y  les  quatre  dernières  for- 


xvn.x=J 


^»f-i^a»-x 


Y-. .  •  xix.(^-.é»>»-»=c^— tf)*!»^»- 


xvni..«=si4- 


— ^...xx.(^-tf)^»-^=C^-0«"-'* 

On  peut  maintenant  difpofer  ces  vingt  formules  en 
table,  comme  nous  Tavons  déjà  fait  pour  les  progreflions 
arithmétiques.  Cet  arrangement  féraplus  favorable  à  lare- 
folution  des  problèmes  particuliers. 


Étant 
donnés 

Trouver 

FORMULES. 

q^n^  s 

a 

•m 

a,q,n 
q»  n,s 

a 

I                                                      ^ 

î 

if-i 

*           * 

Y  ^  _f_  ^lif-  _  =0. 
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i6ï 


Étant       i^ 
donnas       Trouver 


a,  m^  s 


F  O  R  M,  U  L  E  S. 


a=  î  -H 


Xa^-—  itf 


£— la 


•1^^      û»-» 


ss=s      Jl . 

5—1 


ayj.  Aprtit AXIONS.  I.  On  a  tiré,  à  cinq  rçprifes  difFé- 
tences ,  du  vin  d'un  tonneau ,  «n  fuiirant  une  progreflîon 
géométrique  croifTante ,  dont  le  dernier  terme  eft  245 
puites^,  &  dont  le  quotient  éft  3.  Combien  de  pintes 
a-c-on  dû  tirer  la  première  fois? 

Soit «=22^3  - . .  ^=53  . .  .n  =s  j  :  &  on  aura  par  la 
première  des  vingt  formules  ,. a 


5* 


•^■gf  =^  5*  Ceft- à-dire  que  Ton  a  tire  3  pintss  d;  vin 

la  première  fois. 
II.  Une  perfonnfe  ayaiit  joué  à  quitte-ou-double  contre 
I     ^^^  autre ,  a  perdu  dix  fois  de  fuite.  Elle  avoit  ;oué  3*  la 
\    première  fois  :  que  perd-elle  après  la  dixième  ? 

Tût»  J '^_   r _         ^4*' 


Les  données  font 


a=^5< 


•=  10,  &  on  cherche  «.  Je   trouve  la  valeur  de- 
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mandée,  par  la  cinquième  formule  ..•  »  =  a5"'*  «=5 

III.  On  fuppofe  que  la  population  d'un  pays  où  les  mœurs 
&  la  liberté  régnent  avec  Tabondance ,  s'eft  accrue  unifortné- 
menc  tous  les  ans  d'une  manière  fi  rapide  que  de  dix  mille 
âmes  qu  il  y  avoir  d'abord  ,  il  s* en  eft  trouvé  1 454.  i  au 
bout  de  quatre  ans;  fuivant  quelle  progreffion  a  dû  ie 
faire  cet  accroiffement  ? 

a  =s  loooo  ...«=:  i^6^i  .  .  .  n  s=  y  •  &  on 
demande  q,  Jettant  donc  les  yeux  fur  la  troifieme  café,  où 
toutes  les  valeurs  de  q  font  réunies  ,  je  prends  la  formule 

î  =  1/  -7  ,  &  j'ai  î  =  |>  iilii  =  11.  L'accroiffement 

annuel  a  donc  dû  être  de  —-• 

IV.  Pour  s'être  obftinéàplaider,il.en  a  coûté  121000* 
i  un  plaideur  forcené.  Le  premier  procès  ne  lui  coure  que 
cent  piftoles ,  mais  auflî  le  dernier  lui  a-t-il  coûté  8  loco*. 
On  fait  d'ailleurs  que  les  frais  des  autres  ont  été  moyens- 
proportionels  entre  ces  deux  extrêmes  :  on  voudroit  favoir 
combien  ce  plaideur  a  perdu  de  procès. 

.    ^it  a^=  1000^  . .  .  »  =  81000*  . . .  J===  I2TOOO  ; 

on  trouvera  la  valeur  de  n  par  la  formule  .  .  .  n  =  i  -+- 

Lu  —  La  ..  XSiooo  — Lt^oo 

7-7 r — f7 ;:,  QUI  donne  ••••72  =s  1-4^  % f — ^ 

L[s — a) — L(s — »|  ^  Li  10000 -X-40000 

V.  Un  Dillîpateur  a  mangé  tout  fon  bien  en  cinq  mois 
ée  temps  ;  chaque  mois  il  quadruploit  fa  dépenfe ,  &  le 
jpremier  mois  il  avoir  dépenfé  cent  louis.  On  demande 
quel  étoit  fon  bien. 

a  =  2400*  .  .  .  ^=±:  4  .  .  ,  n  =  y  ;  ainfi  la  valeur 

de  s  fe  déduira  de  la  formule  .  .  .  .  j  =tf  ( )  = 

:  ^  Vf  —  1/ 

2400  (^   ~  ')==i80Q  .  1023  =818400*. 

Ces  applications  font  plus  que  fuffifantes  pour  diriger 
dans  tous  les  cas  le  choix  que  Ion  doit  faire  des  formules, 
convenables. 
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^S4"  ^^'  Prob.  Inférer  un  nombre  m  de  moyens- pro- 

porcionels-géomctriques  entre  deux  termes  donnés  a  &  «. 

Solution.  Si  m=  I ,  on  a  aulîî-tôt  -^a  :  x  iicy  donc 

Si  m  =  2  y  on  aura  -^a  :  x:y:  w^  Se  pour  déterminer 
Xy  on  fe  rappellera  (249)  que  a  :  «  :  :  a'  :  :r^ ,  &  on  en 
conclura  que  ax^=a^a quej;'=:a^A)  •   .   . 

que  jr==|/^  ^V 

La  valeur  de  x  étant  une  fois  connue  ,  on  déterminera 

celle  àèy  par  la  proportion  fuivante  . .  .  û  :  j/"  û*«  r  •  jy  :  «, 
dont  tous  les  termes  élevés  au  cube  donnent  a'  :  a^u  :  :y^  : 

•^  ;  &  par  conféqiient  û*  û)'=^^û)jy'i  donc^::r=ï/^iZa*. 
Plus  généralement  :  foit  m  un  nombre  quelconque  j  la 
qiieftion  fe  réduira  à  déterminer  le  quotient  q  d'une  pro- 
greflion  dont  on  connoît  déjà  le  premier  terme  <z  j  le 
defnier  «  ,  &  le  nombre  des  termes  n ,  qui  dans  le  cas 
préfent  peut  être  repréfenté  par  m -4- 2.  Or  la  neuvième 

formule  donne  ,  ^  =  j/"  —  ;  donc  (7  =  j/^  — ,  Ain(i  la 
progreflîon  cherchée  aura  la  forme  fuivante , 

-1^  a  :  y^  û%  :  y^  a'^'^co*  :  y^  û****  w'  ^ . .  :  a. 

El  fi  Ton  veut  en  faire  une  application  ,  en  inférant  quatre 
moyens-proportionels,  par  exemple,  entre  a  &c  ùh  ^  on 
•naura  qu'à  fubftituer  4  au  lieu  de  m,  on  trouvera-.  .• 

25'5'.  III.  Prob.  Enrre  les  termes  confécutifs  d'une 
pTogteffion  géométrique  ,  inférer  un  nombre  p  de  moyens- 
proportiorieTs. 

Soit  reprcfentce  p^vJiL.aq'*  :  aq^  :  aq'^  :  aq^  :  û;*  :  &c.  la 
progreflîon  dont  il  s'agit.  Il  eft  évident  que  fi  vcus  inferez 
entre  les  expofants  confécurifs  de  fes  termes  un  nombre  p 
de  moyens-proportionels-arithmétiqucs  ,  les  '  ternies  ar- 
feftés  de  ces  expofants  feront  les  moyens-proportioneU- 
géométriques  que  Ton  demande  (2^6).  Ainfi  pour  infé- 

Lij 
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rer  cinq  de  ces  termes  dans  la  fornwile,  on  ce     rîra^ 

JL        1        X        ±         1.  Z         L 

Dans  4e  calcul  des  Logarithmes ,  on  peut  fe  fervir  de  cette 
cfpece  d*interpolation. 

On  trouve  dans  les  Ouvrages  du  P.  Mcrfcniie  un  exemple  connu 
des  Amateurs  de  la  Mufiquc.  Il  s'agiflbit  de  panaeer  l'oôave  eto 
douae  £emi-tons  égaux ,  pour  former  ce  que  les  MuAciens  appel- 
lent t accord  égal  &  pour  cela  il  falloir  inférer  onze  moyens  pro- 
portioncls-géométrîqucs  entre'  i  &  x.  Le  P.  Merfenne  les  a  calculés 
*«n  nombres  par  la  formule  fuivànte  que  Toft  trouve  aufli  dans  la 
Génération  Harmonique  de  M.  Ramca^  ,  &  dans  pluficurs  autres 
Ouvrages. 

t  a  ;  _4  _L         -£. 

-^  I  :  a  *  »  :  2  '  *  :  2  '  »  :  2  •  *  :  2  *  *  :  a  *  '  ...  2. 
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Et  de  quelques  autres  Règles  qui  en  dépendent. 

aj'6.  JCiTANT  donnes  rtois  tettnes ,  on  a  fouvent  befoin 
d'en  connoître  un  quatrième  qui  leur  foit  proportionel  y 
Se  ce  quatrième  terme  fe  trouve,  comme  Ton  fait  C^34)  » 
d'a^ie  manière  bien  facile»  La  règle  que  l'on  met  alors 
en  ufage  ,  s'appelle  la  Règle  de  Trois  :  ce  n'eft  qu'une  (im- 
pie application  de  la  propriété  fondamentale  des  propor* 
tions  géométriques  (2^2). 

L'ufage  eft  de  diftinguer  deuî  fortes  de  règles  de  Trois  j 
Tune  que  Ton  appelle  dire^te^  l'autre  que  Ton  appelle  inverfe^ 

Soit  propofcj  par  exemple,  de  déterminer  le  prix  de 
27  marcs  d  argent,  en  fuppofant  que  le  marc  coûte  5*2*  . .  . 
11  eft  évident  que  le  prix  inconnu  doit  être  au  prix  donné, 
dans  le  même  rapport  que  les  25*  marcs  font  à  un  feul 
marc.  Appellant  doiïc  x  le  prix  que  Ton   cherche ,  on 

aura. .  .  i*:  25**:  :  5*2^  :  Xy  d'où  on  tirera  ;r=  — ^^ 
==  1500*, 
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Sî  on  eut  propofc  de  trouver  le  prix  de  70  marcs  dans 

rhypothefe  qu'il  en  eût  coûte  714*  pour  14  marcs,  on 

eût  dit .  • .  14^:  jo^:  :  714*  :  x^j  Se  on  auroit  conclu 

qae:ir= — =  35*70.  Ces  deux  exemples  font  du 

nombre  des  règles  de  trois  directes. 

sMaîs  fi  on  propofoit  cette  queftion ...  5*7  Ouvriers 
ont  fait  un  certain  ouvrage  en  3  jouts  j  combien  faudroit- 
il  de  jours  à  ip  Ouvriers  pour  faire  le  même  ouvrage  ? . .  • 
La  règle  de  trois  feroit  inverfe ,  parce  que  le  temps  nécef- 
faire  pour  achever  un  même  travail  eft  en  raifon  inverfe 
du  nombre  des  travailleurs.  Auffi  difpofcroit-on  les  trois 
termes  connus  autrement  que  dans  les  règles  de  trois 
diredes ;  on  ccriroit  par  exemple, ....  Sl^'''  •  ip^^*  :  : 
XI  {K  Et  on  trouveroit  x=  ly.;  c*eft-à-dire  qu'il  fau-» 
droit  15*  jours  pour  que  ip  Ouvriers  filfent  le  même 
ouvrage  que  5*7  Ouvriers  auroient  fait  en  y  jours. 

25*7.  Remarquez  i%  que  fi  l'un  des  deux  premiers 
termes  d'une  règle  de  trois  eft  multiple  de  Tautre ,  on 
peut  fimplifier  le  calcul ,  en  réduifant  à  la  plus  fimple 
expreffion  l'efpece  de  fraûion  qui  en  réfulte.  Au  lieu 

decnre,  ...  57  :  ip  :  :  Jf  :  J ,  ou  —  =  — ,  on  peut  écrire 

3  :  I  :  :  jf  :  5*  ;  &  en  général ,  toutes  les  fois  qu'il  y  a 
moyen  d'introduire  l'unité  dans  une  proportion ,  il  ne 
faut  jamais  y  manquer ,  parce  qu'alors  le  terme  que  Ton 
cherche  ,  eft  le  produit  ou  le  quotient  des  deux  autres. 
Par  exemple,  une  des  proportions  précédentes  ,  14  :  70  :  ; 
714:  AT: eût  pu  fe  réduire  à  une  beaucoup  plus  fimple, 
I  :  5*  :  :  714  :  JT.  Et  quand  bien  même  on  ne  raméneroit 
pas  à  l'unité  un  des  termes  connus ,  il  fuifit  que  Ton  puifTe 
le  rapiener  du  moins  à  un  plus  petit  nombre  ,  pour  ne 
pas  laiffer  échapper  cette  rédutlion. 

25*8.  Remarquez  2%  que  pour  difcemer  les  règles  de 
trok  inverfes  on  n'a  qua  comparer  enfemble  les  termes 
qu'elles  renferment ,  afin  de  voir  fi  le  rapport  des  deux 
premiers  çft  Tinverfe  du  rapport  des  deux  aiwres.  ]La  moin* 

L  iij 
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dre  réflexion  -fuffic  pour  contiokre  Tordre  dans  lequel  ces 
termes  doivent  erre  placés.  On  en  pourra  juger  par  les. 
deux  exemples  fuivancs. 

Six  Efcadrons  ont  confommc  un  Magafin  de  fourage 
en  5*4  jours',  en  combien  de  jours  reulFenc  confommé 
neuf  Efcadrons  ? 

Plus  il  y  a  de  chevaux ,  &  moins  il  faut  de  temps  pour 
la  même  confommation.  La  règle  eft  donc  inverfe.  Ainfî 

6^  :  ()^::  x^  :  ^^\  Donc  x  =  — --  =  3  6K 

Autrement-  2  X  3  :  3  X  3  :  :  .v  :  ^4..  D'où  2  :  3  :  :  ^  :  J^; 
&  X  ==  Y  .  5*4  =  3  (5. 

Si  pour  un  meuble  particulier  il  faut  6  aunes  d'une 
étoffe  large  de  ^,'  combien  en  faut  il  d'une  étoffe  large 
de^?     '        .       '      ' 

Il  eft  clair  que  plus  Tétoffe  eft  large,  moins  il  en  faur. 
On  a  donc  ^:^::x:6ySc  réduifant  au  même  dénomi- 
nateur y~  :■—;:  :x  :  6.  D  où ,  8  :  p  :  :  .r  :  6  ,  ou  bien  8  :  :i: 
:  i^  :  6  y  dli  encore  8  :  at  :  ;  3  :  2 ,  ce  qui  donne  x=z~z=z 

25'p.  Remarquez  3^,  que  dans  une  règle  de  trois  in- 
verfe,  on  peut  placer  le  terme  inconnu  au  quatrième 
rangj  il  ne  faut  que  changer  de  place  les  deux  premiers 
termes.  Ainfî,  au  lieu  d'écrire^ .  .  J7:  19  :  :  .r  :  j,  on 
peut  Qcrire  ....  ip  :  j;j  ::  ^  :  x.  Cela  revient  au  même. 
Au  refte,  les  règles  de  trois  direâes  font  prefque  les 
feules  dont  on  falfe  ufage  dans  les  différentes  parties  des 
Mathématiques. 

2^0.  Soit  propofé  maintenant  de  réfoudre  cette  queftion. 
2.0  hommes  ont  fait  160  toifes  en  ly  jours  j  combien  30 
hommes  en  feront-ils  en    12  jours? 

On  appelle  règles  de  trois  cowpofées  ces  fortes  de  pro- 
blêmes où  il  entre  plus  de  trois  termes  connus.  Pour 
trouver  alors  le  teime  que  l'on  cherche  ,  on  réduit  la 
queftion  à  Aqs  règles  de  trois  (impies.  On  peut  dire ,  par 
exemple;  Ci  20  hommes  ont  fait  160  toifes,  combien 
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JO  hommes  en  feront-il  dans  le  même  temps? 

:îO  :  30  2  :  l6o  :  x^^  ouj  2:5::  l5o:  j;  =  240. 

Donc  en  ly  jours  30  hommes  feront  240  toifes.  Maïs 
on  fuppofe  qu'ils  ne  doivent  travailler  que  pendant  12 
jours.  On  aura  donc  l  y  :  1  2  :  :  24.0  :  .r  ^  ou  ,  f  :  4  :  :  240  : 
X  ,  ou  même  ,  i  :  4  :  :  48  :  at  =  1^2^.  Ceft  le  nombre 
cherché. 

Il  eût  été  facile  de  le  trouver 
cndifpofant  ainfi  les  termes  ...      r2o\  ^c\         ^/-^t  - 
&en  multipliant  20  par  ij  &      (^15'.  12*. 
30  par  12.  Car  20  hommes  qui 

travaillent  l  j  jours  ,  font  3  00  journées  de  travail,  pendant 
que  30  hommes  qui  travailleront  12  jours  en  feront  360. 
Mais  fi  300  journées  de  travail  ont  produit  i5otoifes,  il 
eft  clair  que  360  journées  en  produiront  ï<?2  j  par  ce  que 
500:  350  ,  ou  30  :  35, ou  y  :  6  :  :  160  :  192. 

On  peut  même  refoudre  cette  queftion  fans  employer  la 
règle  de  trois,  en  difantj   160  toifes  en  ij  jours  font 

^  par  jour  ,  dont  la  vingtième  partie  ,  ou  7——  eft 
louvrage  que  fait  chaque  homme  par  jour.  3  o  hommes 

r  ,  1^0  30X1^0       ,  *      .  o 

feront  donc  ^O  X ,  ou chaque  jour  j  &  par 

.  II.  ?o.   Uo  T^-^  '   > 

confequent  en  12  jours  ils  feront—- — '^- —  =  — ^^ — 

s=:  Ip2. 

Nous  n'infifterons  pas  fur  des  chofes  auffi  aifées.  Quand 
on  a  un  peu  d'habitude  du  calcul ,  ces  règles  fe  préfentenc 
naturellement  à  l'efprit ,  ou  on  en  imagine  d'autres  qui 
valent  quelquefois  mieux. 

La  règle  de  trois  eft  du  plus  grand  ufage  dans  toutes 

les  parties  des  Mathématiques.   Elle  fert  beaucoup  aufli 

dans  quelques  autres  que  nous  allons  parcourir. 

.  261.  Règle  de  Compagnie.  Deux  Négociants  ont  mis 

I     ncoo^  enfociété  dans  le  commerce,  &  ils  ont  gagné 

13 ;o^.  Ils  veulent  partager  ce  g^^in  à  raifon  de   leurs 

Liv 
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mifes,  qui  font  8000*  pour  le  premier  Négociant  >    êc 

4000^  pour  le  fécond.  Que. doit  il. revenir  à  chacun? 

La  réponfe  eft  aifée  j  caria  mife  totale  12000^,  eft  aa 
gain  total  I35'0*,  comme  la  mife  de  chaque  Négociant 
eft  au  gain  qu'il  doit  faire.  On  a  donc, 

12000:  I3yo::8ooo:^iou  1200:  135::  800Ô  :  Jr; 
ouentt>rej400:45  ::  8ooo:A:;oubien8otp:  :  8ooO::r; 
ou  enfin,  l  :  p  :  :  100  :x  sspoo**;  .  . 

c*eft  lé  gain  du  premier.  Ce  qui  refte  de  13  JO*  eft  le 
gain  du  fécond.  Rien  n^eft  plus  facile. 

Trois  Amis  ont  fait  une  bourfe  commune  pour  le  jeam 
Le  premier  a  donné  1 17*^;  le  fécond  72  ;  le  troifieme  5*4. 
Ils  ont  perdu  ^3^.  Quelle  eft  la  perte  de  chacun  ? 


243  ;  93 


On  eût  pu  divifer  d'abord  les  deux  premiers  termes  par 
5  j  &  divifer  enfuite  par  p  le  quotient  du  premier  ,  &  cha- 
cun des  troifiemes   termes,  en  difant: 


Î  117:  or. 
72  :x. 
3-4  :  X. 

:}    S:x—: 
^    6 :  x=i 


•=44-+-| 
Puis....p  :3ir.^    8  :^=27-+-;^ 


On  vérifie  ces  fortes  de  règles  en  ajoutant  les  pertes  oa 
les  gains  de  tous  lesaflTociés.  Lafonlme  doit  toujours  ttre 
la  perte  totale  ou  le  gain  total. 

262.  Lorfqu  outre  les  mifcs  particulières ,  ily  a  encore 


/ 
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des  temps  difFcrencs,  la  règle  de  compagnie  s'appelle 
(ompofée. 

Exemple^  A^  B  &  Cont  gagné  1660^  12*"  avec  un 
fonds  qu'ils  avoient  mis  en  fociété.  Il  s'agit  de  partager  ce 
gain  en  raifon  des  mifes.  Celle  de  A  cft  de  4.J00**  pen- 
dant 6  mois  ;  celle  de  B  eft  de  3000*  pendant  8  mois, 
F  C  a  mis  22 y o  pendant   dix  mois. 

Multipliez  d*abord  chaque  mife  par  le  temps  qu'elle  a 
«é employée  ^  &  dites  e «fuite:  la  fomme  de  tous  ces  pro- 
duits eft  au  gain  total ,  comme  chaque  produit  en  par- 
ticulier eft  à  la  partie  proportionelle  de  gain  que  je  cherche* 

45*00  3000  SSJO 

A...«        6^B.*..       8       C...«      10 


27000  .        24.000  225*00 

La  fomme  de  ces  produits  eft  73500^  d'ailleurs  12^ 
■=  7^  de  livre.  J*ai  donc 

r  27000  :  X  . 

735*00 :ld5o> 5::  •<  24000  :  a;  . 

(  225*00  :  AT. 

Ou  bien  ,  divifant  par  300  le  premier  terme  &  chacun 
des  croifiemes. 


D,5  :  :  < 


po  :x=:  610^ 


247  :  1660,6  ::<  80:  x=^^^2 


2  4  S. 
liJ 
45* 


^  La  fraaion  f^}  fercduit  1660*  -*-~- 

26s  '  La  Règle  d'Alliage  confifte  ,  ou  à  trouver  le  prix 
moyen  d'un  mélange  forme  deplufieurs  chofes  différentes  > 
dont  les  quantités  &  les  prix  font  donnes  j  ou  à  trouver 
dans  quelle  proportion  il  faut  prendre  de  chacune  de  ces 
cjiofes,  lorfque  leurs  prix  &  le  prix  moyen  font  connus. 

Premier  cas.  A  quel  prix  faudroit-il  vendre  le  marc 
d'un  alliage  formé  avec  6  marcs  d'argent  à  48* ,  ëd  1 2 
marcs  d'argent  à  36*,  pour  n'y  rien  perdre,  ni  gagner? 
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Mulripliez  chaque  partie  de  lalliage  par  fon  prix  rcG\, 
pedlf  3^  &  divifezlafomme  des  produits  par  celle  des  quan^^, 
tités  mêlces  ;  le  quotient  fera  le  prix  moyen. 

C  X  48^  =  288  720  =  40*  ,  prix  cherché. 

12  X  35    ==  432  18 

18  720 

Cette  méthode  eft  fondée  fur  la  régie  de  trois  que 
▼oïci.  La  fomme  des  marcs  eft  à  celle  de  leurs  prix,  comme 
un  feul  marc  ,de  l'alliage  eft  au  prix  moyen.  Cette  pro- 
partion  qui  eft  évidemment  jufte  ^  donne  18:720:: 
•I  :x=^^^  =  4o.  ^ 

On  vériîie  le  premier  cas  de  la  règle  d'alliage  ,  en  éva- 
luant tout  le  mélange   au  prix  moyen. 

II  eue  été  facile  de  trouver  une  ^rmule  algébrique  qui 
eut  indiqué  la  méthode  dont  nous  venons  de  nous  fervir* 

Second  cas.  Le  prix  moyen  &  celui  de  chaque  partie 
de  Talliage  étant  connus,  il  peut  arriver  i^j  qu'aucune  des 
quantités  dont  le  mélange  doit  être  formé,  ne  foit  fixée; 
a%  qu'il  y  en  ait  une  qui  le  foit  j  3  °,  que  Ton  foit  reftreint 
à  une  certaine  quantité  d  alliage.  Les  exemples,  vont  éclair- 
cir  tout  cela.. 

1%  Un  Marchand  de  vin  voudroit  mêler  du  vin  à  l  y'^la 
pmre  avec  du  vin  à  8^,  pour  en  avoir  qu'il  pût  vendre  1 2^  la 
pinte.  Combien  doit-il  prendre  de  chaque  efpece  pour  faire 
ce  mélange?  ^ 

Après  avoir  ainfi  difpofé  les  trois  prix  • .  •  12  <  o  * 
Je.prends  la  différence  3  de  12  à  ly ,  &  je  ^  *  '  ^ 
la  mets  vis-à-vis  8.  Je  place  réciproquement  vis-à-vis  ly  la 
différence  4  de  1 2  à  8 ,  &  je  concks  que  trois  pintes  de 
^in  3  S^mclées  avec  quatre  pintes  de  vin  à  ï  y  feront  du  vin 
à  1  2^*  Cela  eft  évident  par  la  compenfation  qui  fe  fait  des 
deux  prix  ^  l'un  fupérieur  y  l'autre  inférieur  au  prix  moyen. 

264.  II  ne  faut  pas  cependant  conclure  de  cette  com- 
penfation^ que  les  nombres  4  &:  3  foient  les  feuls  qui  iâr 
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isTaflenc  aux  conditions  du  problême.  Car  c*eft  ici  une 

leftion  indéterminée  qui  a  une   infinité  de  folutions^ 

ême  en  nombres  entiers.  Il  fuffit ,  pour  les  trouver  ,  da 

rendre  deux  nombres  qui  foient  dans  le  même  rapport 

ique4  &  3  j  &pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  les  doubler,  tripler, 

l&c._  ,  ,  • 

Si  le  mélange  devoir  ctre  fait  avec  du  vin  a  i  y'',  à  10  & 

à  8  ,  pour  avoir  encore  du  vin  à   12  ,  on  s'y  prendroit  1 

peu-près  de  la  même  manière.  Ceft-à-dire ,  qu'après  avoir 

comparé    i,^  &   8  avec  le  prix  moyen  1 2 ,  &  difpofé  ré- 

dproque ment  les  différences  3  &  4,  on  compareroît  IJ 

&  10   avec  le  même  prix  moyen  12  ,  &  on  difpoferoic 

réciproquement   auffi   leurs   différences   3    Se  2.  Voyez 

l'exemple. 

Six  pintes  de  vin  à  ly  fous, 
3  pinces  de  vin  i  lof,  &  3  ^^ 
pintes  à  8 ,  mêlées  enfemble 
teroient  donc  12  pintes  de 
vin  à  12*!.  S'il  devoit  entrer 
dans  le  mélange  quatre  ,  cinq  ,  ou  (îx  fortes  de  vîn  a 
.  différents  prix  ,  on  les  compareroit  fucceflivemenc  deux  à 
deux  avec  le  prix  moyen  ,  en  obfervant  de  ne  compa- 
rer à  la  fois  que  deux  prix ,  Tun  plus  fort ,  l'autre  plus 
foible  que  le  prix  moyen. 

2**,  Dans  un  temps  de  difette  un  Boulanger  veut  faire 
du  pain  avec  de  l'orge,  du  feigle  &  du  froment,  &  le 
vendre  4  fous  la  livre.  Il  a  8  boiffeaux  &  demi  de  fro- 
ment qui  feroient  du  pain  à  y^la  livre.  Le  pain  fait  avec 
le  feigle  feul  reviendrbità  3^,  8^.  Celui  qu'il  feroit  avec 
l'orge  coûteroit  i*^  6\  On  demande  combien  il  doit  mêler 
de  feigle  &  d'orge  avec  ces  8  boifleaux&  demide  froment, 
pour  taire  du  pain  à  4^ la  livre? 

Le  prbc  moyen  eft  ici  48*^.  60  .  .  30  .  .  4 

J  en  prends  les  dmerences  avec     4^  ^  ^        t  o 

^r  .  44  .  .  12 

s  autres   pnx  ,  comme  dans  18  .  .  12 

l'exemple  précédent ,  &  je  dis  : 
Pour  faire  du  pain  à  4^  la  livre  avec  les  prix  marqués , 


I  y  . .  4 .  2  =  (^» 
10  . .  3 
8. .3 

12 
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on  poarroic  donc  prendre  54  botfTeaux  de  froment  ave^ 
la  boiffeauxde  feigle  Se  12  boiffeaux  d'orge.  Mais  pui^ 
que  la  quantité  de  froment  eft  fixée ,  il  eft  clair  que  s'il 
faut  la  boiffeaux  de  feigle  8c  12  d*orge  fur  34.  de  fro* 
ment ,  il  en  faudra  fur  8  {  une  quantité  proportionelle  qud 
je  décermxnecai  par  cette  règle  de  trois , 

34:8  i  :  :  1 2  :  ^  =  3  boilTeaux  |/^j.g?  ^ 

Il  en  eft  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  de  chofes  i 
mcler ,  quand  on  connoît  leurs  prix  &c  la  quancicé  de 
Tune  d'entre  elles, 

3%  On  a  trois  fortes  de  café.  La  livre  du  premier  vaut 
50^,  celle  du  fécond  en  vaut  38  ,  celle  du  troifieme  :24. 
Trouver  dans  quelle  proportion  il  faut  les  mêler  pour  en 
faire  64  livres  que  l'on  puiflTe  vendre  30*^? 

Prenez  les  différences  comme  ci-deflus ,  &  après  les 
avoir  ajoutées ,  dites  :  la  fomme  des  différences  eft  à  la 
quantité  de  mélange  que  Ton  veut  faire ,  comme  chaque 
différence  en  particulier  eft  à  la  quantité  qu'il  faut  pren- 
dre de  tel  ou   tel  café. 


30 


3  8  .  .  d  40  :  54 

24. .20.8 


:  <    6  ;x=    p|. 

(28  :  AT  =5  44f. 
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26^.  La  règle  de  fdujfe  pofîtion  fert  à  trouver  un  nonv 

.bre  inconpu  par  le  moyen  d'un  nombre  fuppofé.  Soir  pro-  I 
pofé  ,  par  exemple  ,  de  trouver  un  nombre  dont  la  moitié, 
le  quart  &  le  cinquième  faflent  45* 6.  - 

Je  fuppofe  que  ce  nombre  eft  20.  Mais  il  eft  clair  que  i 

la  moitié ,  le  quart  &  le  cinquième  de  20  ne  font  que  ip.  / 

Ma  fuppofirion  eft  donc  faufle.  Elle  n'en  (èrvira  pas  moins  i 

cependant  à  me  faire  connoître  le  nombre  demandé.  Car  . 

puifque  deux  quantités  font  toujours  entre  elles  comme  ! 
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feuTS  parties  femblables  (  a^a  )  ,  on  peur  ies  regarder  Tun* 

comme  la  femme  des  antécédents  d'une  fuite  de  termes  pro- 

portionek ,  l'autre  comme  la  fomme  des  conféquents.  Or 

ces  deux  femmes  font  entre  elles  (24>l^  ,  comme  un 

nombre  quelconque  d'antécédents  eft  au  même  nombre 

de  conféquents  ,  &  réciproquement  ;  donc  la  moitié  plus 

le  quart ,  plus  le  cinquième  de  20  »  font  i  la  moitié  j  plus 

au  quart  «  plus  au  cinquième  du  nombre  que  je  cherche  , 

comme  le  nombre  20  lui-même  eft  au  nombre  cherché. 

Jai  donc  ,   J$  :  45*6  :  :  20  :  x=  480, 

Trois  Négociants  ont  perdu  2400*  en  fociété.  Cette 
perte  devant  être  répartie  à  proportion  des  mifes  ^  &  la 
mife  du  premier  Négociant  étant  égale  à  la  fomme  des 
deux  autres ,  pendant  que  celle  d\x  lecond  eft  double  de 
relie  du  troideme ,  on  demande  quelle  doit  être  la  perte 
de  chacun? 

Si  je  fuppofe  que  la  mlfe  du  rroiOeme  eft  de  3^^  celle  du 
fécond  doit  être  de  6  ,  Se  celle  du  premier ,  de  ^.  D'où  je 
Conclus  que 

S3  ;  ^  s=s  400. 
6  :x=i  800. 
0  :  jf  =  1200. 


Une  inanité  d'autres  nombres  formés  fuivani  les  mêmes 
conditions  que  1 8  ,  auroient  donné  le  même  réfultat. 

Combien  faudroit-il  de  temps  pour  remplir  un  ballin^ 
en  ouvrant  tout  à  la  fois  quatre  robinets ,  dont  le  premiec 
feul  le  rempliroit  en  2  heures  ,  le  fécond  en  3  ,  le  troi- 
fieme  en  y ,  &  le  auatrien>e  en  6} 

Suppofons  quil  fallût  une  heure  >  &  voyons  fi  le  badin  fe 
itouveroit  rempli.  Il  eft  clair  que  dans  cet  intervalle  le  pre- 
mier robinet  en  rempliroit  la  moitié ,  que  le  fécond  en  rem- 
pliKoit  le  tiers,  &c  ;  &  qu'ainfi  les  quatre  à  la  fois  fourni- 
roient  dans  une  heure  de  quoi  remplir  ||  ou  ^  du  baffin.  Il 
ne  faut  donc  pas  une  heure.  Four  déterminer  au  jufte  ce 
qu'il  faut  9  on  dira  ••••••• 


174  Leçons   Élémbntairbs 

266.  Il  arrive  fouvent  qu'une  première  fuppofitlon  ti^ 
fuffic  pas  pour  réfoudre  ces  petits  problêmes  :  on  en  fait 
alors  une  féconde.  C'eft  ce  que  Ton  appelle  lu  regk  ^ 
duble  fcLuJfe  pojition.  \ 

Exemple.  On  demande  deux  nombres  dont  la  dilFc^ 
tence  foit  8  ,  &  dont  la  fomme  foit  l5. 

Suppofons  que  le  plus  petit  de  ces  deux  nombres  foi^ 
I  ;  nous  aurons  ^  pour  le  plus  grand ,  &  10  pour  leafj 
fomme.  Mais  nous  devons  avoir  1 6  pour  leur  fomme; 
nous  fommes  donc  en  erreur  de  6. 

Suppofons  maintenant  que  le  plus  petit  des  deux  norabrej' 
cherchés  foit  3  ,  ce  qui  donnera  1 1  pour  le  plus  grand  Oq' 
aura  14  pour  leur  lonwne ,  &  2  pour  erreur, 
.  Mais  nous  favons  d'ailleurs  (196)  que  le  plus  petit 
nombre  cherché  doit  être  4,  &  nous  voyons  quek/^re- 
miere  erreur  ejl  à  la  féconde ,  comme  la  différence  en:rt\ 
le  premier  nombre  fuppofé  Gr  le  nombre  cherché ,  eft  àli\ 
différence  entre  le  fécond  nombre  fuppofé ,  cr  le  même  nonin, 
cherché  y  puifqu'on  a  ...  5  :  2  :  :  3  :  i.  Refte  donc  à  trouyei; 
une  méthode  qui  faffe  connoître  le  nombre  cherché; 
dans  tous  les  cas  où  il  y  a  proportion  entre  les  erreurs 
&  les  difFcrences  ,  dont  nous  venons,  de  parler. 

26^7.  Soit  donc  x  le  nombre  cherché  \  foit  a  le  pre- 
mier nombre  fuppofé,  b  le  fécond  ,  c  la  première  erreur, 
d  la  féconde.  II.  eft  clair  que  routes  les  fois  qu'il  y  aïKa 
proportion  entre  les  erreurs  &  les  difFérences  indiquées,; 
on  aura  , .  .c  :  d::  x^-^a  ix  —  è,  &  que  par  conféquenr..! 
hc'^  ad 

Donc  pour  trouver  ^  par  la  règle  de  double  fauffepofivM\ 
le  nombre  cherché  ^  il  faut  multiplier  chaque  nombre  j^f 
pofé  par  V erreur  qui  répond-  à  Vautré  nombre  fuppofé,!^ 
divifer  la  différence  de  ces  deux  produits  ^  par  la  diffénntt 
des  deux  erreurs. 

Nous  avons  fuppofé  dans  i'êxemple  qui  précède ,  (\^ 
les  deux  erreurs  éroient  de  rtiême  figne.  Si  elles  eufTenr 
été  de  fignes  contraires,  ils  eut  fallu  alors  divifer  Igifoniff^ 


I 
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Nies  mêmes  produits  ,   par  la  fowme  des   erreurs  ;  pusf* 
^que  d,   par  exemple,  étant  une  quantité  négative,  Ijt 

formule  devient  y=   ^~^  .Donc  la  formule  généiak 

^  Fc-i-ad 

fera  ..»•..•  <ar== 7-. 

a<î8.  Toutes  les  fois  que  les  deux  nombres  fuppofSs 
ne  fatisferont  point  à  l'énoncé  du  problême  ,  on  voie 
bien  qu'il  fuffiroit  de  ramener  Tun  des  deux  au  nombre 
cherché  ,  par  une  corred;ion  convenable.  Soit  donc  j 
cette  çorredion  j  foit  d  la  plus  petite  erreur  ;  foit  b  ie 
nombre  qui  l'a  produite,  &  le  refte,  comme  ci-deïîiis. 

Il  eft  clair  que  iî  i  eft  plus  petit  que  x ,  on  aura  • ,  • 

tf^y  r=  or  =  ^ ^  j  ce  qui  donnera  • .  ;^  = ZTT^* 

Mais  (î  b  eft  plus  grand  que  x  ,  alors  b — j=a=s 
"^_^    >  dou  on  tire  .  .  .y=  — ^^;;;;^ — ^  Ccft-a-due 

que  dans  les  deux  cas ,  U  .faut  multiplier  la  différence  des 
deux  nombres  fuppofés  par  la  plus  petite  erreur  ,  & 
divifer  ce  produit  pat  la  différence  des  erreurs ,  lorfqu'elles 
ont  le  même  figne,  ou  par  leur  fomme,  quand  elles  ont 
des  fignes  différents.  Le  quotient  eft  toujours  la  correûioa 
cherchée, 

26c.  Rapprochons  mainteiîant  les  diverfes  opérations  de 
la  règle  de  double  fauûTe  pofition.  Elles  confiftent  à  fuppo- 
fer  un  nombre  que  Ton  aflujétit  aux  conditions  du  problè- 
me. S'il  y  faiisfait ,  comme  cela  arrive  quelquefois  ,  le  pro- 
blême eft  réfolu.  S'il  n'y  facisfait  pas  j  on  marque  Terreur  foie 
pofitive,  foit  négative,  &  on  fuppofe  un  autre  nombre, 
que  l'on  applique  de  même  aux  conditions  du  problême. 
•S'il en  réfulte  une  nouvelle  erreur,  on  la  marque,  comme 
la  précédente.  Enfuite,  on  multiplie  la  première  erreur  pat 
le  fécond  nombre ,  &  la  féconde  erreur  par  le  premier. 
Cela  fait ,  on  divife  la  fomme  des  deux  produits  par  celle 
des  deux  erreurs,  lorfque-les  fignes  de  ces  erreurs  font 
<lifférents.  S'ils  font  les.  mêmes  ,  c'eft  la  différence  des  pro- 
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duits  qa  il  faut  divifer  par  la  diâfcrence  des  ecrears.  I.e 

quotient  eft  le  nombre  cherché. 

Exemple.  Pour  engager  un  ouvrier  pareffeux  à  travailler  , 
on  loi  promet  unécu  par  jour,  à  condition  que  les  jours 
où  il  ne  travaillera  pas ,  il  ne  recevra  rien ,  &  qu'il  perdra 
au  contraire  24^  chaque  fois^  Au  bout  de  ij  jours  Tou- 
vrier  ne  reçoit  que  24.*.  Combien  de  jours  a-t-il  travaillé  ? 

Je.  fuppofe  qu  il  a  travaillé  pendant  6  ;  mais  je  vois  que 
dans  cette  fuppofition  il  n'auroit  dû  recevoir  que  7*  4*^  Il 
en  a  cependant  reçu  24.  Je  fuis  donc  en  erreur  de  i  (5*  1 6^, 
ou  de  1 6,  8«b  en  moins  ;  doù  je  coogIus  que  cet  ouvrier  a 
travaillé  plus  de  6  jours. 

Suppofons  donc  qu'il  air  travaillé  pendant  1 2  jours , 
&  voyons  quel  en  fera  le  réfultat.  L'ouvrier  auroit  dû  rece- 
voir 52*  8^:  il  n'en  a  pourtant  reçu  que  24.  L'erreur 
cft  donc  de  8*^  8^,  c'eft-à-dire  8  ,  4**  en  plus. 

Je  difpofe  ainfi  les  deux  nombres  fuppofés  &  les  erreurs 
correfpondantes  ; 

~  1(^,8       +  8,4 


X 


Puis  je  multiplie  le  premier  nombre  par  la  féconde  ct- 
reur  ,  &  le  fécond  nombre  par  la  première.  Les  produits 
font  JO44  &  20i,d.  Je  les  ajoute  ,  &  divifant  leur 
fomme  25*2  par  celle  des  erreurs  (  qui  cft  25*^2  /je  trouve 
jo  pour  quotient.  Ceft  le  nombre  cherché. 

Si  les  deux  nombres  fuppofés  avoient  donné  deux  er- 
reurs de  même  figne,  j'aurois  divifé  feulement  la  diffé- 
rence des  produits  par  celle  des  erreurs. 

Ex.  Après  avoir  trouvé,  par  la  première  fuppofition ,  que 
cet  ouvrier  a  travaillé  pendant  plus  de  6  jours  ,  je  fuppofe 
qu'il  a  travaillé  pendant  p.  L'erreur  fera  encore  en  nxains, 
de  4^  4^==  4,2*^.  J'ai  donc  ...  * 

6î        5)t 

-r- 1(5,8       —4,2 

Puis, 
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MPtds^  (5"X4,2  ==25',2o«5^xi5,8=:  i;'i,2 lyi^a  — 

'  2y,2=s:si^5....i5,8  —  4j2=Bia,5.. •.&—==  10, 

j"  comme  ci-deflus. 

i       La  formule  de  la  corredion  s'applique  aifémenr  à  ces 

'  petits  problêmes.  Ici,  par  exemple ,  on  auroit  j  =  /7^ — 

[    =  ^^^  =5  I  ;  ce  qui  indique  que  le  fécond  nombre  fup- 

pofc  9  p  y   doit  ctre  augmente  d'une  unité ,  pour  être  égal 
I    au  nombre  que  Ton  cherche» 

I  La  plupart  des  problèmes  du  premier  degré,  qui  ont 
!  déjà  été  réfolus  ou  propofés  (  IÇJ  ôc  208)  peuvent  fe 
réfoudre  facilement  par  la  reele  de  double  rauffe  pofi* 
non,  qui  ne  paroît  d'abord  fondée  que  fur  un  fimple 
tâtonnement^  mais  qui  nen  eft  pas  moins  ingénieufe,  ni 
moiiis  utile;,  aux  yeux  des  Géomètres ,  &  furcout  des 
Aftronomes. 

270.  IV.  La  régie  (tintértt  a  pour  but  de  fixer  la  fomme 
due  pour  de  Targent  prêté  fous  certaines  conditions. 

On  peut  les  varier  à  l'infini ,  Se  c'eft  ce  qui  rend  allez 
compliqué  le  calcul  néceifaire  en  plufieur^  cas»  Ndus  nous 
bornerons  à  ceux  qui  font  le  plus  en  ufage;  &  hiifiant  à 
chacun  le  foin  de  réfoudre' par  la  règle  de  trois,  ceux 
qui  en  font  fufceptibles ,  nous  confidéretons  la  chofe  un 
peu  plus  généralement, 

I®,  Si  un  Ufuriera  prêté  1^6oo^  à  8  pour  cent  par 
au  ,  quelle  fomme  faudra-tr-il  lui  donnet  dan^  cinq  ans  pour 
le  rembourfer ,  &  lui  payer  en  même  temps  l'intérêt  de 
fon  argent  ? 

Soit  p  =  1 5^00* ,  que  Ton  appelle  le  Principal ,  ou 
U  Fonds ,  ou  le  Capital.  Soit  r  ==  y  ans ,  ou  le  temps  pcn- 
dant  lequerrintérët  court,  "Sôit  rfi=ece  que  rapporte  i^ 
dans  un  an  ,  ou  en  général  dans  le  temps  que  100^  en 
rapportent  8.  (On  trouve  la  Valeur  de  r  en  difant... 
fi  îoo^  en  rapportent  8,  que  rapportera  i^  d^ns  le  même 

temps  ? 100  :  8  :  :  I  :  r  =  0,08  ).  Soît  enfin  s  =  h 

fomme  dixc,  tant  pour  le  fonds  que  pour  les  intérêts. 

M 
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Cela  polé,  nous  aurons  i*  :  r ^.  :  p^  :  x  =pr  =5  rintctc 
du  principal  pour  un  an.  Mais  il  au  bouc  d'un  an  Tincérè 
cft  pr  y  il  fera  pn  au  bout  d'un  temps  r  :  car  i  ipr  :\ 
t:x=iprt.  Réuniflant  donc  le  principal  (p)  &  rincérêt 
(prt) ,  on  aura  généralement  la  iomme  demandée  CO  = 

p+'prt'j  a  ou  1  on  tire  ^  /?  =  ^^         . .,  .r  = .... 

Subftituons  les  valeurs  ,  &  nous  trouverons  1=:  ijdoo 
j^-  I  ydoo  X  0,08  X  y  =  '21840*. 

Si  la  queftion  eût  été  énoncée  de  cette  manière.  Au 
bout  de  cinq  ans  il  a  été  payé  tant  pour  le  fonds  que 
pour  les  intérêts  à  8  pour  cent,  la  fomme  de  21840*. 
Quel  étoit  le  fonds?  On  eût  fubftitué  ces  valeurs  dan« 

la  formule /?= — —7»  ^^  ^  donne  lj5oo*.  On  trou- 

Tetoic  de  même  le  temps  ou  Tintérèt. 

27 1 .  2*.  Un  Commerçant  doit  payer  cent  piftoles  cha- 

2ue  année  à  un  de  fes  confrères  \  niais  comme  il  a  befoin 
e  fon  argent ,  il  le  prie  de  ne  pas  en  exiger  pendant 
8  ans»  promettant  de  payer  à  cette  époque  tous  les 
arrérages  aVec  les  intérêts  à  j*  pour  lOO. 

J'appelle  a  ce  qui  eft  dû  chaque  année  ,  foit  Kattt ,  ou 
Annuité  9  foit  Penjion  ,  &c.  J'appelle  r  l'intérêt  de  l*  pen- 
dant un  an  ^  t  le  temps  après  lequel  feront  payés  les  intérêts 
&  arrérages  ,  dont  je  défigne  la  fomme  pair  5  j  &  je  dis  • . . 
La  rente  ne  doit  être  payée  qu'à  la  fin  de  l'année.  Le  Com- 
merçant ne  devra  donc  aucun  intérêt  pour  la  première 
année.  Mais  à  la  fin  de  la  féconde  il  devra  a  r  d'intérêt  ; 
à  la  fin  de  la  troifieme  ,  2  a  r  ^  &  ainfi  de  fuite  jufqu  a 
la  fin  de  la  dernière ,  où  les  intérêts  dûs  feront  exprimés 
par  ar{t  —  i). 

Or  ces  intérêts  forment  une  progreffion  arithmétique/ 
dont  le  premier  terme  eft  zéro ,  le  dernier  =  ^  r  (r —  l), 
&  le  nombre  des  termes  =*=  t.  Leur  fomme  eft  donc  (227) 

— — -^ 5  &  cette  fomme  réunie  à  ce  qui  eft  dû  pour  la 
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lente ,  doit  former  la  fomme  des  arrérages  &  des  intérccs. 
Donc  s=zaT  t +  ar==  {r{t —  i)-+.2)  —  ^ce 

qai  donne   .....  ^=  (,(,.  "^^  z  )  r 

r=^^f t=i/r- + r-)'>— . 

ar(r-i)    •  r     Lar        \ir/  J         xr  ' 

Subftituant  les  valeurs  ,  on  trouvera  i  =  0,0^x7-^1  X 
if^==  p^oo*.  Et  fi  on  connoifloit  5 ,  r  ,  r ,  on  trouveroic 

ft  par  la  formule  .  . .  a  = .    .   _^  )-mW >  ^^  *  ^^* 

272.  Ces  fortes  de  queftions  appartiennent  à  ce  que  Ton 
appelle  règle  d'intérêt  Jîmple.  Les  deux  fuivantes  fe  réfol- 
vent  par  la  règle  d'intérêt  compofé.  On  appelle  ainfi  Tin- 
tcrèt  qui  provient  du  fonds  &  des  intérêts  de  ce  fonds. 
3**,  Une  partie  des  biens  d'un  Pupille  confifte  dans  une 
fomme  de  20000*  que  fon  Tuteur  a  placée  à  y  pour  100. 
Au  bout  d'un  an  la  perfonne  qui  avoir  emprunté  cette 
fomme,  la  rembourfe  &  en  paye  l'intérêt  convenu^  Le  Tu- 
teur trouvant  auffi-tôt  une  occafion  de  placer  cet  argent  au 
même  intérêt ,  forme  un  nouveau  capital  de  la  fomme  des 
20000*  &  de  l'intérêt  qu'elle  a  produit  pendant  un  an ,  & 

S  lace  ce  capital.  11  place  de  même  à  la  fin  de  la  froi- 
eme  année  le  fonds ,  &  l'intérêt  de  la  féconde ,  &  ainfi 
de  fuite  pendant  fix  ans.  Que  doit-il  à  fon  Pupille  pour 
cette  partie  de  fon  adminiftration  ? 

Soit  p=i=  2  0000*  qui  font  ici  le  principal  ;  foit  r  =  (î 
ans  j  j  =  la  fomme  due  par  le  Tuteur  ;  r  ==  Tintérêt  finiple 
d'une  livre  ;  ç  =  i  ^  -+-  r  =  une  livre  plus  fon  intérêt.  On 
trouve  q  par  cette  proportion.  Si  100*  en  produifent  loj 
au  bout  d'un  an  ,  que  produira  i*  ?  ou  • . .  100  :  10 y  :  : 
l:iî=i,o;. 

Il eft  clair  maintenant  que  fi  I*  produit  j  dans  unan,^' 
produira  la  féconde  année  ^*  ;  car  11  qi  iqiq^.hz  fomme 
due  pour  i*^  &  pour  fon  intérêt  pendant  deux  ans  fera  donc 
q\  Elle  fera  q^  pour  trois  ans ,  &  5'  pour  un  nombre  t 
d'années.  Mais  puifque  i*  produit  5'  dans  un  temps  t , 
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p^  proJuKont  pi/  dans  le  même  temps.  On  aura  donc  s 

s=pn'"=ioooo  X  1,  05'^=  20000  x*ï ^3401  =5 
26So2^  dont  le  Tiueur  eft  redevable  à  quatre  ou  cinq 
fous  de  moins.  r  ^^ 

La  formule  s-=^]p<f  donne  ....jtss— ....î=»^JL*. 

T  p 

Ls-Lp  Ls'Lp     Les  Loga- 

OVL  L  q  == —    .    •    .    .    r    — •  o 

t  ^q 

rithmcs  abrègent  beaucoup  le  calcul ,  dans  les  problèmes  de  ce  genre. 

273.  4-%  Un  Banquier  perçoit  en  1783  une  rente  de 
5400^  ,  ^  il  place  ce  revenu  à  quatre  pour  100 ,  en  17^:4. 
11  recevra  donc  à  la  fin  de  1784,  la  fomme  de  a400* 
pour  £1  rente  &  5,6*'  pour  i'incérêt  de  celle  qu'il  avoic 
perçue  en  17^  3 •  Son  projet  eft  de  placer  ainfi  tous  les 
ans  jufqu'en  1791  la  rente  de  Tunnée  précédente  avec 
Jes  intérêts  des  autres  années.  On  demande  combien  il 
recevroit  d'argent  ,  fi  à  la  fin  de  1750  les  perfonnes 
qui  lui  ont  emprunté  ,  le  rembourfoient  toutes  à  la  fois  ? 

Soit  a=ï  24OO*  .  .  .  t  =t  8  ans  .  .  .  r  =  0,04  =s 
Tintérêt  annuel  d'une  livre  . ,  .  y  =  i^'-Hr  =  1,04  .  . 
5  =  la  fomme  demandée  i  &  nous  aurons  ^=ce  qui  eft 
dû  au  Banquier  en  1 7  8  3  ;  2a  4-  dr  =  a  4-  aç  =  ce^  qui 
lui  êft  du  en  I784i  a^aq--^  aq^  =  ce  qui  lui  eft  dû  en 
1785'  i  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  qui  lui  fera  du  à  la  fin 
d'un  nombre  t  d'années  ;  l'expreffion  de  cette  dette  eft  a  -+» 
aq  -4-  aa'' .  .  •  •  H-  û^'"*. 

Or    la    fomme    de    cette    progreflîon     eft    {  2^2  ) 

f.y^^'1  X  ^  =  ^-—  X  fl.  La  fomme  due  après  un  nom- 
bre  t  d'années  eft  donc  généralemenr  exprimée  par  s  =3 
t X  a-^  formule  qui  donne  ici  i  =^ — 0,0^"^  ^^^^ 

t=  22140^,  à  très  peu  de  chofe  près 

/v  •  /ri         \         s 

Rie  donne  aufTi  a  =  .^~^'  -  •  '  =  '^  V7  "*"    y  '  *  "a  ^'"^*"" 

'    /  ^ 
lll,  en  fubftkuântj  — laulieu  de  r.  Or  cette  dernière  équation 


i 
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iooncra  an  mokis  une  valeur  approchée  pour  q ,  fi  clic  n*a  pas  de  divi- 
fcur  commcafurablc.  On  pourra  donc  en  déduire  la  valeur  de  r,  qui 
étant  muldpiiée  par  o o ,  fera  connoîcrc  le  uux  de  rimérct ,  toutes  les 
fois  que  tf  s ,  éc  a  feront  connus. 

Q^uel^ues  notions  fur  les  Séries. 

274,  On  appelle  Série  ou  Suite  un  alTemblagd  de  ter- 
mes qui  pris  confécucivemenc  croiirent  ou  dccroiffent  fui- 
vanc  une  même  loi  :  celles  foac  les  progcelEons  arithméu^ 
quesj  géométriques,  &c. 

On  appelle/uife^/iie  celle  dont  le  no  re  des  termes  eft 
limite  Se  fuite  infinie  celle  que  Ton  fupp  ^^  oncinuce  jufqu'i 
finfini.  ofe  c 

Les  fuites  dont  les  termes  vont  en  augmentant  de  gran- 
deur, s'appellent  divergentes  y  &  celles  dont  les  terme? 
décroiflent  de  grandeur ,  s'appellent  convergentes.  Une  fuite 
diverge ,  ou  converge  d'autant  plus  rapidement ,  que  cha- 
que terme  croît  ou  décroît  plus  fenfiblement ,  à  l'égard  de 
celui  qui  le  précède. 

Voyons  d'abord  de  quel  ufage  eft  pour  le  calcul  des 
Cries ,  la  Méthode  des  coefficients  indéterminés. 

On  appelle  ainfi  une  méthode  fort  connue  des  Géo- 
mètres ,  par  la  grande  utilité  dont  elle  eft  ,  ôc  par  l'efprit 
d'invention  qui  y  régne.  Cette  méthode  a  pour  but  de 
faire  connoître  la  fuite  des  termes  que  l'on  peut  déduire 
de  certaines  quantités  algébriques.  Mais  pour  la  rendre  bien 
intelligible  ,  il  faut  l'appliquer  à  quelques  exemples. 

275*.  Suppofons  donc  que  l'on  veuille  réduire  en  férié  la 

quantité  — — •  On  le  pourroit  fans  doute  ,  foit  par  le  feul 

procédé  de  la  divifion,  fbît  par  la  formule  du  binôme, 
mais  on  le  peut  auffi  pa,r  la  méthode  fùivante. 

Soient  A ,  B ,  C ,  D 1 E ,  5cc.  des  quantités  telles  que  Ton 
ait  l'équation. 

-^  =1 A -ftBjir-l- Cj^* -l-D AT*  4- Eat^ -i-&c. 

Cette,  (uppofition  eft  très-permife ,  pui/qu^e  les  quan- 
dtés  A  2  B  ,  C  >  &c.  font  fufceptibles  dsi  toutes  les  va- 
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leurs  que  pourra  exiger  la  fuite  du  calcul ,  &  que  la  quan-* 
tiré  X  fe  trouve  fucceffivemenc  élevée  à  toutes  fes  puiflan- 
ces.  L'eflentiel  eft  de  déterminer  ]es  valeurs  de  ces  cocflfî- 
cients  :  or  pour  cela,  on  a  imaginé  d abord  de  multiplier 
le  fécond  membre  de  Téquation  par  le  dénominateur  p  ^-jp 
de  la  première ,  &  on  en  a  tiré ,  en  ordonnant  •  •  •  • 

r  A;?  Hr-  Bpx  -+-  Cpx*  +-  Dpx^  +  Epx^  +  &c. 

Puis  en  tranfpofant  ^ ,  oh  a  eu 


o  = 


f  A/7  -+-  Bpx -h  Cpx^  4-  Dpx^  -+-  Epx^  -H  &c 
t— iP-h  Ax  -+.  Bx^   -h  Cor'  -i-  D;c*  -i-&c. 


Après  quoi  on  a  dit  .  .  •  Puifque  le  fécond  membre  le 
réduit  à  zéro  ,  il  n'y  a  qu'à  fuppofer  que  les  quantités  indé- 
terminées A ,  B.  G  &c  ,  opèrent  cette  rédudHon,  de  ma- 
nière que  tout  fe  détruife  ,  colonne  par  colonne  :  car  alors 
oïl  aura  autant  d'équations  que  d'inconnues ,  ce  qui  fera 
connoître  les  valeurs  de  ces  quantités. 

On  a  donc ...  ,Ap  —  ^  :^  O  . . .  .  BpxT'^  Ax=  O  . . .  • 
Cpx^  +  Bat*  =  o  . . .  Dpx^  +  Ca? ^  =  o .  • .  Epx^  -t-  Dx* 

=  o  •  .  .  &C  ,    &C. 

La  première  équation  donne  A/7  =  9  j  d'où  Ton  tire 

A  =  —  .  .  .  OLi  fubftitue  cette  valeur  dans  la  féconde 
P 

équation  3  &  on  trouve  B=: r  .  •  •  •  On  fubftitue 

de  même  la  valeur  de  B  dans  la  troifieme  équation ,  &  on 

trouve  que  C=  —•  Enfin  tout  calcul  fait,  on  a  "^T^^ 

±_if +  ?î:'_£ill  +  ?Ç-_&c5  &  la  loi  de  la 

P  P^     \\      P^  P^  P^  ' 

férié  eft  fi  manifefte ,  que  Ton  peut  aifément  poutTer  le 
calcul  auflî  loin  que  Ton  voudra. 

Soitpropofé  maintenant  de  réduire  en  férié  , .-  ^ 
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Je  fuppofe  que  ^,^^^^_^.  =A-|-BxH-Cjf'+D*^-H 

&c.  J'ai  donc  a^^(a^^2aX'X*j  (  A-HB*4-C:p*+Djc'+&c) 

ona*=:}        ^  2akX'^2aBx^^2aCx^ -+-&c  t 
(  —     Ax*~     B:^'  — &c;J 

doù  je  conclasa*s=5a*A,  &  par  conféquenc  A  s=  i  i  en- 
fuite  a'  B  +  2aA=so ,  qui  donne  B  ssai—  — ,  Le  même 

procédé  me  fait  trouver  Cs=4»««D  =  —  "Ti&c; 

I  276.  Quand  il  y  a  deux  termes  dans  le  numérateur, 
on  les  égale  refpeâivement  aux  deux  termes  homogènes  de 
la  férié  oeja  multipliée  par  le  dénominateur.  Ainfi  pour  avoir 

la  fuite  que  donne     ^    ^  %  »  on  fuppoferoit  d'abord  1 4-2* 

I  t=(i — X — x*)CA-+.B*H-.Gir*-H&c)î  on  effec- 
tueroit  enfuite  la  multiplication ,  &  après  avoir  trouvé  A  sa 
I ,  &  B=  3  9  on  détermineroit  i  lordinaire  C  ^  D»  &c ; 

doù  réfultexçit \:~;  =  i -H 3x4-4**  4-  7*'  -t-  1 1** 

4- 1 8*%  férié  bien  aifée  à  continuer,  puifque  chaque  coeifi- 
cient  eft  la  fomme  des  deux  coefficients  qui  précédent , 
&  que  X  eft  élevée  fuccefïïvement  à  toutes  fes  puiiTances. 
Cette  férié  eft  du  nombre  de  celles  que  Ton  appelle  Récur^ 
rentes ,  parce  que  pour  former  chaque  terme ,  il  faut  avoir 
recours  à  ceux  qui  le  précédent. 

277.  Soit  propofé  d'extraire 'la  racine  quarrée  de  A* 
—  *%  que  nous  connoiiTons  déjà  (180)  •  •  •  Suppofez 
iT  (a^  —  x'  )  =  A4-  Bx*  4-  Cx^  4-  Dx^ 4-  &c .  qui 
donne  d'abord  ; 
.*      ^»  ^  / A*4-2 ABx*  4-  B*  *♦  4-  2 AD*'4-&c 
a—x—^  ^^ACa:*4-2BC*'4-&c; 

enfuite  A*  «=a*  .  .  •  2ABx*= — x*jd*oùA  =  a  .  .  • 

B= j  ce  qui  donne  C  =:—  r-r  •  • . .  D=  — * 
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jTj  y  enforte  que  la  férié  . .  •  .  A  -f-  Bat*  -+-  Cx*  •+-  Dr* 

H-  &c,  devient  ^—  ^  —  -gj  _  TTTf  >  *^^'  O"  "J^^- 
lera  de  même  E,  F  ^  &c.  fi  Ton  veut  un  plus  grand  nombre 
de  termes. 

178.  II j  a  trois  principales  fuîtes  de  nombres.  Celles  des  nom-* 
bres  figurés  ou  de  oifFérents  ordres ,  celles  des  nombres  pofygoncr^ 
&  celles  des  puifTances* 

I.  Les  faites  des  nombres  figurés  comnicccent  ainfi  •  •  •  •  » 

Z  f  Confiants  ou  du  premier  ordre.. ...  1,1,  i,  i,  i,  i,  &c. 

g  )  Naturels  ou  du  fécond  ordre i,i,  3,  4,  y,  6,  &c. 

.    g  \  Trian§çulaîrcs  on  du  j*  ordre... . .  1,5,  ^,10,15,11,  firc 
2   (^Pyramidaux  ou  du  4* ordre i>4,ï 0,10,35,5^,  &c, 

La  loi  des  fuites  des  nombres  figurés  eft,  que  chacun  de  leurs 
termes  doit  être  la  femme  des  termes  correfpondants  de  la  fuite  pré-> 
cédcnte.  Àinfi  la  féconde  fuite  eft  formée  par  l'addition  continuelle 
des  umtés  $  les  termc^  de  la  troifîeme  fuite  font  formés  par  l'ad- 
dition continuelle  de  la  féconde.  Par  exempte  1-4-1  =  3  ... 
i-f-i-f-3=:^  •.  .  i-f-i-h3-t-4  =  io  .  •  .  i-t-t-Hj-H 

44- 5=siç,  fee. 

IL  Les  nombres  polyi^ones  font  des  nombres  formés  par  la  fommc 
des  termes  conRcutifs  d'une  progrcfïion  arithmétique  qui  commence 
par  1.  Et  ces  nombres  s'appellent  triangulaires ,  quarrés ,  pentagones  ^ 
nexagones ,  &c ,  fclon  que  la  différence  qui  règne  dans  la  progrcf- 
fion  eft  1 ,  2  ,    5,4,  &c. 

ProgrcfGons  Arithmétiques.  Nombres  Polygones. 

ï>i>5>  4,  5,  &c.  DifF.  .  T 1,3,  ^,10,15  &c.  Triangulaires. 

i»5>5>  7s  9y  &c.  ï^iff. .  1. .  • . . .  1,4,  ^,1^,15  &c.  Quarrés. 
1,4,7,10,13,  &c.  DifF..  3. ..'...  i,5,iî,*x,3$  &c.  Pents^one$. 
i,5j^>ï33i7.  &c-  piff- -4 ï,^^ïy>i8,4f  &c.  Hexagones. 

On  les  appelle  Polygones ,  parce  au'ils  expriment  les  divers  nom- 
bres dont  on  peut  difpoftr  les  unités  en  triangle ,  ou  en  quarré  J 
ou  en  quelque  autre  Polygone  régulier.  Par  exemple ,  la  fuite  des 
nombres  triangulaires  t> 5^6,10,1 5  &c,  tire  fa  dénomination  de  ce 
que  j  unités,  ou  ^ ,  ou  10,  ou  15  ou  xi  &c,  peuvent  être  arran- 
gées en  triangle,  de  la  manière  fui  vante. 
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La  faîte  des  nombres  quarrés  t,^,9.j6  Bce,  eft  ainfî  appell^e  »  parce 
qac  l'on  peat  donner  une  forme  quarrée  aux  unités  qu'il  contiennent  ; 
QD  peut  les  dirpofer ,  par  exemple ,  de  la  manière  fuivante 


U  en  eft  de  même  pour  les  nombres  pentagonauz  &  ceux  qui 
font  au-deiïiis.  Pluiieurs  Auteurs  des  deux  derniers  (lecles  ont  beau- 
coup travaillé  fur  ces  nombres  5  mais  ce  genre  de  travail  eft  fi 
ii^t ,  que  Ton  a  jugé  à  propos  de  l'abandonner  prefque  tout-à-faît. 

179.  III.  La  troiuemc  efpcce  de  fuites  comprend  celles  des  diverfes 
ptiifTances  des  nombres  naturels ,  t  ,  i  «  ;  ,  4  ,  5  &c.  Or  ropéracion 
principale  qu'il  y  ait  à  faire  fur  les  fuites ,  confîfte  à  trouver  leur 
lomme,  8c  nous  allons  voir  comment  on  peut  la  déterminer,  dans 
quelques  cas. 

De  la  Jommation  des  Séries. 

280.  On  peut  faire  fur  les  fuites  routes  les  opérations  de 
FÂrithmétique  ;  mais  la  plus  utile  de  toutes  ,  &  en  même 
temps  la  plus  difficile  )  confîfte  à  les /ommer ,  c'eft-à-dire  , 
à  réduire  en  une  feule  expredion  finie  cous  les  termes  d'une 
fuite  donnée.  Ceft  ordinairement  en  cette  expreflîon  que 
coniifte  la  folution  des  Problêmes  dans  lefquels  les  fuice$ 
entrent,  &  ces  problèmes  font  nombreux» 

Nous  ne  pouvons  pas  entrer  dans  un  grand  détail  fur 
ce  fujet,  qui  tait  une  des  plus  confîdécables  panies  de  l'Ana* 
lyfe;  nous  expliquerons  feulement  la  manière  de  fommer 
quelques  fuites  principales. 
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Uart  de  fommer  les  fuites ,  fe  borne ,  pour  ainfî  dire  » 
à  trouver  la  méthode  d'en  fommer  quelques-unes  qui  fervent 
de  formules ,  auxquelles  on  ramené ,  s'il  eft  poffible  ,  les 
(iiites  que  l'on  veut  fomtper.  Par  exemple  j  ayant  trouvé 
une  formule  pour  former  une  progreflîon  géométrique  dé- 
croisante à  l'infini ,  on  pourra  toujours  fommer  les  fuites 
2ue  Ton  décompofera  en  plufieurs  autres  dont  les  termes 
îront  en  progreflîon  géométrique  décroiflante.  (On  défî- 

gne  infini  par  ce  figne,  oo  j  dVi  ^.  -^y  &c.  font  des 
infiniment  petits.  ) 

fion  infinie  décroiflante  (en  fuppofant  q  plus  grand  que 
l'unité).  Si  on  l!écrit  dans  un  ordre  renverfé  **  J^  •  •  •  * 

J_,J..±'JL.^^  on\i  rendra  croisante , &  en  y  ap- 
pliquant  la  formule  ...sz=s  ^^(25*  l),  dans  laquelle  •= 

4 «  =  À-.on  aura  5=^       ,^  "  î  négligeant 

enfuite  le  terme  infiniment  petit  j^ ,  &  réduifant ,  on 

trouvera  j=^;  formule  propre  à  donner  lafommedc 
tome  progreflîon  géométrique  décroiflante  à  l'infini.^ 

281.  Exemple.  On  a  vu  (5)4)  que  la  fradion  ^  pouvoir  ctre 
transformée  par  approximation  en  celle-ci ...  0,3  3  3  &c  > 
mais  que  pour  rendre  cette  transformation  rigoureufe ,  u 
feudroit  poulFer  l'approximation  jufqu  à  l'infini.  La  preuve 
en  eft  que  la  fomme  de  la  progreflîon  -r-iV  •  T77  •  rr^  •  •  * 
j^,qui  enréfulte,  eft  véritablement  f  Car  fi  on  écrit 
d^abord  cette  progreflîon ,  de  manière  à  la  rendre  croiflante, 
on  aura  7^  o.-ïV^  ;  rfo  -iV  >  &  fionfait  enfuite  les  fub- 
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fiiturions  convenable?  dans  la  formule  s  =7^  j  on  trou- 

vera  que  s  =  ^^^^^^  =1  .Donc  lafomme  de  o,^^p^p  &c 
eft  I  y  comme  la  formule  le  donne. 

Sait  propofé  maintenant  de  trouver  en  fraâîon  ordi- 
naire la  valeur  de  0,l8i8i8  à  Tinfini  ♦ . . .  je  fais  i=3 
18... i=3  106.., jf=iooi&  je  trouve...  j: 


.  I  goo 
'  99QO 


1 o«oo-ioe 


Soit  o.  14285-7  1428^7  14285-7  &c,fra<aion  périodi- 
que infinie  dont  on  demande  la  valeur  -en  ifraétion  ordi- 
naire ...  je  fais  d:=s  14285-7  .  .  .  ^  =  1000000=  j  ; 

&  je  trouve  que  la  formule  s  =  j—j  fe  réduit  à  f ,  comme 
nous  le  favions  déjà  (Sf6). 

282.  Cherchons  à  préfcnt  le  moyen  de  fommer  une 
imte  de  frayions  dont  les  numérateurs  foient  en  progref- 
fioa  arithmétique  ,&  les  dénominateurs  en  progreluon  gco- 

métrique.  Cette  fuite  eRy ,  -^  ,  -j^ ,  -j^  ,  &c. 

Mettez-la  d'abord  fous  cette  form  e  . . . .  y»  t-  -{— r- ,  4'  -H 

±.J_    J_  d  d  d  '^  * 

ij' "♦■  V  '  V  "*"  V  "*"  V  "*"  V        "^* 

De-là  ,  vous  pourrez  déduire  les  fériés  fuivantes ,  qui 
ne  font  que  des  progreffions  géométriques. 

"^T'î^=  V=£t-  &c.  la  fomme  eft-^. 

d     d     d  ,     -  „     d 

~        h'-T^'-T^r'  &c.  la  fomme  eft^^. 

•  :  &c.  la  fomme  eft 


Or  ces  fommesCexcepté  la  première)  forment  la  pro- 
gtcffion  -rr  j^  :  ^^  :  j-^,  :  &c,  dont  la  fomme 


Q/CI^:^C^9'9'n^9%g^  CfO^  »/GT^f%^Vf^9^ 


,  <^^->^fWl88  LïÇONsÉLÉMENTÀrKES 

t&j-rr^L — ri  fi  donc  on  y  ajoute  la  première  fomme 

7 — 7.  on  aura  y~  f^ZT  P^^^  ^*  fomme  des  fommes 

c  eft-i-dire  ,  pour  la  lomme  de  toute  la  ferle  propofée.  Et 
e^eji  une  formule  générale  pour  fommer  toutes  Les  fuites  de 
fraSions  j  dont  les  numérateurs  font  en  progrejjîon  arithmé^ 
tique ,  &  les  dénominateurs  en  progre[fîon  geoméfr  que. 

Remarque.  Lorsqu'on  ne  peut  fommer  en  termes  finis 
'  «ne  fuite  infinie ,  il  faut  tâcher  de  la  mettre  fous  une 
forme  rapidement  convergente  ;  car  ,  lorjquune  fuve  con- 
verge très-t'îte  ,  il  fujfit  de  fommer  quelques-uns  de  fes  pre^ 
miers  termes  ;  on  peut  enfuite  négliger  les  autres  fans  erreur 
fenfîble. 

Par  exemple,  dansi/"  (^aa-^xx)  plus  h  valeur  dé  x 

XX  X 

fera  petite  à  Tégard  de  a  ^  plus  la  fuite  a  4- -+• 

■  ,  y  —  &c  ,  convergera  v:te ,  parce  que  les  numérateurs 

deviennent  très  petits ,  à  l'égard  des  dénominateurs.  Soit 
«  =  I0,  &Ar  =  i, alors  J/^'iOi  =  lO-4-^  —  -^Z^^-i^ 
7-j~  — j  où  l'on  voit  que  le  quatrième  terme  eft  déjà  com- 
me inhniment  périt ,  &  que  par  conléquent  les  trois  pre- 
xniers  termes  fuftifent  ^  pour  avoir,  à  tres-peu  près,  la 
•    racine  de  loi.    * 

i8j.  Soit  propofé  de  trouver  d'une  manière  générale  ta  (omm» 
.  d'un  nombre  quelconque  de  termes ,  dans  une  progrtf&on.  quelcon- 
cjue  des  puiflances  des  nombres  naturels 

Je  prends  pour  exemple  d'une  fuite  quelconque  de  ces  nombres, 
la  progrcfïîon  arithmétique  -L-  a  .  à  .  c.  i.  a»,  dont  je  fupporc  que  le 
premier  terme  a  repréfente  le  premier  terme  de  la  liiitc  donnée , 
pendant  que  û>  repréfente  le  dernier ,  Se  que  b  ,Cyd^  tiennent  lieu  des 

termes  intermédiaires.  Cela  pofé ,  j'aurai  donc  tt  =  d^  i 

^  =  c  -K  I  .  .  .  .  c  =  ^  -H  I  .  .  .  .  b  -z=z  a-k-  \  ;  Se  a  j'éleTC 
toutes  ces  équations  à  une  puiifance  quelconque  m ,  j'aurai  (  148  )•     ^ 

^      MB  f>M  ifn  (        m>Tti  -  '    iM  «       îB.fn  -  T 'tn  - 1    ,_  .        _ 

1  2.5 

^    m  Ht    .         Mf  V       in»y7i  - 1    ^  "     .   m*nt  -Im-i    «.. 
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4^  i«  =  a« -^  ma"-' ^.'îifLlI  tf«-»H.  illlO::!:!  ^^^ 

lAais  fi  j'ajoute  toutes  ces  paiiTances  enfemble,  je  tsouverai  en  ré- 
jaifànt,  que 

V  *  •  3 

Il  remarquant  que  ^-'-f.c'"-'-f-A'"*'H-tf*"'  eft  la  fomrae  des 
joiflânces  m  —  i  <le  tous  les  termes  excepté  le  dernier ,  je  conclus 
^ac  ù  j'appelle  j  *»-■  U  fomme  de  toutes  ces  puifTances,  j'aurai 

hi  la  même  ra.{bn,  il  viendra 

.     !•.  ..<£«-*  -H  tf»-»^  ^»-»  ^««-»  ==  y«.»  —  .«-», 

Kii£  la  férié  précédente  fe  changera  en  celle-ci  j 

Etc'cft4à  l'exprcdion  générale  de  U  fomme  cherchée,  puifquedefimples 
fcbftitutions  de  la  valeur  de  m  donneront  immédiatement  la  fomme  s 
àt  tant  de  nombres  naturels  que  l'on  voudra ,  la  fomme  j*  de  leurs 
qoarrés ,  la  fomme  s^  de  leurs  cubes  ,  &  ainfi  de  fuite. 

Car  fi  on  fait  d'abord  m  ^=:  i ,  la  formule  fe  réduira  à . .  .  •  =  tf-f• 
'•  —  •«  ;  d'où  l'on  tire  j*  =  <*  —  tf  -f-  i  ;  c'eft  à-dire ,  que  la  fomme 
teçuiffances  téro  d'upe  fuite  de  nombres  naturels  efl  égale  à  la  diffé- 
xcncc  du  premier  au  dernier  terme  ,  augmentée  d'une  unité. 

ÉxEMPLi.  Soit  *r-  3*.  4'.  j*.  <î*;  la  fomme  eft  vifiblement4,  Sc 
t'rft  ce  que  donne  l'équation  s^=sa  —  û-f-ir=<Ç  —  3-+-I- 

Si  on  (ait  m  =  i  «  la  formule  deviendra  •*  ^=r-  a*  -f- 1  (j  —  •)  •+• 

"^(j*— ••)=:tf*  -♦- 1 J  —  !• -4- ^*  —  •**.  Or  J°  —  «•==1* — a 
ianstous  les  cas  femblables  $  donc«^=â*»f-u — *»  —  a'ySç  par 

conCqucnt  s  =  î^i::flt:!±f  =l^  (^^.  t  ) -f-i  û  (i-^)  . . . 

txcmçlc.  Soit  ■=-  8  .  ^  .  10 .  iT  .  Il .  »5  ,  dont  il  faille  trouver  la 
fomme  ....  on  aura  Srr=i^  .  7  -+-4^ —  7  ^  --  65. 

Sien  fait  i»r=.  j ,  on  aura*»»  -=^tf»-f-^  f  J*  —  «'*>)H-5  Tj  —  of) 

•+•*•  —  *•=  tfJ -+.  5 j* — ^«»*-f. 'j— aa»  —  <ï;  &  fi  ou  fubftitue 

I  <«ns  cette  équation  la  valeur  déjà  trouvée  pour  j,  on  aura  eh    ranf- 

Sttc  fon  peut  réduire  à  celk-ci  .  •  .  ^*  =;i<i»  (  i**H-3#-*-  i  ;  — 
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Jaf  2û*—  3fl-f-i^  .  .  .  Exemple.  Soitia  fuite  des  quarrés  i*  .  3*. 
4*  .  5*  .  tf*  ,  dont  on  cherche  la  fommc  .  •  •  On  aura  ^*  =  ^o. 

En  faifant  m -=4,  &  en  fubftituant  les  valeurs  trouyées  pour  s 
&  pour  j*,  on  aura^'=i«>^-*-T«'  -*-^«*— ^  Jtf*-f- jA^  — ^d* 

On  trouvera  de  même  que  j4  =  -i.«^ -}^iar+-f-i  «î  —  ^<»— i 
•|tf'-4-~tf* — Tû5-+-yja,  &  ainfi  des  autres. 
.  Si^on  vouloit  chercher  la  lomme  des  puifTances  m  d*uae  infi- 
nité de  termes  de  la  fuite  des  nombres  naturels  ,  alors  le  der- 
nier terme  «  feroit  infini  ;  on  auroit  donc  «  =00 ,  &  par  confé« 
qucnt  les  puifTances  00 '"-',  00 "»-',  00 '""J  &c  feroient  infiniment 
petites  par  rapport  à  00  '^  ;  elles  s*évanouiroient  donc  >  ce  qui  chan- 
geroit  la  formule  générale  en  celle-ci. 

*m  *••  .         717. m-I    _   '        m.m-l  •tfi^  t, 

z  1.3 

Or  j"-*,  s^'i  y  s^'^ ,  &c.  font  autant  de  quantités  infiniment  octîtcs 
par  rapport  à  j'"-»  ;  car  il  eft  évident,  par  exemple,  que  la  (ommc 
des  quarrés  qui  eft  dans  ce  cas- là  j  oo^ ,  eft  infiniment  petite  par 
rapport  à  la  fomme  des  cubes,  qui  eft-  00 ♦.  Donc  en  négligeant 
tous  CCS  termes  ,  Téquation  précédente  deviendra  ...  00'"  =  nM*-*  j 

■  d'oii  Ton  tire  j«-«  =  i^  j  ainfi  fuppofantm—  i  =  n  ,  on  aura  ^= 


jU-M 


— —  5  c'eft-à-dlrc  que  la  fommc  des  puiffances  n  à*xme  infinité  de 

termes  pris  dans  la  fuite  des  nombres  naturels  eft  égale  au  produit  6c 
la  puiflance  60  "  du  dernier  terme  multipliée  par  k  nombre  de  tous 
les  termes,  &  divifée  par  n-t-t* 

Au  refte  ,  on  voit  bien  que  cette  formule  s*étcnd  à  tous  les  cas  des 
puiffances  fraétionaires .,  comme  à  ceux  des  puifTances  entières,  puif- 
que  n  peut  également  exprimer  toutes  fortes  d'expofants.  Le  problème 
cil  donc  réfolu  d'une  manière  générale ,  &  fi  on  vouloit  en  imiter 
la  folution  pour  trouver  la  fomme  des  puiffances  d'un  nombre  qucl- 

Trclfion 


qui 
^  &c  ;  après  quoi  on  acheveroit  le  calcul ,  comme  ci-deiTus. 

De  la  Méthode  inverfe  des    Séries. 

184.  Étant  donnée  une  équation  de  cette  forme . .  » , .  je  =  ay^  -fi 
lym-^n^^m^iu  ^  ^yr.^in^^  ^^^  ^^  demande  la  valeur  dey  ....  La 
méthode  qui  apprend  à  la  trouver,  s'appelle  méthode  inverfe  des  fé- 
riés ,  ou  retour  dts  fuites  y  parce  que  l'on  ne  parvient  à  cette  valeur 
ue  par  une  féric  inverfe  àts  puiffances  de  x.  Yoici  en  quoi  cette  mé- 
ode  confiftc» 
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kyea  x. Pour  cela,  je  fuppofcy  =A;if-i-Bar*  •+■  C  j: »  -f-  Dx*  -f-  &c. 

ry»=  A*  Ar*-4-  %  AB  jc'-f-  B*x*      &c 

Donci%^^,_  A»  +  3A«B     «ce. 

A*        «eu 


'^•&= 


;?■= 


Donc  !•,  JCSS 


=  tfA*  4-  ûBjc*   H-  ûC*ï  -f-  ûDx*  ace 
A'^     H-  ^AB3  +  B'^     &c 
-f-  lAC^ 
liyî  =s  A'tf    4-  jA*Br&e 

^&c  &c. 


Or  cette  dernière  équation  donne  (  x-jé)  x  =  A<îx,  d'où  i=  A«,  «c  Ao^ 

-,  Elle  donne  auffi  tfB-+-A*A  =  o;  doncB  = ,  Enfuite, âC 

+  lABi  -f-  h}c  =  05  d'où  C  c= ; — ,  &ainfî  des  autres.  Cela 

po(2  nous  aurons  la  formule  fuivante  pour  changer  une  férié  des  puîf- 
limces  -fucceflives  de  y,  en  une  autre  fërie  compofëe  des  mêmes  poif- 
fances  de  x.  Il  n'y  aura  qu'à  fubftituer  les  valeurs  des  coefficients  a^  i, 
c,d  8cc,  que  l'on  fuppofe  connus. 
Je  dis  donc  que  fi  x  =  ay-^By^'^cy^  «ce ,  on  a  dans  tous  les  cas 

femblables  ...y  =  —  at x^H —  x^ -f  ^ i—  *♦ 

a  a^  a^  a? 

4.  -H 2 x^  4-  «ce. 

Applications,  x  ==y — y*  -f-yî  — y*  •+•>''  — y^  -♦-  &c.  Quelle 

eft  la  valeur  de  y  exprimée  en  ;v  î On  a  ici  û  =  1 ,  ^  =  —  i , 

^3:1,^=— 1,  €-=>!  ,  &c.  Donc  y  =  AT -H  *^  •+-*•*  -t-;if*  &c. 

Si  on  avoit  x  =y  H-  ^  -|-^  4. ^  4-^  «ce,  alors ^  fcroit  =  i , 

&c  =  ar H 1 &c. 

'     %  2.3         2-. 5.4         *-5-4-5 

JC          X*            x^         x^           x^  x 

Et  fi  r  = H — 1 —  «ce,  on  trouvera  — 

■=7+.  JL.-|--i 1 i «ce. 

X  1.5         1.3,4 

185.  IL  Si  nous  fuppofons  w  =1 ,  3c  /î=^i,  la  iZrie  propoKc  n*auni 
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que  des  J>uiflinccs  impaires,  &  réquation deviendra  *  =  «y  4- Ay^  -f- 
cy^  4-  dy^  &c.  Pour  avoir  une  formule  dans  ce  ca&-là  , 

Soit     y  =r  Ax  +  Bi5  -f-  Ca:^  -H  Djc^  &:C 
A$    -H3À*B-+-3A*C  &c. 
-H3AB* 


A^  -h  jA^B  &c. 
A^     &c. 


A'Ssss  A**  4-}A*BA-f-  5A*iC 

J  ...  -H  jAB^i 


I>e  cette  dernière  équation  je  tire  *  =  Atf*  ,  ou  A  as  —  .  .  .  » . 

— ^                      îA*  -  dc 
iiBH-Aïi  =  o,ouB=--.  5  puis  C  =a  ^ — ; — D^s 

^ ,  &cî  enlorte  que  la  formule  eft  y  =  —  jc^^  —  x« 

tf^®  ^  "^        il  «♦ 

3A*-<zc    ,   .    8a3c -tfV- ni*    ,       ^ 
•H  i-—  x^-h ~ *^^&c. 

Applic.  Exprimer  ei  r  la  valeur  de  r  dans  l'équation  r-szt-^ 

, H — I-&C?...  Onaia^ 

i-3-?*        1-3-4-5;'*         1.3.4.5.^.7/»^  ' 

tf  =1,  i=  — .,  c=: -,  <£  =  — &c,  r  =y, 

r  =  X  \  tx.   fubftituant  ,  on .  trouvera   r  =  r  4-  —  r'  4- 

3. 4P*       1.3.4-5P*-'  i.J/''  ^•4-5i'* 

r'  H Lll_r'&c. 

±^6,  III.  Supposons  maintenant  que  mScn  foîent  des  nombres  quel- 
conques ,  entiers  ou  fradionaircsi  &  cherchons  une  formule  pour  ce 

X  J 

cas  qui  contient  les  deux  autres.  Je  fais  u  ==  — .  . .  •  .y  =  u  m  -jr  m 

!■*•«  l'élit  »H»^lt  .      <Z 

B^  w  -f.  C«    w     '^  Vu    «»  '  ^  &c  ,  ôc  divi&nt  par  ^  la  Kric 

propoRc  I 


'y*         Gsu  +  mBu    m    -hmCtf    «    &c 


Donc  m  B  H =  o,  ce  qtii  donne  B  =:—  —  j  donc  auffi  m  C  -fj 

-te.m-i  ^  ^  ^B     .    f  '^'^      .    ,  ^        " 
B*-4-C^*4-rt)-^-4-— =i  <i  ,   ce  dm  donne  C  csa 

— . ^_-_ p^  ^  jyjifi  dei  autres  5  cnfortc  que  la  formule 

JtnéralecftycK  *  a ^   m  ^': ' ^^    m 

ma  im*tf* 

^  ■  --*-  ■    t  .4»  —  I 

Xtf    *  î  &  aînfi  de  fuite* 
APPtic.  Soit  A?  =  iy*  ■+•  f  y«  +.  I  y*  +  &c<  On  deiharide  la  ira- 
>  leur  de  y  en  jr*  J*ai  d'abord  tf  ={,  i  =?  f ,  ^  =  i  ,«  =  X ,»  ris  i  ^ 

«  =  «:.  Puîs,y=stt»-|«-f.fgtt  »  -f.^tt»&c. 

Soit  encore  *=^y-ï  ^lly^  —  Jy^  —  Jyyl— ^y  î  &C4 
Onaura  iSfl=  i,  4^=— 1,  c=  — j,  &ctt=;c,^=— .f,  «  =  r* 

*% y = ^  —  ^  4- ^  ^  -^  &c*  Voyex  k  favant  TraW  d*Al-»' 
{ibre  de  M,  EMt&sôK, 


N 


(|5>4  t  EÇ  P .K  s    É  ï,  i  M  B  ÎJ  t  À  ï  &;B  * 

'-       t 

Des   Logarithmes. 

'5i87,  JLjis  Géomètres  fe  pkîgnoient  depuis  long-jcempi 
delà  lenceur  du  calcul ,  dans  la  multiplication  &  dans  la 
divifion  des  nombres  confidcrables,  &  fur-tout  dans  i'ex- 
craâion  dqs  racines  iin  peu  éleyées,  lorfqu*enân  un  Ba^on 
Ecodbis»  (il  s^appelloi^  f^epper)  imagina  un  mpyeadé  re* 
médier  à  c,et  inconvénieiit» 

Il  vint  à  bout  de  réduire  les  multiplications  â  de 
fimples  additions,  les  divifions  à  de  fimples  fouftpi<flions, 
les  formations  de$  puiflfances  à  des  multiplications  tou- 
jours fort  courtes  ^  &  les  extradions  dts  racihés  aux  di- 
vifions les  £>lu$  fajciles.  Nous  xegrettons  de  ne  pouvoir 
faire  connoitre  à  nos  Lèdeurs  toute  la  beauité  de  cett^ 
découverte  :  pour  la  bien  fentir  y  ii  faut  être  plus  avance 
dans  ré,cade«.aes  Mathématiques.  Nous  n'avons  pour  objet 
dans  ce  cfaapix|:e  y  que  le  développement  des  premiers 
principes  4'ut^  jthiéor^e  auffi  mile. 
.  a88;  Sôit  4oi?c  une  progreffion  géométrique  queicon-' 
que  '^  a*^  :  a^  :a*  :  a^  :  a^  :  a^  :  &c j  on  fait  (isy)  que 
pour  inpltiplier  Tun  par  Taptre  deux  termes  de  certe  for- 
mule, il  ïiifiSj:  d'écrire  une  feiile  foi?  la  quantités,  en  lui 
«tonnant  pour  expofant  la  fompie  des  deux  expdjTants  des 
termes  qqe  Ion  multiplie.  On  fait  par  exemple,  que  â*xa' 
^a^^^a^  ^  &  que  a^  xV  =s  û^*^  =à'^.  Ainfi  h 
produit  de  deux  termes  quelconques  d^u^e  progrejjîpn  géomi* 
trique  eji  toujours  égal  au  terme  qui  dans  la  mhnerprpgrejjion  a 
four  expofant  la  fomme  des  expofants  de  ces  deux  termSf 

a8p.  On  fait  auffi  {l2^)  que  le  quotient  de  deux  ter- 
mes quelconques  d'une  progreffion  géométrique  eft  le 
terme  qui  a  pour  expofant  la  différence  des  expofants 
de  ces  deux  termes:  a^ y  par  exemple,  divifé  par  a*  eft 
égal  à  a^"*  ==  a^.  Donc  pour  avoir  le  quotient  de  deux  de 
ces  termes  ^  il  faut  prendre  la  différence  de  leurs  expofants, 
€r  en  fair$,  V expofant  du  quotient  que  Von  cherche. 


'  Or  ce$  expofants  font  ce  que  l'on  appeUe  des  Lûga^ 
ritkmes.  Enforte  que  fi  atsc  iq,  la  formtile  devenant  ak>ts 
^r  lO*";  lo':  lO*  :  lO^  :  ïO'^i&c.  ou,-^  it  lorioot 
XOOO  :  lOOOO  :  &c y  l'expofanc  o  eft  le  logarithme  de  lu- 
nicc;  TexpoTant  i  eft  le  logoriciune  de  lo  ^2  eft  le  loga* 
richme  ide  100  >  &c. 

Mais  paixe  que  ces  expofants  ne  donnent  que  les  lo^ 
gatichmçSides  nombres  qui  feilt  dans  la  progreffion  décu- 
ple -77-  l  :  10  ;  100  :  1000  :  &c ,  &  que  Ton  a  très-fouw 
vent  befoin  /des  logarithmes  des  nombres  intermédiaires^ 
^*  ?  •  4»  y^  ^>  7^  ^>  P?  .'^  t  *^Cj  ainfî  que  des  lo- 
ganxhmes  des  fractions ,  voici  comment  on  s^y  eft  pris 
pour  trouver  tous  ces  logarithmes. 

On  a  ajouté  plufieurs  zéros  en  forme  de  décimales  1 
chacun  des  expofants  de  la  formule  »  ce  qui  la  changéf 
en  celle-ci ,  en  n'y  mettant  que  fept  zéros. 

J^  j^O|OOOOPOO,jqIjOOOOO«0  jJq2»0  0«0000  .    jq3,0  090000  .0^ 

Puis  on  a  remarqué  qu*)en  inférant  dans  cette  formule 
des  ezppfants  qui  fulTent  en  progreiEon  arithmétique ,  les 
valeurs  du  nombre  10  élevées  aux  puiflfances  qu'ils  défi- 
gnent,  feroient  àts  nombres  en  progreflîon  géométrique  > 
&  que  ces  mêmes  iexpofants  feroient  les  logarithmes  de 
ces  nombres.  Donc  en  faifant  croître  ces  décimales  confia 
cutivement  de  ,^^/^^oo  j  ou  ^  ce  qui  revient  au  même ,  eti 
inférant  9^^9999  moyens  proportionnels-arithmétiques 
entre  deux  quelconques  des  expofants  de  la  progrêflion 
(228),  on  a  dû  avoir  une  nouvelle  progreflîon  géo« 
métrique  dont  les  preihiers  termes  font» 

••    •-^0^0000000  ,  jQ  .  0^000000 1..Q  0,0000  00  i..Qetoeoooo  3  .  flv -» 

Et  les  valeurs  correfpondantes  de  chacun  de  ces  termef 
fent  des  nombres  qui  vont  en  croiflànt  fort  lentement; 
puifque  le  premier  terme  vaut  i ,  &  que  le  diz-million«^ 
Unietne  ne  vaqt  que  10. 

Parmi  cçs  termes  inférés ,  il  y  en  a  donc  un  qui  vaut 
2 ,  un  autre  qui  vaut  3  »  un  autre  qui  vaut  4  »  ou  du 
m^ins  qui  en  dififerent  très-peu  9  &g.  On  a  trouvé  »  pac 
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exemple,  que  a  étoîc  i  peu*près  la  valeur  du  terme 
,j^Q<5,3oioîoc>^  que  3  étoît  à  peu-près  =  lo^^"'''"'*,  que  4., 
c=a  I  o®**®**"^ ,  &c  9  6c  on  a  regardé  ces  expofaîics  comme 
Jes  logarithmes  de  2  ,  de  3  ,  de  4 ,  9cc, 

2po.  Par  des  calculs  fondés  fur  cette  idée  »  mais  donc 
les  détails  font  immenfes ,  on  a  conftruit  des  Tables  de 
Logarithmes  pour  tous  les  nombres  depuis  z  jufqu'â 
.100000  ,  &  qui  fervent  à  trouver  ceux  des  nombres 
plus  grands.  If  y  a  de  ces  Tables  où  pour  une  plus  grande 
précifion,  les  Logarithmes  ont  dix,  quinze,  vingt  dccir 
maies  :  mais  les  cinq  premières  fuffifent  ordinairement* 
Quant  à  la  manière  de  s*en  fervir,  on  peut  la  voir  affez 
détaillée  dans  la  dernière  édition  des  Tables  de  loga- 
rithmes ^avec  fix  décimales  (chez  Defaint  178 1  )'j  car 
pour  en  bien  comprendre  rufage,.il  faut  avoir  des  Tables 
entre  les  mains. 

2^1.  On  peut  concevoir  cependant,  fans  y  avoir  re- 
cours, i^^  que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  com- 
pris entre  i  &  10  doivent  commencer  par  o;  que  ceux 
de  tous  les  nombres  qui  font  entre  10  &  1 00  com^ 
mencent  par  i  ^  que  le  premier  chiffre  des  logarithmes 
des  nombres  compris  entre  100  &  1000  eft  2  ,  &c« 
Ce  premier  chiffre  s'appelle  la  CaraSériJîique  du  loga- 
rithme ,  parce  qu'il  fert  à  faire  connoître  de  combien 
de  caraâeres  eft  compofé  le  nombre  qui  répond  à  un  lo- 
garithme donné  ^  car  il  efl  évident  que  ce  nombre  doit 
avoir  un  chiffre  de  plus  que  la  caradériflique  ne  contient 
d'utiles.  Ainfi  je  vois  tout  d'un  coup  que  ce  logarithme 
4,^1 4. y 5o  appartient  à  un  nombre  de  cinq  chiffres, 
pacce  que  fa  caraâériftique  eft  4. 

&p2.  2^,  Que  le  produit  de  deux  nombres  répond  i  h 
fomme  de  leurs  logarithmes  ,  Se  que  leur  quotient  répond 
à  la  différence  de  leurs  logarithmes.  Âinfi,  pour  multiplier 
48  par  xC)5,j'ajoute  leurs  logarithmes, qui  font  1,6812411 
&  2,2201085  la  fomme  eft  3,901349  :  c'eft  un  loga- 
rithme qui  répond  dans,  les  Tables  au  nombre  7p58 ,  le- 
quel eft  \e  produit  de  48  X  166.  Pour  divifer7335  par 


1>E    MATHèUATlQUES.  '  fp^ 

^6y  il  faut  retrancher  le  logarithme  àe  ^6  y  qui  eft 
1,748 1.88,  du  logarithme  de  73 3  (5 ,  qui  eft  3j86 747^ , 
&la  différence  2,1 17271  eft  un  logarithme,  qui  répond 
dans  les  Tables  à  13 1.  Donc  131  eft  le  quotient  de  73^  (S, 
divifé  par  ^6. 

25)3.  3®,  Que  pour  faire  une  règle  de  trois  par  les  lo^ 
garithmes ,  il  faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes  des  termes, 
qu'il  eât  fallu  multiplier  ^  £r  de  lafomme  retrancher  le  lo-^ 
garithme  du  nombre  par  lequel  il  eât  fallu  divifer  le  produit^ 
h  refie  eft  le  logarithme  du  terme  cherché.  Par  exemple  ^ 
foit  la  proportion  2843  :  S^2f  :  r  3147  :  x»  Il  faudroit 
peut  avoir  la  valeur  de  x^  multiplier  3147  par  Sjsp, 
&  divifer  leur  produit  26840763  par  2843;  mais  par 
les  logarithmes  ,  il  fuffit  d  ajouter  enfemble  ceux  de 
85*2^  &  dé  3  147  ,  qui  font  3,5^3 opo  &  5>4P75)0,  & 
doter  •3,45'578  logarithme  de  2843  ,  de  la  fomme 
7,42880  ;  le  refte  3,975-02  eft  le  logarithme  de  x, 
lequel  répond  dans  les  tables  à  ^441. 

294.  4^ ,  Que  pour  élever  une  quantité  à  une  puijfancc 
quelconque ,  il  faut  en  ajouter  le  logarithme  à  lui-même 
autant  de  fois  qu'on  auroit  multiplié  cette  quantité  y  c*eft- 
à-dire ,  qu  i/  faut  multiplier  [on  logarithme  par  Vexpofant 
ie  la  puijfance.  Àinfi  pour  élever  8  à  la  quatrième  puif* 
fancej  il  faut  multiplier  fon  logarithme  0,5^0309  par 
4,  3c  le  produit  3,61236  eft  le  logarithme  de  405^6» 
quatrième  puiflànce  de  8.  ^ 

2py.  Qu'enfin,  jî  on  div\fe  le  logarithme  d^unequan*^ 
tité  donnée  par  Vexpofant  de  la  racine  qiion  en  veia  ejp- 
traire^  le  quotient  fera  le  logarithme  de  ceue  racine;  ainfi 
pour  extraire  la  racine  cubique  de  685*9  ,  divifez  fon 
logarithme  ^^^^626  par  3  j  &  le  quotient  1,2787/j 
fera  le'  logarithme  de  ip ,  qui  eft  la  racine  cherchée. 
Mais  on  peut  démontrer  généralement  toutes 'ces  {pro- 
priétés du  calcul  logarithmique  :  &  c'eft  ce  que  nous  allons 
taire  dans  le  Chapitre  fuivant, 

Niij 
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Des  propriétés*^  des  Logarithmes  en  général; 

:  a^p6»  Soit  a  un  nombre  plas  grand  que  l'unité;  ùnt  nw 
rexpofanc  de  la  puiflfance  à  laîqueUe  il  faut,  élever  a  pour 
^voir  un  nombre  donné  b ,  enforte  que  l*o.n  ait  a"=;=fr* 
On  eft  convenu  d'appellçr  m  le  logarithme  de  6,  6c  d^ 
l'écrire  ainfî  ,  m  ==s  Lb. 

Suppofant,  par  exemple  a=zio  ^  Se  ^  =3  lOQ  >U  faut 
due  /n==s:2  pour  que  Ton  ait  a^=ib  ^  Se  pour  que  2  foir 
dans  cette  luppoiîrion ,.  le  logarithme  de  loo.  Tel  eft^^ 
comme  on  Va  vu  (28^),  le  fyftême  de*  Tables  ordw 
narres, 

2pj.  Il  fiiit  de-li  que  les  logarithmes  oriinaira  font 
Ui  expôfants  despuijfances  auxquelles  ilfaudroit  élever  10^ 
pouf  aPôir  tes  nombfes  ([ui  répondefit  à  ces.  logarithmes. 

Et  puifque  dliii  c6té  ,  -tous  les  nombres  peuvent  être  re« 
gardés  comme  étanç-différentes  puiflances  de  io,  &  que 
de  l'autre  le  produit  ou  le^  quotient  dés  puiflances  fe  trouve 
en  ajoutant  ou  en  fouftrayant  leurs  expofancs,  il  eft  clair 
^e  la  (bnstn^  àxt  la  différefiçe  des  logarithmes  de  deux 
liombré^'doit  répondre  dâtis  les  Tables  an  nombre  qui  eft 
te  produit  ou  le  quotient  de^  deux  autres.  Nous  avons  déjà 
déduit  de  ce  princîfre  les  propriétés  du  calcul  logarithmi-? 
que ,  datis  lé  difcoùrs  qui  eft  à  la  fuite  des  Tablçs  déjà  eu 
fées*  Vbicrî  une  aurre  manière  de  les  démontrer. 

ap 8.  Si  a«  =  b,  il  eft  évident  que  La^^^Lb  \&c  fi  û^=t?c  j(' 
on  aaira  de  même  JLo*  =;  Le  j  donc  ic  =s  û^  x  a^c=siP^^^  & 
Lfc î=3s La^^^^ s=zm^ni=iLb  ^Lc.  C'eft-à-dire ,  que  le 
logarithme  d\M  produit  quelconque  réfulte  de  la  fomme 
des  logairithme^  de  fes  faâsurs.  Voilà  dot^c  couç^s  l^^^ 
;nukipucition$  réduites  it  de  fimples  additions. 

Soit  p  le  produit  y  F,/  les  faveurs  y  Se  nous  aurons  gét 
pératement  Lp^sisLF^  Lf*^  d-où  LF=s  Lp  -r-  Lfi,  ceQh 
i^dice,  qti'étant  donnés  lie  produit  Se  un  de  fes  faâeuis, 
on  trouveç^  le  iog;ari(hme  de  l'aqtçe  i2Ç(£teu  ^  en  of^.ç^- 


?        PI    M'ATrtéMAXiQUii  tçjf 

logarithme  du  fa£teuc  connu  de  celui  du  produit  ;  ce 
qui  ramené  toutes  les  diviiions  à  de  (impies  fou(^ 
^rââions»  *  , 

De  ce  que  Lp==iLF+  Lf^  i!  fuit  que  danis  le  cas  oà 
F=:./,  onr  a  Lp  ==a  LP  =  a  LF,  &  par  conféqueht  LF*^ 
=:3LF,  LF^z=^LF^  ou  en  général,  LF'^zs^mLF. 
Donc  pour  élever  un  nombre  à  une  putlfaBce  quelconque  , 
il  fuffit  de  multiplier  le  logarithme  de  ce  nombre  par  l'ex- 
pofanc  de  la  puidknce  propofée.  Lé  logarithme  qui  en 
réfulte  eft  celui  de  la  puifTance  que  l'on  cherche. 

£c  comme  lès  racines  ne  font  que  des  pcriflances'  frac- 
tionnaires (  lyp  ),  il  eft  clair qtf en  mtfltlipHanft  le  togâ- 
rithme  d'un  nombre  par  la  fraâion  indiquée ,  ou  ce  qui 
revient  au  même  ,  en  divifant  ce  logarithme  par  Texpoi» 
faut  de  la  facine',  oti  anra  toujours  le  logarithme  de 
cette  racihe.  Voici  quelq[ues  exemples  des^  cas  les  plus 
ordinaires. 


a. 

m  ,_^    m 

La''^=i--La  .  .' .  .  La      "=——1*^% 
n  n 

L  — r-=  ^«  -+-  li-Hic  •*-.  Ld— ^  Lt. 

LàT  If  c*  =s.TnLa  H- f  Lt  •+-  j Le. 
L  —  ==:  ta  -^nLx  —  ^Lr, 

i>^C*"  -4-/  ) ^k i  (>^'  -4-/ >• 
L;^=si(fl-f.*)--L(a  — *). 

Niy 
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Pu  Calcul  iei  Logkrhhmes  p^r  la  SAries» 
.  J  . 
-  ij^f.  Les  premiers  Calculateurs  des  Tables  tvoient  déjà  fini  leurs 
calculs,  lorl^u'on  inventa  des  méthodes  pour  les  (împlifier.  Mais  fi 
ces  méthodes  vinrent  un  peu  tard ,  elles  ne  méritèrent  pas  moins  d*étre 
accueillies  pour  la  rapidité  de  leur  marche.  On  en  jugera  mieux  par 
les  détails  qui  fuivent. 

Etant  ionnl  mu  momjbrû  ipiûhonque  ,  trouver  fon  logarithme* 
Solution.  Soit  i  H-  «  le  nombre  donné  .  .  ,  .  foit  (  i  -^-y  )«  =5 

X  -+-  { Soît  enfin  £  (  i  **-  Jc  )  =3  A;c  -+-  Ba:*  -f-  Cx^  -f-  Dx* 

H-  «ce 5  on  aura  donc  auffi  L  (i  -f- z  )  =s=  A:j;  -f-  Bj»  -f-  Cj*  -f-  Df* 
•+-  &c.  Mais  comme  on  a  d'un  côté  réquation  (  i  -*-  a:  )"*  =3  x  4-  y  » 

.,  iiï.m-i,        m  •  tn  "  1  •jn '^  t 

qui  do^e  j  =  ww  -f-     <  .^  t^  Af*  j-f-    '     i-  ■  '      *'  4-  &c  . 

X  ^  •  5 

&  que  Ton  a  d'un  autre  côté,  /»!.(  x  -|-«)=5£(  i  H-^)»  on  troo^ 

▼cra  que 

mKx  -f-  «Bat*  4-  iwCx»  4-  &c  =  A7 -f-  Br*  -4-  Cç*  4-  &c, 
SubfHtuant  4onc  la  valeur  de  ^  d^ûs  le  fecona  n^çmbre ,  Nquatioa 
4çviçndra « 


iG*'4-2çc=;l         H-w^Ba:*        + 'w*  •  »«- i  .  B«»    +  &c. 


•  *  * 


Kéduifanjt  &  comparant  les  termes  homogènes  (^7^)  vous  aurez  i 
B  =  — |A  ...io...C  =  }A...3<^...D  =  — iA5  &aînfidci 
autres ,  cnforte  que  toute  rédu^Hon  faite ,  vous  trouverez  que 
i(l-f-*l  =  A(x  — I*»  4-}x5--i*4  4-T^'  — ix<^-f-&c7* 
300..  Remarquez  maintenant  que  la  quantité  A  eft  indéterminée ,  & 
que  par  coixfëquent  U  même  tKomhre  i  -f-  x  peuj^  avoir  une  infinité 
de  logarithànes  différents.  Maïs  comme  le  plus  fimple  &  le  phis  natu- 
rel de  tous  les  (yftcmes  logarithmiques,  eft  celui  où  Ton  ruppofc 
A  =;^  I  ^  Qft  ai  doonc  k  nom  de  iog^imkmc^  aatureU  à  ceux  «^ui  one 
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été  Calculés  d'après  cette  fuppofition.  Ce  fut  fur  cette  efpcce  de  lo^ 
garitkmes  que  tomba  d'abord  le  Géomètre  ÉcofTois  ,  quoiqu'en  fui- 
yant  une  route  bien  difFérente.  On  peut  voir  oans  Ton  Ouvrage  (  M/r£« 
fci  L&garithmorum  Canonis  Defcriptio  )  comment  il  y  parvir^t.  Ces 
Xogarithmcs  s'appellent  auHî  Logarithmes  Hyperboliques ,  à  cau(e  du 
rapport  qu'ils  ont  avec  V Hyperbole  Equilatére,  comme  nous  le  dirons 

I  en  fon  lieu. 

301 .  Cela  pofé ,  il  eft  évident  que  tous  les  fyftémes  p'oflîbles  de  io- 
garirhmes  peuvent  être  ramenés  à  celui  des  logarithmes  naturels  ^ 
{mifque  dans  tout  fyftème ,  le  logarithme  de  t  -t-  x  eCl  égal  au  pro« 
duit  de  fon  logarithme  naturel  par  la  quantité  confiante  A  que  Von 
appelle  le  Module ,  Se  que  nous  déterminerons  bientôt.  Ainfî  toute  la 
mmculté  du  calcul  des  logarithmes  fe  réduit  à  calculer  les  loga- 

I  rithmes  naturels  ou  hyperboliques.  Or  voici  comment  on  peut  faciliter 
le  calcul  de  c^s  derniers. 

301.  Reprenons  l'équation  I.  (  i  -f-  *  )  =  A(af  —  |**•4-|*'  — 
Ja^-+-&c;  quienfuppofant  A  ==  1  ,dcvient  !,(  i  -4-*)=x— î** 

,  «i-  T  x'  > —  &c  s  &  ajoutons  de  part  &  d'autre  L  a  ,  nous  aurons 

;  î  ( a  -4-  tfx )  =  L tf  •*-  *  —  j x*  H-  f  *'  —  Icc.  Soit  axzsiy,o\x 

«=  ^;  on  aura£(ii-f'y)=ltf-f--^—  JL-f-iL  —  «ce. 
a  ,  a        xar       ja' 

Tùfânt  donc  y  négative  »  nous  aurons  L(  a^  y)  =  X  a  —  -^  —«1 
^  —  2^  —  &c.  Donc  L(tf-f-y)—  £(tf— y)o« 

toujours  convergente,  parce  qu'il  faut  que  y  foit  plus  petite  que  a  pour 

que ^  foit  une  quantité  pofitive, 

a-^y 
J05,  Appliquons  maintenant  cette  fcrie  au  calcul  des  logarithmes  » 

k  pour  cela  fuppbfons  que    ^  = ,  Nous  aurons  i  sssi 

*— ^  .  &X( J  ouiOT-Z(m-i)= (I  H — - 

4-  — ' — -»—  •+-  ■   ■     4-  &c  V  Donc  L  m  =  L  (  m  -  i  )  -f. 

^^ — '•  r  ï  "+-  "7 >T  "^ ; n  "*"  ^^    )•  ^^Î5  lorfqu'on 

cherche  le  logarithme  du  nombre  m ,  on  eft  ccnfé  avoir  celui  de 
wi- 1  ;  on  aura  donc  celui  de  m  par  une  féric  très-convergente,  dans 
les  cas  fur-tout  oii  m  fera  un  nombre  un  peu  grand.  On  peut  en 
JQgcr  par  le  cas  le  moins  favorable ,  en  calculant  le  logaritome  hy« 
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pertK^<}Up  de  ft  ?  On  aara  m  =  i ,  &  par  confèqaenc  I*  t  ^=;=±  § 

(i4--^4^-i-H^' -^T-f-&c')==o,tf5>3i47i8l  &c.  Pour' 

avaîr  enfuîcç  k  logarithme  de  5 ,  il  n'y  aura  qtfà  fubftîtuer  5  aiï  tiêii 
éé  /«  dans  Téquarioii  L  m  =L{m  —  i  )  -f-  &c  ,^  &  on  atira'  i  ^ 

csszL  *-f-5  (   I  H r  -t-  -^  -f.  &c  J  î=  1,^05437^1. 

V  ^*9*       S'9^  ^ 

Il  cft  donc  aîfë  de  trouver  par  cette  méthode  les  logarithmes  d^ 
ébmbrcs  premiers.  Ôr  ceux-ci  unie  fois  calculés ,  il  eft  trcs-facîlc  de 
irovNtr  ceux  de  tous  les  autres  nombres.  Par  exemple  ^  étant  donnée 
les  logarithmes  de  2.  &  de  g  »  leur  fbmme  donnera  le  logarithme  dé 
€,  (  xp8  ).  Celui  de  4  fera  le  double  de  celui  de  i ,  comme  celitt 
de  5  fera  le  double  du  logarithme  de  5  ;  &  ainfî  des  autres. 

304.  Déterminons  à  pféfcnt  le  module  A  pour  un  autre  (yftcmè 
logarithmique  »  pour  celui  des  Tables  »  par  exemple ,  dans  leqjuel  a  =: 
10 ,  &  dans  lequel  par  conféqucnt  II  10  ==  x  ,  car  le  logàridune 
de  la  bafe  lo^arithrnique  eft  toujours  rùnîté. 

Il  faudra  a  abord  prendre  le  logarithme  hyperbolique  de  10  en 
ajoutant  ceux  de  5  &  de  i;  on  aura  1,302.5  ^50^.  Enfùite  (361),  îoga* 
rithme  ordinaire  de  10,  ou  i  =3c  A  (  i^fot^^yo^  êcc>5  d*oii  l'oa 

tire  aufïî-tôt  A  =  saas  0,43415448  &c.  CefiUv^. 

r,^oiy8;o^&c.  ^^^  "^^  ^ 

Uur  et  module  dis  Tables, 

^   Il  fuit  dc-là ,  que  pour  ramener  Us  logarithmes  hyperbotîqttes  duSt 

logarithmes  tabulaires  ,  //  faut  multiplier  les  premiers  par  ta  firm: 

tion  0,4^419448  &c. 

Et  réciproquement ,  pour  changer  lés  logarithmes  des  Tables,  ek 

logarithmes   nyperboli(fiLts  ,    il  faut  multiplier    les  premiers  par 

i, 50a 5 8 5 05.  Si  on  les  multiplioit  par  3,3115^77,  on  auroît  des  lo* 

garithmes  corre{pondants  à  la  fuppofîtion  ^  =  2. 

305,  On  déterminçroit  de  la  même  manière  le  module  A  dans  tout 
antre  fyftcme.  Celui  desTafbîcs  (autrement  appelle  celui  de  Brîggs» 
parce  que  Briegs  en  calcula  le  premier  les  logarithmes  )  fen  pour 
les  cakuls  de  la  Trigonométrie,  Celui  des  logarithmes  hyperboliques 
eft  d'un  grand  u&ge  dans  le  calcul  intégral,     '  . 

Le  nombre  déterminé  a  eft  la  bafe  logarithmique  de  chaque  (y& 
tcme.  Ainfi  i  o  eft  la  bafe  du  fyftcme  ordinaire.  Celle  du  {yftcmc 
dç  Ncj^cr  eft  Iy7r8'i8i83  ,  comme  nous  le  verrons  bientôt. 

En  général ,  la  bafe  d'un  fyftcme  quelconque  de  logarithmes  tf 
^ujours  le  nombre  dont  le  logarithme  eft  i»  t 

30^.  Étant  donné  un  logarithme ,  trouver' à  quel  nombre  il  répond. 

Sùivrion.  Si  le  logariouse  donné  eft  du  nombre  des  logarithmes 
^jpdbaires ,  on  commence  par  le  réduire  aux  '  hyperboliques ,  après 
^uoi  la  difficulté  ne  coniifte  plus  qu'à  trouTCr  le  nombre  qùt  lépood 
à  un  lo^rithme  hyperbolique  doâaé» 
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Soit  ilcMic  i  ce  loearithinc  ,  foie  i  +  x  le  nombre  cherché  »  &  oa 
,  lura  'par  ce  qui  précède  ,  ç  =  x  --  f  x*  -f-,  j  xî  —  i  ;c4  -+.  to.  U, 
^agît  it  trouver  (184)  la  valeur  de  x  en  ç. 
îour  cela  je  fuppofc  .<.•.*  =  A{  -+•  B:|;*  -f-  C^J  4-  Dç*  +  &c  } 

— iA^— AB— ^B*      te 
Ce  qui  donne  •^. ,  ,.2;=  <  —  AC 

^        ^  ^fA^H^A^B      te 


=  / 

i 


—  ^A*     te. 


Donc  Àcsi .,  ..B=:i,.,*C  =  J..,,D=â^,&cidoncjc=a 
ï4-  ^  -H  -i^  H î^ H î^ h  &ci 

Donc  enfin  i  +  x,  ouïe  nombre  cherché  =  i  H-  f  -4-  -  -  +  -^ 

4-  « ?- —  &c.  En  général,  un  nombre  quclconc^ue  «=5 1  -4-  Z  i| 

4 ?  -j ?  H &c  ,  férié  convergente  dan»  tous  les  cas^ 

»  t-.j        1.  5  .4 

&  par  conféquent  propre  à  réfoudre  généralement  la  quclUon  pro* 
poléc. 

^  507.  Appliquons-la  à  la  recherche  de  la  bafe  des  logarîthipes  hy- 
perboliques, c*eft- à-dire,  cherchons  quel  eft  le  nombre  dont  le  lo* 

garithme  hyperbolique  eff  i.  Ici /?  =  i  H-  i  H H "^  ^  ' 

4.  - l —  -f.  &c ;  donc  «  =  1,71818183.  Ce  nombre  fcrt  trcs-fQUi 

vent  dans  le  cakul  intégral.  Le  voilà  calctdé  d'avance, 

Pe  Vùfage  its  Logarithmes  dans  la  refoluthn  dt  flujitur^ 
pquations^ 

10%.  Souvent  II  arrive  qu'une  équation  échappe  à  toutes  îes-rcglej 
de  l'Algèbre  ordinaire ,  &  qu'elle  fc  rëfout  avec  là  plus  grande  faciHt* 
parle  moyen  des  logarithmes.  En  voici  pluficurs  exemples  avec  queK. 
qucs  applications.  ,       ,  /        .  r 

I.  Soit  propofé  de  trouver  la  valeur  de  x  dans  réquation  fl*=:^, 

•  •-  '  ri  J-i  h  • 

Oïl 'a  (v^S)  La*  ou  *  La'=LD  9  donc  x  =  y—,  " 

.jSôît-^-l  =  c,Om  àxiT^TÀx  La-k^{i  —  nx)  Lb  =iiLé^  iôA% 

'     i^'^                                          Le--- Le 
mxLa^nxLh^^Lc-^  Le;  &  x  ==?  ■— =rr. 

'  Ççit  çncprç  ^^  =  — -— ;  Ici  ,  x  L  à  s=  pi  x l  i -^  n  Li  ^^ 
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TU.  nLb  U*  IM 

tlX  Le  xè  ou.  xssz a —  ,  ■  sr =- , 

^  mLh-qLc-La       U""  - Ld  -  La       L(6''ia<^\ 

Enfin  foit  Téquation  ^"  "^  =  /**^«  Nous  aurons  d'abord  ,  nLt* 

'-Li'^m  X  Lcz=ix  L  /—  p  L  f;  puis (mLc^  ^f) 

^(nLb^pLf)xx^aLb,oMx^L(^f^xLb''fP=-' 
L  b*,  qui  fc  réfout  par  la  méthode  du  fécond  degré  (%<fij. 

505.  II.  Suppofons  qu'il  y  ait  cent  mille  habitans  dans  une  province^ 
&  que  la  population  y  atçmentc  tous  les  ans  de  la  trentième  partie  ;  on 
^pmahde«  quel  fera  le  nombre  des  habitans  de  cette  province  an 
bout  d'un  faecle  }  Ce  problème  &  les  fuivants  font  tirés  d'un  des  meil- 
leurs Ouvrages  que  nous  connoifllons.  Il  a  pour  titre  IntroduBio  iit 
Analyfin  infinitomm ,  &  pour  Auteur ,  M.  Euler  ^  ce  Géomètre  û  Cl- 
Tant  &fi  modeftel 

Soit  «=  1 00000.  Ceft  le  nombre  donné  des  habitants»  Iconcl  par 
la  condition  du  problème  fera  n-^j^Uy  ovin  (i  "^jô)  à  la  nn  de  la 
première  année*  Il  deviendra  n  Ç^y  à  la  fin  de  la  fccondej  n  (^)^ 
a  la  fin  de  la  troifieme ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'au  bout  du  ficclc 
od fon  cxprefïîon  fera» (-fj^'»",  ou  looooo  (^-H/***-  ^  ^"^^  *^^ 
looooo  f  fi  /  °  »  =  a:  ,  nombre  que  Ton  cherche. 
^  Mais  s'il  falloir  élever  73  à  la  centième  puiffance  par  des  multiplica- 
tions fucceflives ,  on  fent  bien  que  le  calcul  fcfoit  d'une  extrême  Ion* 
^eur  :  au  lieu  qu'en  fe  fcrvant  des  logarithmes,  on  aura  tout  de 
Fuite  ...,/,  looooo  -^  100  £  ji  =2  X  Ary  puis . . . .  i  }j  s=  Z-  ^  i  — 
X50  =:  f  par  des  tables  qui  ayent  dix  décimales  >  celles  d'Ulacq» 

5 ar  exemple  )  0,01414043^  5  donc  100  L^r=.  1,4140439.  D'ailleurs 
«160000  ==?  5  ;  donc  L  x  z=i  ^,414043^  ,  &  x  =t  1554874. 
Il  y  auroit  donc  ,  après  100  ans  ,  deux  millions  fix  cents  cin- 
quante-quatre mille  huit-cents  foixante-quatorze  habitants  dans  cette 
province. 

La  Terre  n'ayant  été  repeuplée  après  le  Déluge  que  par  les  trois  en- 
fants de  Noé  &  par  leurs  trois  femmes ,  on  demande  dans  quel  rapport 
•la  population  auroit  dû  croître  chaque  année ,  pour  qu'il  y  eut  un 
million  d'hommes  au  bout  de  100  ans. 

Soit  —  l'accroifTement  annuel  ;  &  nous  aurons  l'équation  ...••• 

X 

^/i  -f.  x\^                         .  j    X  -4-  ;«   /loooooov yJ^  ^ 
41 ]   =  1000009,  qui  donne  =  ( J   ,  * 

par  «onféquent  L  i-±-^  =  îi^  i  '-^-^  =  150.  ;,i.ii  8487  =^ 
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l^oUio^i  ;  d'où  ilt-f  s=  ^IHIé,  puis  . . .  loooooo  =  619e j  x. 

bfin  X  ==■  2  ^  environ.  Il  eût  donc  fallu  que  le  genre  humain  fe  fit 
lécru  tous  les  ans  de  -p^ ,  ce  que  la  fanté  robufte ,  &  les  longs  jours  de 
tos  premiers  Pères  rendent  afTez  yraifcmblable. 
;  Cnerchons  maintenant  la  quantité  dont  il  faudroit  qu'un  peuple  s*a£'- 
ftat  tous  les  ans ,  pour  être  deux  fois  plus  nombreux  à  la  fin  de  cha« 
ne  fiede. 

Soit  n  le  nombre  de  ctux  qui  compofent  ce  peuple-,  foit  —  la  qoaik* 

6é  que  nous  cherchons  s  on  aura  pour  chaque  époque  féculaire.  Té-* 

(pdon  n  ( J      =  i  rt,  qui  donne  ../...£ .  s  -^ 

Ii=  o,oojoi03  j  d'où  lif  =f||i|iii,8c*=ipeiifrèji44.>tf;^, 

tjonte  ce  refpefflable  Auteur  j  on  doit  regarder  comme  bien  ridicules  Us 
wjeâions  de  ces  incrédules ,  qui  nient  que  la  Terre  ait  pu  être  peuplée 
a  aujp  peu  de  temps  par  un  feul  homme. 

Soppofens  enfin  qu'un  ceruin  nombre  d'hommes  augmente  tous  les 
itts  de  la  centième  partie,  combien  faudra-t-il  d'années  pour  que  co 
'pofflbre  foit  dix  fois  plus  grand  } 

I  Appellant  n  ce  nombre  d'hommes,  .y  le  nombre  cherché  d'années» 
[on  aora  au  bout  de  x  années,  n  {  —  ^=2  10  n,  ou  (7—)*=:  10, 

|iMdonnex= ^_  =  i£^^^=  131.  Doncily  auradix 

I  X.101-L100 

kh  plus  d'habitans  à  chaque  époque  de  x  5 1  années. 


Ir^TRODUCTION  A  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 
DES  DEGRÉS  SUPÉKIEURS. 

3 10.  Lis  plus  célèbres  Analiftes  fe  font  occupés  fuccef- 
fivement  de  la  réfolucion  des  Équations  j  comme  d'une 
théorie  fort  utile.  Mais  lorfqu'ils  ont  voulu  la  traiter  dans 
toute  fon  étendue,  elle  leur  a  paru  (î  compliquée ,  qu'ils 
y  ont  prefque  tous  renoncé  pour  fe  livrer  à  des  détails.  Au 
défaut  des  méthodes  diredtcs ,  il?  ont  eu  recours  aux  mé- 
thodes d  approximarion  ;  &  lorfque  les  règles  générales  fe 
font  refufées  à  leurs  efforts,  ils  en  ont  accumulé  tant  de 
particulières ,  que  Ton  peut  défornaais  avoir,  finon  des  ra- 


cînôs  exaâes  ^  au  moins  des  racines  très-approchées  de.  coutq 
le$  équations.  Nous  allons  faire  conhoître  quelques-unes  ai 
ces  règles^  après  avoii:  fait  fur  la  nature  des  équations  ei; 
généra  les  remarques  fuivantes. 

~  3 1 1.  Il  eft  clair x}u'en  tranfpofanc  tous  les  termes  d'uM 
éqtiafion  dans  un  feul  membre ,  ces  termes  fe  détruiroal 
mutuellement.  Ainfî  toute  équation  peut  être  réduire  i 
nf'avpir  que  zéro  d^ns  un  de  fes  deux  membres.  Si  on  a^ 
par  exemple ,  pc*  ^  «*  =b  2ax^  piji  peut  en  jdéduk^  jt* 
»r-  2ax'^  c^  s=s  o.  Or  dans  cet  état ,  le  premier  membre 
peut  être  regardé  coixime  le  produit  de  Xr^a  p;ir  :r  —  a  i 
^  puisque  ce  premier  membre  fe  réd.uit  à  z.éro,  i|  faut 
bien  que  ;r  =  a ,  ou>  ce  qui  revient  au  même  ^  que  x  —  a 

^  Mais  parce  que  c'eft  ici  un  quarré  parfait ,  un  de  fe$ 
faâeurs  ne  peut  être  égal  à  zéro  que  1  autre  ne  le  foit  au0i  : 
ftuiieu  que  fi  Ton  eût  eu  x^  -^  ax  «— ^xHh^fr=o,  un 
fçul  des  fafteurs,  at— tf ,  x — h ,  égalé  à  zéro ,  eût  fuffi  pour 
iréduire  i  zéro  le  premier  membre.  Suppofer  rout  à  la  foif 
les  deux  faâeurs  égaux  i  zéro ,  ce  feroit  regarder  a  Se 
h  comme  nécelfairement  égaux  entre  eux ,  ce  qui  n*eft 
pas* 

312.  Toute  équation  tranfpofée  peut  donc  itre  conjidéréc 
tomme  le  produit  de  plujîeurs  faSeurs  égaux  ou  inégaux. 
IsorfquUls  font  tous  égaux.  Us  feréduifent  tous  à  \ér0y  Gf  1 
^uand  ils  font  inégaux ,  un  feul  doit  être  égal  à  \éro. 

Cherchons  d'après  cela  le  produit  des  quatre  faâeurf 
^■— a,  X  —  by  -r— ^c,  X — dy  en  fuppofant  que  rua 
d  eux^  n'importe  lequel ,  foit  égal  à  zéro.  Nous  trouverons^ 

X*  —  tf  x'  -H  abx^  —  ahcx  -H  abcd  sa  o« 
—  b     ^ac     — abd 
'■^c     ^ad    •^acd 
r^d     -i-bc     —  bcd 


6r  de  cette  équaf bn  &  de  toutes  celles  que  l^on  peut 
former  Àe  la  même  manière  ^  on  doit  eonclùre  Qa*uii^ 
équation  dont  le  degré  eft  généralemenc  exprima  par  m,  a 

r\it  pemier  terme  a;'» ,  c-eft-à-dire ,  Tinconmie  élevée  i 
f  ujffance  que  défigne  le  nombre  des  fadeurs  de  cette 
['équation. 

Le  fécond  terme  ^ft  jr*»-'  avec  un  coefficient  igal  à  la 
. fomme  de  toutes  les  racines  a^  b^  c^dy  &c. 

Le  troifieme  eft  x^^  avec  un  coefficient  égal  â  la  fom- 
me des  produits  ab^  acyodybc ,  8cc^  de  ces  racines  prifes 
deux  à  deux« 

Le  quatrième  eft;e^->  avec  un  coefficient  égal  â  la  font* 
me  des  produits  a^c,  abd.ÔcCy  des  mêmes  racines  prifes 
trois  à  trois  ^  &  ain(i  de  fuite  jufqu*au  dernier  terme  qui  eft 
topjouirs  le  produit  de  to.utes  les  racines, 

313.  Il  n'en  faut  pas  davantage  pour  démontrer  la  for- 
mule qui  fert  à  élever  qn  binôme  quelconque  X'^ai  une 
puiflance  quelconque  m  (148).  Car  pour  élever  le  binôme 
^rfr^  ià  la  pmâànce  m  5  il  faut  le  multiplier  m  —  i  fois 
par  lui-même.  Ainfi  le  développement  de  cette  puiffance  - 
doit  être  regardé  comme  le  produit  d'un  nombre  m  de 
faûeu^s  tous  ég^qx  ;  &fiAr4-^  =  o,  ,tput  ce  que  nous 
venons  de  dirp  d*^ne  éqoation  du  degré  m  »  aura  lieu  pour 
la  puifïance  m  de  x  rh'  .^• 

'  Enforte  donc  que  le  premier  terme  fera  x*";  que  le  fé- 
cond fera  jjc*"^*  précédé  d'un  coefficient  égal  à  la  fomme  de 
tdutes  les  xacines.  Or  dans  ce  cas  .chaque  racine  eft  a ,  leur 
nombre  eft  m.  Donc  lei^r  jTomme  eft  m  a.  Le  fécond  terme  ' 
fera  donc  m/rx*"'. 

Le  troifieme  doit  erre  *^'*  précédé  d'un  coefficient  égal 
41a  fomme  des  produits  de  toutes  les  racines  prifes  deux  i 
deux*  Ce  coefficient  fera  donc  a^  multiplié  par  le  nombre 
4eç  prQdvit;s  que  peut  donner  pn  nombre  m  de  lettres  a,b^ 
c,  4^  .§^c  prifes  deux  à  deux.  Pour  ie  trouver,  ce  nom- 
W ,  remarquez  ,1^^  qu'if  jdoit  4tre  la  moitié  de  celui  dct. 
lettres  qui  fervent  à  former  tous  ces  produits*  2,^^  Qu  il  faut 
zcpéter  chacune  de  ces  lettres  le  mèmç  n.omi>re  de  fois  ^ 


Ik  que  ce  nombre  de  foiseft  exprimé  par  m— *  i ,  puifquit 
faut  les  multiplier  chacune  féjparémenc  par  routes  les  autres* 
Le  nombre  des  lettres  qui  forment  ces  produits  eft  donc 
m  (  m-—  I  ),  &  par  conféquent  celui  de  leurs  produits 

deux  i  deux  eft r-#  Ainfi  le  troifienie  terme  {en 

Le  qi^trieme  doit  avoir  pour  coefficient  là  fbmme  dc$ 
produits  que  l'on  peut  faire  avec  les  racines  prifes  crois  i 
crois  ;  &  comme  ici  toutes  les  racines  font  égales  »  cê 
coefficient  doit  être  a^  multiplié  par  le  nombre  des  pro^ 
duits  qui  peuvent  rcfulter  d'un  nombre  m  de  lettres  a^k, 
c^dy  &c ,  prifes  trois  à  trois.  Or  i^,  le  nombre  de  ces  pro- 
duits ne  doit  être  que  le  tiers  du  nombre  des  lettres  dont 
ils  font  compofés*  a°.  Il  faut  répéter  chaque  lettre  le  mê- 
me nombre  de  fois ,  &,ce  nombre  eft  défigné  pat  celui 
àts  produits  des  autres  lettres  prifes  deux  à  deux.  Donc  puis- 
que le  nombre  de   ces  produits  eft -^ — \  lorfque 

celui  des  lettres  eft  m ,  il  eft  clair  qu'il  fera lort 

que  celui  des  lettres  fera  m —  i ,  comme  dans  le  cas  pré- 
ifent.  Le  nombre  des  lettres  qui  forment  tous  les  produits 

abc  y  ah  à  y  &c,  doit  donc  être  ^ — '^  Ct\m  des 

produits  lera  donc  — ^ — — jde  forte  que  le  quatriCî 

me  terme  fera a'  x^'^. 

Formant  de  même  les  termes  fuivants,  on  trouvera  que 

(jr-|-^;«=.  jpl«^.;72^;C«-I^ ^ ^2  gM'%^ , r 

a*a^-i^ i«tx»-«-i-&c: : 

&  qu'en  général  (<i±  i)*=3a"  ±  ma"**^-*-.^-^-— - 

*"  **  ± ri —  ft'-^^irh&c 
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jPout  faire  quelque  application  de  cette  formule,  cher<«> 
clions  d*abord  la  cinquième  puiflance  du  binôme  a^bm 
Nous  trouverons  a^  *+- jtf^J  -+•  loà*  b^  H-  loa*  A'  -|-  yai* 
H-^^  Car  rrL^=z^  dans  ce  cas;  donc  a**  =3^^  j   donc 

ii2a*-»i==:  ja^tj  donc  -^^^  tf*-*i*  =  ioa*  **  j  &  ainfî 

de  fuite  jufàuau  fi^teitne  terme  — ^ '- —    ''""^'^"■t 

'    ^  t. 3  *4.î 

€r'^b\  qui  fe  réduit  à  i^  Lé  calcul  ne  peut  s*ctendre 
plus  loin  dans  cet  exemple ,  parce  que  tous  les  termes  qui 
luivent,  ayant  m  —  y  parmi  les  hideUrs  de  leurs  coeifi» 
cicnts ,  &  W2— ^  y  fe  rcduifant  â  zéro  dans  le  caspréfent, 
t  oas  ces  termes  ultérieurs  s'y  réduifent  auffi. 

Cette  formule  peut  également  fervir  à  élever  un  poly-^ 
JK)me  quelconque  i  une  puiifance  quelconque.  Soit  pro^ 
poféj  par  exemple,  d'élever  le  trinôme  n-)-p+?â  fou 
cube.  Je  iz\&azasn\bs^p^q*^  ins==3,  Donca"*=3/i^; 

^ cT'^b^  =(p^-j)' j  enforte  que  (n-4-/> 

Lorfqu'une  exprei&on  n'eft  pas  fort  compliquée,  ôc 
qu  elle  eft  en  même  temps  une  puiflfànce  parniite ,  on  en 
cnercKe  la  racine  par  les  tegles  ordinaires  de  l'extraétion. 
On  pourroit  la  trouver  par  la  formule  du  binôme  »  mais 
le  calcul  en  feroit  plus  long  ;  ce  qui  fait  qu'on  ne  is  en 
fert  communément  que  pour  avoir  des  racines  approchée^r» 

314^  Au  refte  ^  on  peut  exprimer  cette  formule  d'une 
lûaniere  encore  plus  fimple.  En  effet,  de  ce  que  (^  -+•  &/* 
:=:a*4-ma— *frH-&c ,  il  fuit  que  (P^-PQjr  =a 

>•  4-  m  P-  Q  H-  ^ —  P*  Q*  H — 1*  Q*l 

4-&C. 

Donc  fi  on  reptérente  pat  la  lettre  A  le  premier  terme 
$*i,  It  r«cond  £sta  m  A  Q»  &  fi  le  fécond  eft  reprélÀnt^ 
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â  fon  tour  par  h  lettre  B  •  le  troifîeme  fera  — ^- —  BQ4 

Celui-ci  étant  reprcfencc  par  C,  le  quatrième  fera  -■ C  Q, 

&c  y  SCc.  On  aura  donc  ^ 

A        B  C  0  E 

(l>-f.PQ)«=P«4^AQ-f.  ^î^  BQ-f-  'ÎÎIil  CQ-+.  ^^  DQH-*c* 

Or  il  eft  évident  que  cette  formule  eft  plus  fimple  que  h 
première  ^  puifque  le  cinquieqie  terme ,  par  exemple ,  fe 
trouve  tout  de  luite  en  muîtiplianc  D  9  terme  déjà  calculé^ 

pat  ^^  Q ,  Se  quf  h  quantité  Q  n'eft  autrç  chofe  qfie  le 

fecwd  terme  PQ  du  binôme,  divifé  par  fe  premief 
terme  P. 

Application.  Soit  propoCe  de  trouver  la  quatrième 
paiflT^açe  de  2^H*3î***iJâ  faîsm==:4f...P=:2^..»«» 

P9  =  3 j ,  d'où  Q=?=^.  J'ai  donc  P"*  «  i5a^  .  .  .  ^t 

!ïIipQ  =  l•2I5aî^^«8I^^Donc(2a  +  3f/==i 

^ij**  Ënfifi  pour  rendre  cette  dj^n^ere  forinule  plot 
Mmmpde  »  fappofoas  que  l'expcfant  de  la  puiflfaace  à  la« 

quelle  on  veut  élever  le  binôme  P-+-PQ  foît  — j  noai 

^    '  A  ^  %  ' 

WIFCW  généralement (P-rirPQ)Vfi=PT^^A Q*4^ 
C  ^^  E 

Appucation,  n^'^ît  de  cceuver  la  radue  etnq«ic9i#' 


*>  fc  Kl  À  T  ii  i  M  A 1 1  à  V  1  fi  '  Hfct* 

tàiÈit*--!;^^  oulà  valeur  approchée  dé  (tt*-^î*)T*Pout 

tcla,  je  rappofc  P  =««^,Q*^— Ç,m=ai  .  h  — y . 

A=i=:le  premier  terme  ^  B=»  le  fécond ,  C  le  troifîeme^ 

&Ci  Et  te  trouve  cnie  fii*— if*)7=5=uT  —  -^Ah — ^ 
'  ^      .  «    -^  fil*         •    5tt* 

j;^  — ^^ — ftcy*  Revenoiis  mamtenant  aux  équâj^ 

liûQS. 

^  id.  Lorrqiie  parmi  les  fadeurs  d'une  c<)iiation  tran^ 
pofée,  il  n'y  en  a  poinc  d'imaginaires ,  6c  ^ue  (es  cecmtfi 
fonc  précédés  aliemacivement  de:  fignes  dilFérencs  ^  couces 
les  racines  de  cette  équation  font  pofirives.  S'ils  font  toiii 
l^écédés  dit  figne  *-Hi  toutes  les  racines  lont  négatives.  Et 
tn  général  i  il  y  a  aidant  de  racina  pojuwts  fge  dt  clum* 
gtmentt  dt  Jîgnt ,  &  autant  de  racines  négatives  que  àt 
répétitions  immidiatet  du  mime  Jigne»  C'eft  une  excepticm 
(acheufe  que  celle  des  fadeurs  iniaginaires.  Elle  met  en 
dé&ut  la  règle  précédente  s  loiiqu  il  y  a  de  ces  fadeurs  ; 
le  brs  même  qu'il  n'y  en  a  pas ,  cette  r^gle  devient  prefqu# 
inutile^  fi  on  ne  le  fait  pas  déjà. 

317.  Lorfqu*une  équation  manque  de  fécond  urmé,  U 
pmm/e  des  racines  pofitives  ejl  égalé  à  celle  des  négatives^ 
£uts  quoi  le  fécond  terme  qui  a  pour  coefficient  la  fommo 
des  unes  Se  des  autres  lie  k  feroit  pas  évanoui  (  307  > 

£t  putfque  le  dernier  terme  eft  toujours  le  produit  d« 
toutes  les  racines  f  il  faut  en  conclure  q^ily  en  a  au  moins 
me  égale  à  ^éro  »  toutes  les  fou  que  le  dernier  terme  manque. 

318.  Cette  propriété  qu'a  le  dernier  terme  d'être  le 
produit  de  rouies  les  racines  »  a  donné  lieu  à  une  méthode 
Ipoor  trouver  celles  qui  font  commenfurables.  En  efièt  ^  fi 
après  avoir  cherché  tous  les  diviieurs  du  dernier  ternie  ^  ôia 
maie  de  diviler  l'équation  par  l'inconnue  x  +  quelqu'ui^ 
de  ces  divi&urs ,  6c  que  la  divifion  réuffiile  ,  on  a  dès- lors 
tti£iâifQS  de  l'éqiiafilaa  1  &;  pas  Moii%oent  une  de  £»#  ur 

Oij 
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xitïQS.  Si  on  divife,  par  exemple,  réquaçion  x^  - — ax^t 
•+-  &c  (  312  )  par  X  —  dj  on  trouvera  pour  quotîenc 
^^  .É.«i.  Sec  y  lequel  divifé  à  fon  tour  par  x  —  b  ,  donnera 
x^ — -  &c  ;  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  qu'on  aie  trouvé  tous . 
le$  fadeurs  de  l'équation  x^  —  ax^  4-  Sec. 

Si  on  propofoit  donc  de  trouver  ceux  de  l'équation  x^  ^ 
^x*  —  2y*-+-2i=o,  dans  laquelle  il  doit  y  avoir  deux 
îâcines  pofitives  &  une  négative ,  au  cas  toutefois  qu'il  n'y 
en  ait  pas  d'imaginaires  (  3i<^),  on  çommenceroit  par 
diercher  tous  les  divifeurs  de  ai  •,  &  on  trouveroit  ±  i  > 
'^3,  ±7,  ±21.  On  eflayeroit  enfuite  la  divifion  par 
^  +  I  »  qui  ne  réuffiflànt  pas ,  feroit  exclure  ce  divifeur 
du  nombre  des  faâeurs  cherchés.  On  efTayeroit  donc  par 
X —  I ,  qui  divifant  fans  refte  l'équation  propofée,  feroic 
regardé  comme  un  de  fes  fadeurs.  En  tâtonant  de  même , 
on  trouveroit  que  *v —  3  &  a:  -+-  7  font  les  deux  autres 
fadeurs  ;  d'où  l'on  concluroit  que  les  trois  racines  font  i , 
5  &  —  7,  enforte  que  Tune  de  ces  trois  valeurs  indiffé- 
remment fubftituée  dans  l'équation  au  lieu  de  ;p  >  rendra 
fon  premier  membre  égal  à  zéro. 

La  pratique  de  cette  méthode ,  (  appellée  communé- 
ment la  méthode  des  divifeurs  )  n'a  pas  été  bien  longue 
dans  cet  exemple ,  parce  que  2 1  ayant  un  petit  nombre 
de  divifeurs  il  n'y  a  pas  eu  beaucoup  de  divifions  à  tenter. 
Mais  lorfque  le  dernier  terme  a  un  grand  nombre  de  di- 
vifeurs, cette  méthode  devient  fatiguante.  Rebutés  de  {es 
longueurs,  les  Analyftes  ont  imaginé  un  expédient  affezr 
prompt  pour  écarter  au  moins  la  plupart  des  divifions  inu- 
nies. Nous  allons  expliquer  en  quoi  il  confîfte  :  mais  il  fauc 
auparavant  connoître  la  manière  de  trouver  tous  les  Divi-. 
feur^  d'un  nombre. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  ceux  du  nombre  2TO .  .  ;^ 
On  voit  d'abord  que  ce  nombre  peut  être  divifé  exaâe- 
ment  par  2  ,  &  que  le  quotient  de  cette  première  divifion 
èft  10 y,  qui  étant  un  nombre  impair  n'eft  pas  divifiblei 
par  2.  Ainfi  le  nombre  propofé  2 10  ne  peut  être  divifé  par* 
5jt  mais  comme  105"  eft  divifîble  par. 3  (.^SS  )  >  ♦^^-  voit; 


DE    M  A  thIm  atiqxjys.  2x5^ 

bien  que  210,  doit  être  divifible  par  6 ,  qui  eft  le  produit 
des  divifeurs  2  Sc6  ^  dont  on  s'eft  fervi. 

Le  quotient  de  la  féconde  divifion  eft  5  j  qui  ne.  peu(s 
être  divifc  ni  par  2 ,  ni  par  3 .,  mais  bien  par  y.  Ainfi  2 .  y  ^ 
cm  ro;  3  •  y  >  ou  i  j  j  6 .  y ,  ou  30  font  autant  de  divi- 
feurs exaâs  de  2io. 

Le  quotient  de  la  troifîeme  divifion  eft  7  qui  n'eft  dî« 
vifible  que  par  lui-même.  Donc  7  fois  2,7  fois  3,7  fois 
S  y  7  fois  6 ,  7  fois  10,7  fois  ly ,  &  7  fois  30 ,  font 
aacant  de  nouveaux  divifeurs  de  210  :  lefquels  joints  à  ceux 
que  les  opérations  précédentes  ont  fait  connoitre  ^  compo- 
lent  la  fuite  de  tous  les  divifeurs  demandés. 

La  règle  pour  trouver  tous  les  divifeurs  d'un  nombre  j  fe 
téduit  donc  à  le  divifer  d'abord  par  2 ,  s'il  eft  pair,  ou  par  3» 
ou  par  j*,  ou  par  jj  ou  par  quelqu'un  des  autres  nombres  pre^ 
miersj  s'il  eft  impair.  Puis  on  divife  ce  premier  quotient  par  z 
encore,  s*il  eft  pair,  ou  par  3  ,  ou  par  y,  &c,  s'il  eft  im- 
pair. Enfuite  on  multiplie  le  premier  divifeur  par  le  fé- 
cond ,  &  oa écrit  le  produit  au  rang  des  divifeurs  cher- 
chés. Si  le  fécond  quotient  eft  encore  pair,  on  le  divife  par 
2  ,  &  s'il  eft  impair  on  elfaie  de  le  divifer  comme  ci-^ 
defifus  y  par  un  des  autres  nombres  premiers ,  en  com^ 
mençant  toujours  par  les  plus  petits.  Après  quoi ,  on  mul- 
tiplie tous  les  divifeurs  dé}a  trouvés  par  celui  dont  on  vient 
de  faire  ufage  ,  &  on  pourfuit  la  divifion  jufqu'à  ce 
que  l'on  parvienne  enfin  a  un  dernier  quotient  qui  foie 
l'unité. 

•  Deux  exemples  fuflSroot  pour  rendre  cette  méthode  fz-* 
miliere.  Voici  d'abord  le  détail  de  celui  que  nous  veaoïu 
d'expUquer. 
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^nfi  tous  les  divifeurs  de  210  font  ^  •  ••  l  .  •  2*  *i  •i 
15. .  5.. 7..  10..  14.*  JJ  .  f  ai .  .30..35'  ••4;^*«fc 
70  ••  10$  . .  aïo. 

Soit  propofé  maintenant  de  trouver  les  divifeurs  ao 
^00  •  •  • .  je  difpofe  les  parties  du  calcul,  comme  dam 
J  exemple  précédent ,  &  je  trouve 

2, 

3.5aa 
3,p.ia.3<f 

j'.2j'.j'o.75,ioOti5o,2a5'.3C)o.45'o*pooi 
Le  nombre  ^60  a  donc  pour  divifeurs  .  .  •  t  ^  .  z*  i 
50..35,  .45  .,  j-o^-éo.,  yy^.^o..  100,.  lyo». 

l|8o  • ,  22f  .  .  300  .  .  450  .  .  ;900, 

Qn  peut  trouver  par  la  même  méthode  tous  les  dÎYÎ* 
feurs  de  36^0 ,  &  leur  grand  nombre  fera  fentir  la  raifon  dû 
parra^  purement  arbitraire  qne  les  anciens  Géomètres; 
ont  fait  de  la  circonférence  du  cercle  ^n  5  do  degrés  CP?)* 

;  1 9*  Cela  (M>H  >  Hût  aV\m  des  divlfeiirs  ch  Aatâti  tenne  »  qnr étant 

S'outé  zx  forme  Je  fadeur  «  -H  û  d'une  ëquatioa  quelconque.  M 
t  certain  que  fi  dans  cette  équation  on  foppofe  fuccefnvementx  -  in 
a:  o ,.  ^  rr-  —  1  &c ,  les  réfultats'  que  donnera  le  premier  mem» 
bre  par  ces  dificrentcs  iuppofitions ,  feront  fuccefTivemcnt  dÎTifîbkai 
çàr  1  -*-  <f ,  par  tf  ^  par  f  -h  tf  ;  Sec ,  pinveniiç  des  ncnics  fappo-» 
Çtions  faites  dans  le  fadeur^  -f-  «♦ 

Ori-f-tf,  fl,  —  i+tf  font  en  progrefTîon  arithmétique.  Dosc> 
aucun  des  divifeurs  du  dernier  ternie  (  auquel  feu!  Téqu^^tion  fc  nédiih 
parla  fuppofitionde  jtf=o)  ne  peut  être  le  nombre  cherché  a,  s'il 
n*eft  moyen  nroportionrf  entre  deux  autre»  dîvtfpirs  des  nombres  pro-» 
^çni^s ,  Tup  de  la  fuppofîtion  a:=  i ,  l'autre  de  la  fuppofition  jcï= —  i^ 
Et  comme  la  différence  de  cette  progreffion  eft  1,  il  faut  que  le  di^ifeo» 
qui  répond  à  la  fuppofition  :if  =  o,  fUipaiTe  d'une  unifié  te  diviftur  coPii 
^elpondant  à  la  fuppofition  i^=  —  i ,  «  (bit  furjpaffé  à  fon  tQUÇ  4'Wt 

vw?<  pK  fe  4ivif<w  ^  f^ofi4  i  k  ftç^wn  «=  u 


Si  OQ  fait  etifuite,  x=:=i^  x=  5»  5cc,  on  doit  trouver  parmi  Ie$ 
'  diviTeuis  qui  en  proYÎen(îronc ,  its  termes  qui  (oient  en  progréffiên 
trithihMque  avec  les  précédents.  Au  moyen  de  cette  céndmoà,  il  eft 
aifé  de  connoitre  les  hàûeors  qui  divifent  6x^emen!t  Féquation.  Oit 
voit  bien  ail  refîe  que  chacun  deis  divifèut»  dû  dernifef  ternît  doit  étr4 
pris  fucceffivementen-H&en— ^. 

Pour  £iire  quelque  àppHcatîon  de  cette  m^éiddib ,  chef cfiofi^  let 
racines  commenfurabtes  de  féqusrtîoû  x^  -f-  ^jr»  —  ijeni-'  io  =  oL 
Je  fuppofe  d^abord  x=i  j  te  premier  membre  fe  rédtiit  à  ^  :  fi  xsiro  ^ 
il  fe  réduit  à  io:dcfix=-— i,le  réfiihat  eft  10.  Je  cherche  toiB  let^ 
divifèurs  de  6,  de  lo  ,  &  de  lo.  Enfuîte,  ft  regarde  fi  parmi  ceux  de 
10,  il  en  eft  qui  étant  pris  en -H  ou  en-=-*»  furpaifént  âtàic  ixtâxi 
quelqu'un  de  ceux  du  nombre  20 ,  &  foient  furpaués  à  feur  tôia:  de  h 
même  quantité  par  quelqù^un  de  ceux  dû  nombre  6.  Je  trouve  mt 
4-2  &-f-  f  ont  tes  conditions.  Car  3  Se  6',  divifeurs  du  noAibre  6  fur« 
paficnt  d'une  unité  i  &  5  »  divi(cùrs  de  10;  &'  ceux-ci  furpafTent  de  la 
même  quantité  t  &  4 ,  divi&urs  de  lo.  Pour  plus  de  chrté  ,  otr  péÂ  ~ 
dîTpofer  ain£  ks  fùppofiâoas ,  tes  réfuttats,  tes  Avifeurs  »  de  les  pr^ 
|rcffion$« 
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XI 
XI 
Xz 

Ces  deux  progreffions  me  font  d^a  connoitre  qu'il  (èroît  inutite  dé 
tenter  la  dîvifion  de  ^équation  propofée  par  d'aune  faéUur  que  x-f- 1^ 
ou  X  -H  5.  Elles  ne  m'apprennent  pas  cependant  ù  ces  deux  Êiâcur^ 
réoffiroat.  Je  ne  puis  m'en  aflurer  qu^en  efTayanc  la  £vifion ,  ou  en 
feifantune  nouvelle  fuppofiùon ,  pax  exempte x=zi  , laqueUe dbnae- 
14  pour  réfukati  d'où  fc  conclios  que  la  première  progrcfllon  x>  2  ^. 
3  exigeant  pour  être  continuée ,  que  4  Toit  un  des  divifeurs  de  14 ,  ce 
qui  tt'eft  pM ,  x  -f- 1»  ne  peut  être  un  des  fleurs  de  mon  équation*. 
Mais  la  progrefllon  4,  f  »  6  exigeant  7  pour  être  continuée  »  &  14 
étant  diviitbte  par  7 ,  je  fuis  sûr  que  û  l'équation  a  un  fadeurcommen^^ 
furable^  elle  n'en  a  point  d'autre  que  x  -4-  5.  Je  la  divife  donc  par  # 
*H^,  &  la  divifîon  me  réuflit.  Le  quotient  **  — zx-+-i  n'eft  pfu$ 

Îue  da  fécond  degré  »  &  fes  deux  faaeurs  înu^maires  x «-  t-f»  yf-l 
i  trouvent  tout  de  fuite  en  réfolvant  Téquation  a:^-—  ix  -f- 1  ss  o» 
Soit  pris  pour  fécond  exemple ,  jf*  —  a; '  —  1 6x^  -f-  is»'^7f = 04. 
Je  fuppofe  x  =  i^A:=se»  jc=— '  1  &  j*écrîs  comme  ci-deiius  toust 
les  divifeurs  des  sénats  i6„%S$  &  X44»F^o^)^ciiqi  de  ces  troisii^pQ^ 
fidoos*. 
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Je  cherche  enfuite  parmi  les  divifcurs  de  75 ,  ceux  qui  furpaflTcnt  d*ane 
imité  quclqVun  des  div.ifeurç  de  144,  &  qui  font  furpaffës  de  la  même 
quantité  p v  quelqu'un  de  ceux  de  3  6,  Les  nombres  3  &  ^  pris  tànc- 
cn -♦- qu'en -»- ont  cette  propriété,  ce  qui  forme  quatre  proereflions. 

Pour  connoître  maintenant  celles  qu*il  faut,  exclure ,  f  car  le  dernier 
terme  n'étant  que  —  75  ,  il  ne  peut  êtrç  Iç  produit  de  ces  quatre  nom-* 
bres).  Je  fuppofe  x  —  --  2.,  Le  réfultat  çft  21 ,  qui  n'eft  pas  divifible 
par  5  ,  comme  la  premiçrç  progreffion  Texigeroit.  Donc  ;c  -f-  3  n'eft 
pas  un  des  faâreurs  cherches. 

Pour  vérifier  les  trois  autres  progreflîons ,  je  fuppofe  5f=;—i,  ce. 
oui  donne  pour  réfultat  iif ,  Or  x2j  n'eft  pas  divifible  par  7,  comme 
il  le  faudroit  pouç  continuer  la  quatrième  progrefïîon  ,  —  4  ,  —  j  , 
&— 6  ;  on  doit  donc  rejetter  x —  5.  Mais  115  eft  divifible  par  5  &  par 
3  ,  comme  la  féconde  &  la  troîfîeme  progreffion  l'exigent.  Les  feuls 
jaéleurs  à  eflayer  font  donc  x-rs^  ,&^-+-5. 

J'çflaie  Iç  premier.  Il  réuffit,  &  donne  pour  quotient  a?' -f-iJt:*-^ 
îxoa:  -f-  ^5  ,  quç  j'eflayc  de  divifer  par  le  fécond.  La  divîfion  réuffit 
çncore,  &  le  quotient  jç*  —  3.^  -H  5  n'a  plus  de  fadleurs  cpmmen-i 
iurables. 

On  voit  par  ces  exemples  avçç  quelle  facilité  on  trouve  les  fac- 
teurs fimplcs  d'une  équation  numérique ,  lorfqu'elle  en  a^  La  méthode 
en  eft  ai  fée ,  &  quoiqu'elle  ne  ft)it  pas  exempte  de  tâtonement,  elle  n'en 
çft  pas  moins  précieufe  par  tons  ceux  qu'elle  fait  éviter. 

Si  l'équation  à  refondre  paffi^it  le  troifiemc  degré ,  elle  pourroîfr 
bien  n'être  décompofable  qu'en  fadeurs  du  fecond.  Voici  en  peu  do 
mots  la  manière  de  trouver  ces  fadleurs.  On  peut  la  voir  bien  détaillée 
4âns  les  éléments  d'Algèbre  de  M,  Clairaut. 

3?o.  Si  on  repréfente  par  xx  -f-  hx'^c  le  divifeur  à  deux  dimen- 
fions  d'une  quantité  donnée ,  il  eft  clair  qu'en  faifant  fucceffivement 
X  =  ^  i  X  =  1 9  :c=  o ,  5:3=—  I  j  AT  = — 2 ,  ks  réfiiltats  provenus 
de  cette  fubftitution  dans  la  quantité  donnée ,  feront  divifibks  fuc- 
ccffivcmçnt  par  4  •+-  2^  -+-c,  par  i  -h^-f-c,  par  c,  par  i, — ^-f-c.,  ôe 
par  4  — 1^4-.  c  réfûkats  du  divifeur  :«*  H-  Ax  -4-  c-  Il  y  aura  donc  parmr 
les  divifeurs  du  réfultat  de  jc  :=  1 ,  un  nombre  qui  repréfentera4-f- 1^ 
-f-c;  &  fi  de  chacun  de  ces  divifeurs  pris  ea-+-&  en^-i^-?,  pn  retran«i 
che  4 ,  quclq^u'un  de  leurs  reftes  repréfentera  2^  H-  ^ 

Il  y  aura  parmi  ks  divifeurs^  du  réfulut  de;c=i ,  un  nombre  qui 
repréfentera  i  -i-  ^  -+-  c.  Donc  fi  on  ôte  l'unité  de  tous  ces  divUèur» 
yris  tant  en  4-  qu'en  — ,  ce  fera  parmi  ces  reftes  <jue  fe  trouvera  i  -H  c^ 

Parmi  ks  divifeurs  du  dernier  terme  de  l'équation  auquel  elle  fç  ré^ 
4i4tlorfque;vsso^  on  trouvera,  w  noiQbrç  qui  rçpréii^er^.  ^ 
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Parmî  ceux  iu  réfiiltat  de  at  =  —  i  ,  on  trouvera  •—  i  4-  c  en  rctran» 
chant  riinité  de  chacun  de  ces  divifeurs.  Enfin  on  trouvera  4— i^H~' 
dans  la  fuite  des  divifeurs  du  réfultat  dcx= —  &^&fion  ôte  4  de 
chacun  de  ces  divifeurs  pris  en  -h  &  en  — ,  quelqu'un  de  leurs  reftcs 
îepréfentcra  —  1^  -H  tf. 

Remarquez  maintenant  que  i^+r,  ^H-f  ^c»-— ^-4-^^  — '  t^ 
«4-c  forment  une  progrefCon  arithmétk^ue,  8c  que  par  conféqucnc 
dans  les  fuites  des  nombres  qui  repréfenteront  xb-i-  c  jb^^c  yC  ^"^ 
^  +  Cj-*-i^'4-c^ilne  faudra  prendre  que  des'proportionels-arith- 
métiques.  Celui  qui  répondra  à  la  {uppofîtion  de  x  =  o  ,  rcpréfcntera 
c  ;  celui  qui  répondra  à  x  =  i  fera  b-^c  ;  donc  fi  Ton  ôte  celui 
oui  rcpréfente  c  de  celui  qui  repréfenee  ^  -4-  c,  on  aura  la  valeur  de 
/,  &  par-là  le  fadeur  xx^bx--¥-  c  fera  déterminé. 

Dans  Tapplication  de  cette  méthode ,  il  pourra  arriver  qu*il  y  ait 
des  progreAîons  à  rejetter.  On  (aura  bientôt  à  quoi  s*en  tenir,  par 
une  nouvelle  fuppodtion  x  =  3  ou  —  5  :  car  fi  de  tous  les  divifeurs 
pofitifs  &  négatin  du  nouveau  réfultat  on  ôte  ^ ,'  il  doit  y  avoir 
parmi  leurs  refies  des  nombres  propres  à  continuer  les  progrtfiibns 
qu'il  faut  admettre.  Toutes  celles  qui  ne  pourront  être  continuées , 
font  dans  le  cas  d'être  exclues. 

Remarquez  feulement  que  la  quantité  à  retrancher  chaque  fois  des 
divifeurs  eft  le  quarré  de  la  valeur  correfpondante  de  x.  D'après  cela, 
il  eft  aifé  de  fkifir  Tofprit  de  la  méthode ,  &  d'en  Êûre  des  applica-* 
lions.  Deux  fuffiront. 

On  demande  £\  l'équation  x^ —  jx*  —  i  i;i:  -H  5  =  o  ^  a  des  fadtcur» 
commenfurablcs  du  (ècond  degré? 

J'écris  les  fuppofitions  dans  une  première  colonne ,  les  réfultata 
ians  la  fuivante  ;  la  troificmc  eft  pour  les  divifeurs  ;  la  '  quatrième 
pour  les  quarrés  à  foDftraii:e  j  k$  dçux  autres  (ont  pour  ks  reftc$ 
&  les  progreflions,      ^ 
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*=  i  15  1.5.  5-  Mk 
;f=  I    9  1.3.  p,        I 

;f=  O     5   !•?.  G 

*=-!   15   1.3.    5.    IJ    ! 

^=-1  53  1.3.11.  33  4 
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Celle  àts  reftes  fe  forme,  comme  nous  l'avons  dit,  en  retranchant 
de  tous  les  divifeurs  corrcfpondants  pris  en  -+-  &  en  — ,  le  quarré  de  la 
valeur  correfpondante  de  x.  La  première  ligne  ,  par  exemple  ,  fe  for- 
me endifant,  —  15 — 4=  —  ip»*  •  •  -s-f— *4  =  —  $  ...  —  3  — 
4=-^7...-*^l— 4  ==:  T^  5.  Voilà  tous  les  reftes  des  divifeurs  dq 
I  y  pris  en  *—.  Pour  les  trouver  quand  on  prend  ces  divifeurs  en  -f- , 
il  n'y  a  qu'à  dire,  -+-1.^4  =  —  3....-1-  3  — 4=:  —  t. ..«4-5 
»^s;;;4?;  •^'4' ïf^^^^+X^Lçs  lignes  fuivaatçs fç for^çut 
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et  meoic.  Il  n'y  a  que  la  quantité  à  retrancher  ».qut  varie  «tass  diM!^ 

ciine,  ^ 

CoMipatoas  maintenant  les  reftes  ie  la  troiiîeme  ligne  qtiî  répon£ 
à  JT  =:  Oy  SYCC  ceux  des  lignes  fupérieitres  &  inférieures  ,  a£n  de  trath^i 
▼cr  des  progreffions.  Je  vois  d*abord  que  —  ç  eft  nKyyen  propordood^ 
entre— .4&  — J  qui  font  au-ëeffiis ,  &  — é  &  —  7  qui  fofnt  dans k^ 
deaz  dernières  lignes.  J*écris  cette  première  progreffion ,  &  |e  compare 
iûçceffivement—  ^  à  tous  les  autres  ncMnbres  fupérieurs  &  inférieurs^., 
pour  favoir  s'il  n*y  a  pas  d'autre  progreflion.  Je  n'en  trouve  »oîiicw- 

Je  paâè  donc  à  -«  i  qui  n'en  donne  qu'une  auffi  dont  la  ^fFereoc^^ 
cft  f .  Enfuite  à  -f^  i  qui  en  donne  une  autre  dont  la  différence  eft  3W 
Enfin  à  -H  5  qui  en  donne  une  quatrième.  Mais  il  eft  bien  évident  que 
ces  quatre  progreffions  ne  peuvent  être  admilès  toutes  à  la  fbis^puiC^ 
que  le  dernier  terme  de  Téquation  n'eft  que  5(319). 

Pour  en  exclure  quelqu'une»  )e  fuppo(è  x  =s  5  »  &  f  ai  pour  réfuhat 
%^  ,  dont  les  divifeurs  font  i  &  «3 .  Souftrayant  enîtdte  de  ces  dîvifeari 
pris  en  -f-&  es  —  le  quarré  de  $  ,  je  trouve  ces qoatre  reftes ,  —  )i » 
— - 10,  ^-  8 ,  -f- 14 ,  parmi  lefquels  manquent  —  1  &-+•  x  qui  (eroie&e 
néceffaires  pour  continuer  les  deux  premières  progreffions^  H  Ëiut 
donc  les  rejeter. 

A  l'égard  des  deux  dernières ,  on  voit  qu^ettes  peuvent  être  cond^ 
nuées  par — 8  &  par  14.  Aînfi  je  prends  dans  l'avant-demiere  te 
terme  -h  i  qui  répond  àx  =  o,  pour  repréfcnter  cj  &  te  terme  — 3 
qui  répond  à  x=3i  ,  pour  rcpréfenter^-#-c.  J'en  conchs  que  S 
*=—  3  *  &  qiic  parconféquent  le  premier  fadeur  à  eflayer  eft  Jt*  — 
3;(f  -f- 1.  Je  1  effaîc  ,  &  la  divifion  qui  réuffit  me  donne  poi»  quo- 
tient ;»?'-+*  3  x  -f-  5.  Les  deux  fadteurs  de  l'équation  propo(ée  font 
donc  »*— '3*  •+- 1 ,  &  X*  -#-3^*:  -f-  5,  qu'il  eft  aifé  de  râoudïc  fi  foa 
veut  par  tes  méthodes  du  fécond  degré. 

Soit  pris  pour  fécond  exemple  ,  x^  —  tx^H^  x*  —  5**  —  8«  — • 
a 3=00.  Ayant  fait  à  l'ordinaire  x  =:  1,  xss=i  ,  x=:©,  x=— i  % 
*=  -* a  ,  je  cherche  tous  les  divifeurs  des  réfultats  }Q>t5»2'>.)kSk^ 
f  8^  k  cçfte  s'^entend  aflez  par  le  détail  fuivant.. 
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2kls  trois  ftagidRw»  que m'ofiecei  excm|»}e,  )e  irois  qtf  il  finie  k« 
les  deux  dernières ,  en  fuppofsuic  x  3=  3  :  car  le  réfuluc  ^7  n'ayant 
ifiyUeiif  Me  I  3t  37  ,  il  eft  clair  qa*en  ôcanc  5  de  ces  deux  <U-« 
^ifears  pris  pouâvemenc  8c  o^ganvemeat ,  les  rcAct -^  4^ ,  «»  iô«  •«• 
f  «  «h  i8  ne  perûicctront  de  continuer  que  la  première  progreiCon  pair 

Pai  donc  —  i  pour  reprtfentcr  c ,  &  «—  4  pour  rcpréfeater  i  -H  r  : 
]Pod  |e  me  ii =—  1.  AinS,  s'il  y  a  un  fadeur  commcnfurable  à  deux 
fimenfions  dans  Inéquation  propofée ,  ce  doit  être  x*  —  ix  — -  1  j, 
]etente  donc  ta  divffion  4  &  je  tsrôuve  pour  quotient  exaâ  xi  -f-  ^M 
•M. 

Ces  principes  fuffi&nt^ur  trouver  ït$  divir<^urs  commenfurablesda 
|iemier  ic  du  fécond  degré ,  dans  les  équadons  qui  ne  paflent  pai 
irdnqmexne.  CeHes  qui  font  plus  élevées  ne  font  quelquefois  divi« 
iMes  que  par  des  fadeurs  du  troifienie ,  quatrième  »  &c.  Mais  nous  no 
bOos  arrêterons  pas  à  expliquer  ta  ihanîcre  de  les  trouver ,  tant  à  cauft 
et  la  longueur  des  calculs ,  qu'à  caufe  du  peu  d'utilité  qui  en  réfulte* 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  nonplm  à  expliquer  comment  on  dé^ 
compofe  tne  équation  purement  algébrique  en  Tes  dêttuts  de  deux 
oa  de  pluâeufs  lettres  ,  du  premier  ou  du  fécond  degré.  Quoique  fore 
iogMenfts ,  toutes  cçg  métbodes  ib  reflcntcnt  pourtan»  un  pou  du  tâca« 
nonenc, 

Mmkn  de  transfirmer  les  Equations ,  Gr  d^en  faire 
évanouir  le  fécond  terme. 

jiT.  U  cft  toM^ttit  utile  de  faire  fubîr  aux  équatloiis  ceitaîMchan^ 

poients  4  de  fuppofer  ,  par  exemple  »  l'inconnue  égale  à  uiûe  autre  iii«> 

connue  -H  une  quantité  indéterminée.  Cette  fuppofîcion  facilite  en 

fertsÛM  cas  ia  rérolution  des  équations.. 

L^rfqqe,  par  exemple»  eUes  font  afFeâées  de  coefficients  ftaâio^ 

h  ç .  f 

laircs  ,  comme  celle-ci  ..,,**  -*-—  **-f--7*-*-—  =0, 

a  d  g 

&  que  l'on  veut  éter  toutes  ces  fradions ,  il  n'y  a  qu'à  fuppofer  y  =a 
X  (y  étant  une  nouvelle  inconnue ,  5c  m  une  quamicé  qwte  l'on  dé-« 

ÏÏl  \ 

tennbe  toujours  facilement)  :  en  fubftituant  cette  valeur  à  x,  l'équatioGi 

propofée  deviendra... -2^ -4- -^4--—^ -4- /==o,  QU  y» -^ 
ny        am*       am       g 

J!5L,  1+.  ^  T    y  .4-  i^L^  3SC  o.  Or  cette  dcmîçrc  équation  n'iurapl'ui 

a      '        d  g 

de  coefficients  fraiââon&ires,  fi  m  eft  divifible  tout  a  la  fois  par  a  ^ 
par  </,  &  par  g  ;  &  il  le  fera,  fi  on  prend  pour  m  leur  produit  adg  ; 

«a  fii^m^  un  flus  fedt  uosnbte  que  e&  f twuto,  qu^ud  les  «omhçe^ 
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4f  dfgi  tkc  iont  pas  premiers  entre  eux.  Sobftinunt  donc  adg^^ 
lieu  de  m  dans  y'  -I-  — 2L-+-  &c  ,  on  aura  féquarion'y'  -H 
H-  «*cfl55'*y  H-  tf  5  i^yîr*'  ==  o  ,  où  il  n'y  a  plus  de  fraâions. 
Les  racines  de  cette  équation  une  fois  trouvées ,  celles  de  xl 

i*  •+•  ^c.  fc  préfcntcront  d'elles-mêmes,  en  divifant  les  premières  ]^ 
m  que  nous  venons  de  déterminer.  Toute  la  di£culté  confifte  donc  \ 
trouver  ces  premières  racines.  Pour  en  faciliter  la  recherche,  ona  im 
giné  de  faire  évanouir  le  fécond  terme  des  équations  à  refondre  3 
voici  comment  on  fait  cette  transformation. 

511.  Soit  réquatîon  générale ,  ar*  -^  ax^'*  Hh;  ^x^'^  ±Scc  , 
•f-  •=  o.  Je  fuppofc  X  t=y  -f./Cy  <ïtant  une  autre  inconnue ,  éci 
une  indéterminée  a  laquelle  on  donnera  telle  valeur  qu*il  convicndi^^ 
pour  faire  évanouir  le  fécond  terme  )^  J*ai  donc  la  transformée ^ 


Maintenant ,  pour  que  le  fécond  terme  de  cette  équation  s'éva* 
nouiflc,  il  faut  que  wy**"/±  «y**'*  ==  o.  Il  faut  donc  qu'après 

avoir  divifé  par  wy*-»,  &  tranfpofé  ,  on  ait  /a=  T  —,  Ce  ifA 

ut 
nous  fait  voir  d'une  manière  générale ,  que  pour  faire  évanouir  U 
fkond  terme  d^une  équation^  it  ny  a  quafitppofer  l'inconnue  égale 
h  une  autre  inconnue  moins  ou  pats  le  coefficient  du  fécond  terme 
de  cette  équation ,  divifé  par  le  nombre  qui  en  exprime  le  degrS,  On 
met  moins,  lorfque  le  fécond  terme  eft  pofitif  5  û  plus ,  quand  il  eft 
négatif. 

.   Toute  équation  du  fécond  degré  femblable  à  celle-ci  x*  -H  tfX=3  h^ 
fe  réfout  promptcmcnt  par  cette  transformation ,  en  faifant  *  =y-^ 

— ^  &  en  fubftituant.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pa$.  Soit  donc  «'  — 

6x^  -♦-4«— 7  =  o,  que  l*on  voudroh  changer  en  une  équation  équL-, 
Valente ,  dans  laquelle  il  n'y  eût  plus  de  fécond  terme. 

Pour  cela,  je  (uppofe  jc  =y  -f- 1  =:y  -^  i  ;  &  fubftituant ,  il  vient 
yî  ^«-««Sy— <T5<=so,qui  n*apas  de  ftcond  terme,  c'cft4-dire,  de 
y^  dans  cet  exemple. 
.   Pour  tr^ttsformer  «44*  %x>  —45550,  je  feis  ^çsy  -^  l^y 
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^\y  &j'aîy**— ij^^^-y—iisso.dontlcfccoûdtennceftéva- 
itouî.  On  transformcroit  ^5  ^a^  _  b^^q^^  d=.  o,  en  fappo- 

lânt  ç  =  *  —  —  ;  &  ainfi  des  autres. 

La  même,  méthode  ferviroit  à  £dre  éyanouir  le  troi£eme  terme 
^one  éqnation  ;  car  en  remontant  à  la  transformée  générale  y" 


ut  •  m  ' 


4-^»y^*  /•+-  &c,  îl  n'y  auroît  qu'à  fupporer  — y^*/*i: 


1 


f  «—  i^  ^"*/±  h^'^  =  o-  On  trouveroit  /i=  =F  iL*^^ 

m 

V^  (  T )•  Mais  comme  la  fttbftitution  de  cette  yalenr 

V     Ni»*        m.  m  -  1/ 

de /întroduiroit  des  radicaux  dans  la  tr^^nsformée^on  aime  mieux 

ne  faire  évanouir  que  le  fécond  terme.  Le  calcul  deviendroit  en* 

core  plus  compliqué  »  fi  on  vouloir  faire  évanouir  le  quatrième  ou  le 

cinquième ,  &c. 

Du  Calcul  des  Quantités  raiicaks. 

'  ^13.  A  eotnmencer  aux  équations  du  fécond  degré,  les  quantités 
radicales  (ont  inévitables  dans  la  réfolution  de  prefque  toutes  les  équa* 
liqns.  Il  cft  donc  à  propos  d'apprendre  à  calculer  ce&  quantités ,  avant 
que  d'aller  plus  avant  dans  cette  théorie. 

^  Quoique  Ton  appelle  en  général  quantités  radicales ,  toutes  les  quan^ 
mes  affeébées  du  hgne  radical,  il  y  en  a  pourunt  beaucoup  qui  ne  font 
radicales  qu'en  apparence  ;  ce  font  des  quantités  commcnfurables,  qui^ 
peuvent  par-là  même  fubir  les  extraéHons  de  racine  indiquées  par  î'ex-' 
polànt  du  radical.  Or  toutes  les  fois  que  cette  opération  eft  poffible,  il 
ne  faut  pas  manquer  de  la  faire.  C'eft  ainfi  que  tes  quantités  fuivantes. 

Viij  . . .  i/a'B^  ...V  xY  . .  •  v"  r  iH-  4?  +  ^?*  +  49*  4-  ♦♦^ 
fc  rédoifènc  à  celles-ci ,  O  57  J* 

±  I ; . .  «i  <i^*« .  .«V . .  •  I  +  9,  ou—  1  —9. 

,  Lerefte  des  quantités  radicales  fe  partage  en  deux  claifes  ,  dont  l'une 
comprend  toutes  les  quantités  incommenfurablesj  l'autre  renferme  toutes  ^ 
les  quantités  imaginaires. 

Les  incommenfurablcs  que  l'on  appelle  auffi  quantités  irr ationelles  , 
■c- peuvent  jamais  être  débarraffées  du  radical  qui  les  affeâe,  parce 
qu'il  n'eft  pas  poffîble  d'avoir  leur  valeur  d'une  manière  exaâe.  Tout 
«cque  l'on  peut  faire  de  mieux ,  c'eft  d'approcher  de  cette  valeur,  par 
ks  méthodes  les  plus  promptes ,  ou  du  moins  de  Amplifier  ces  quan-  . 
<itfc  ,  lorfqu'il  y  a  lieu. 
j   Par  exemple,  les  quantités  fuivantes  peuYenc  être  Amplifiées ,.  ca  . 


&  on  peut  écriic  ct$  ^luotifiés,  cotMunt  on  jcs  yok  icL 

0«trc  ces  prcinicres  réduâioiis  praticables  fedement  en  CèJtams  cii» 
les  î^commenTurables  peavent  fobir  toutes  les  opécatiofis  de  rAridun^ 
jôqoe.  11  £rat  AoAc  ùlykài  cmnment  on  les  aff^eccît  à  ces  opéialldiis. 

314.  L'addition  des  radicaux  fe  fait  en  les  ecrirant  de  Çiite.aT^ 
jcs  %i^  ipii  kiir  fiHit  prçpi»  a^  9'il  fe  fzoUTe  des  radifaiiï  fcmbkb^ 
c'eft-à-dire,  qui  aient  le  même  ezpo(ant ,  &  qid  aièdent  la  m&oc 
qnandté,  ma  les  tèitàt  flairant  la  méifaode  mt^maitt  (  i  if  )« 

Soitpiopoâ,parexemplc,d'a)oitter«^*V'4^  v  i^»>^4>-— iV'iM* 

On  écrira  j |/tf — x v  *•  Soit  propofé  enfuitc  d'ajouter ,  Vic^ys'^ayx*jf 

tn  gfaértl  k  ixxnfué  (k-r-y^ -j-^  ^  l^ -j  pwt  iciédaîic  l 
p  a        g  4 

ÎLïJIl/'  -T.  ^  t^t&fSioù,  des  ta£ca«t  cottfifte  à  chalt^  feit« 

bg  "^ 

lement  le  fisne  du  cpeAcient  du  radical  que  l'on  veut  fouftraire;  ft 
fi  par  hatard  les  deux  fadicaux  font  femblabies,  on  les  réduit  comme 
ci-delTus. 

Exemple.  3V7—|/7=s!i/7..*^7T—4v^5=1fv^î—4Vî=J 

VI  ab. 

.U^  La  mukiplicatioA  des  quantités  radicales  fe  £ût  à  peii-fcc^ 


-î  degré] 

le  cas ,  où  leurs  radicaux  font  difFéfencs. 

Dans  le  premier  cas»  on  multiplie  à  Tordinaire  lei  qoandeés  fou* 
tnifes  à  ces  fignes ,  &  on  écrit  leur  produit  (bus  le  ra<fical  cdmisapi 
fauf à  réduire  enfuite,  s'il  y  a  lieu. 

ExtMPLU ^£xVt:tAV^%  Sî4|/f  «  *•  •    /^iO(vi:flil 

»,  •  *  '  X  K      ^ 

yab  •  *  .  .  v'$«yx^ioiMP3qBV'  (loojup^y*)  *  •  .  .  v>Xf/— f 

Dans  Iç  fécond  cas ,  on  fe  contente  fouvent  d'indîq«cr  la  niiiltlpfr** 
cadloa  ;  on  »  fi  on  reut  Pefcâuer»  de  Buuderc  que  k  prodm  €m  ân« 


J^ànafeiilradical,  on  commence  par  réduire  les ieut  îa^cattK  des 
fyâcazs  au  même  ezpo£uit  :  apr^s  quoi  on  molciplie  comme  ^^f  k 
Premier  cas. 

Ot  pour  opérer  cette  réduâion,  il  fimt  multiplier  l'un  par  Tautre 
k$  doue  c^^fànts  deg  %Bes  radicaux,  &  multiplier  de  même  les 
tspouitts  des  quantités  fôœnifes  à  un  radical  ^  par  rexpofant  de  l'autre 
radtcaL  Cette  doid>Ie  ^ération  fait  rentrer  le  fécond  cas  dans  to 
ptcmîier, 

^10.  La  divifion  des  radicaux  peut  quelquefois  s'cffeôuer  ,  quand 
t$  ont  le  même  cxpofant  :  mais  lorfque  la  diyifion  eft  impraticable  , 
on  l'indique  feulement ,  de  la  même  manière  que  pour  les  qu^téi 
tanonelles.  .        a     »  ^ 

Exemples  lH  —  i  »^"  —  t  »r.. -.  «  •«  ^'^ 

hf  «  ^  m  .      f 

Maispour£yifer|/âpar /^x,on  écriray^a  :  v"  x;oufi  Ton  veut 

mp         mp 

tfduire  ces  deux  radicaux  au  même  expoLant  j  on  aura  \  V^  •  K  ^  =* 

En8énéraiJiKi::i.K^^Î!^K'^. 

;i7.  On  éleye  les  quantités  radicales  à  leurs  difSreaees  puiflance»^ 
tek  entières,  foit  fraâionaires ,  en  multipliant  leurs  expofants  par  celui 
de  la  puiâance  à  la^^uelle  on  veut  les  élever  ;  après  quoi  >  s*ii  y  a  qwtir 
tpe.  réduâion  à  faire ,  on  la  lait. 

Si  on  ayoit ,  par  exemple ,  y'  i  à  élever  au  cuVc ,  <m  écriroit  d'if 
Jkprd  i/  X  ' ,  ou  */  8  ;  p^  x  •  x.  Pareillement  pour  élever  au  crfxr  |/<«» 
ioa  écriroit  ^  à^^\ic  pour  élever  y  4»  ^*  au  quarré ,  on  ôteroit  fim* 
fiemcnt  le  radical.  Abfi(v^Ar-f-v'y)*  s=xH-x  Vxy^y  •  .  .  ^ 

\%Z.  En^néral,  quand  Texpcfam  du  radical  eft  le  même  que  cdnî 

Àt  la  puiflance  propofée ,  il  n*y  a  qu*à  ôter  le  radical.  Aînfi  (v^tf)"*  =tf* 
Ceft  une  fuite  évidente  du  calcul  des  puiffances  par  leurs  expofants 
O57)  J  &  toutes  les  fois  que  Ton  éprouvera  quelque  difficulté  dans  le 
calcul  des  radicaux ,  rien  ne  fera  plus  facile  que  de  la  réfoudre ,  ca 
t!^insforiHapt  les  quantités  radicales  en  puiiTanccs  fradHonaires  (i  ^x)« 
51^.  Les  quantités  igiaginaires  fe  calcfilcAt  dc  la  mtme  &cqa,  <%i 
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les  ajoute ,  on  ks  fouftrak  &  on  les  réduit ,  comme  toutes  les  autfe^ 
quantités  radicales  :  mais  il  y  a  dans  leur  multiplication  un  cas  slScè 
cmbarraffant,  dont  il  cft  bon  d'être  prévenu. 

Soit  donc  propofé  de  multiplier  / — a  par  v'^-tfi  II  femble  d^ahord 

3ue  le  produit  doit  être  \/^a^  =zat  mais  en  remontant  à  Toriginé 
u  ligne •  radical  i  on  ne  tarde  pas  à  fe  convaincre  que  k  produit  de 
Z'— d  par  V — a  doit  être  — tf.  Que  défignc-t-on  en  effet  par  Tcxprcf* 
fion  générale  /m  >  N'eft-cc  pas  la  quantité  ,  qui  multipliée  par  die* 
même,  donne  m?  Soit  doncm=-— aj  on  aura  V — a*  v^^as=s 

Il  eft  vrai  qui  fi  on  multiplioit  fous  le  figne  radical  j  •—  n  par— tf> 
on  trouveroit  i/-Htf*î  mais  fi  on  obfervc  que  v^-4-tf*  peut  être  éga- 
lement -hdSc—a,  8c  que  Tambiguité  de  figne  (  qui  a  lieu  en  générai 
toutes  les  fois  qu'on  ignore  Ci  a*  provient  de  -f-^i .  -é-d ,  ou  de  — a  • 
—  a  )  ne  fauroit  eaftct  ici ,  puifquc  Ton  fait  que  a^  eft  provenu 
de  —  <z.  — aj  il  eft  impoflîble  qu'on  ne  foit  pas  convaincu^  que  âÀm 
ce  cas  A^tf*  cft  —  a^  &  noûH-a. 

D'après  cette  obfervation,  il  n'çft  pas  difficile  de  voir  que  te 
puîffances  fucceflîves  de  V^  — a  font.... 

v" — tf, — a, — av^ — a,  a^,a^V^ — a, — a\  &c.  &quelesmêmal 
juiflances  de  —  |/  —  a  font  pareillement. .  • — |/ — a  j. — ûj  a  ^— tf» 

5^0.  CeU  pofé  4  la  multiplication  des  polynômes  qui  ont  des  tes» 
mes  affedés  d'imaginaires^  ne  doit  plus  être  fujette  a  aucune  dii&« 
culte  ,  pourvu  qu'on  faflc  attention  aux  fignes  qui  précèdent  ces 
termes.  Ainfi  le  quarré  de  14-^—1  eft  i-+-i^— i— -ï  ,  ou 
11/— I...  .Lecubcde — 1-1-^^—5  eft — iH-j/— j-+-^ — }*^  —  3» 
ou  8  ....  Le  produit  itx^d-^y^m^^é  par  ;c-i-tf-***|/**-iiCft 

351.  Ces  deux  derniers  exemples  font  voir  qu'une  quantité  réelle 
^  quelouefois  le  produit  dé  plufieurs  fadeurs  imaginaires  3  6C  çpt 
par  côftiéqucnt  une  équation  peut  avoir  un  certain  nombre  dt  racines 
imaginaires  s  quoique  tous  fei  coefficients  fuient  réels, 

SoitAT-f-tf-Hi/ — 6  l'un  des  fadeurs  imaginaires  d'une  équation 
•dont  le  premier  membre  eft  ^.  On  peut  faire  voir  que  cettsc  même 
équation  doit  avoir  auffi  pour  fadeur  Ar-*-<2  — f/  — ^  j  car  il  n'y  1 
-0.  qu'une . quantité  de  la  forme  B  (jf-|-û— »»/— ^^)  qui  multipliée    i 
par  A?  -4-  tf  -H  V  — *•  ^ ,  jpuiffe  donner  un  produit  réel  i5  (  A:*-h  >tf*    ; 
-f-â*-f-^)  comme  l'cft  le  premier  membre  X  L'exiftence  du  hc^    I 
teur  imaginaire  x-i-a-^x/  —  b  dans  une  équation^  entraîne  donc  celle 
d'un  autre  fadeur  pareil  x-jh^  —  1/  —  A  ,  qui  ne  diffère  du  premier 
que  par  le  figne  de   V — L  Leur  produit  eft  équivalent  au  fedcV 
du  fécond  degré  x^ -hz  ax-ha'^^'^b  entièrement  réel,  &  dont  fc 
dernier  terme  a* -h  5  eft  toujours  pofirif.  On  tire  de-là  divcrfes  cofl; 
fcquences  utiles  dans  la  théorie  des  équations. 

!•,  Les  racines  imaginaires  qui  fe  trouvent  dans  uûc  équation  # 
y  font  toujours  en  nombre  pair. 


toi    MAtHÉMATtQtJÉJ.  laj^ 

.\\  t^cs  racines  Imaginaires  que  Ton  rencontre  dans  la  folution  d*and 
équation  ^  ont  deux  a  deux  la  même  quancicé  (bus  it  figne  radical  j 
&  ne  différent  que  ^at  les  figncs  -f-  &  — .  .  ' 

3<*  3  Toute  équation  d'un  degré  impair ,  a  au  moins  une  racine' téellc^ 
4*>  Toute  équation  d'un  degré  pair  ddht  le  dernier  tcrmt  eft  néga« 
tif  4  a  au  moins  deux  racines  réelles  ,  puifque  le  {Produit  réel  des  radi-2 
eaux  imaginaires  qui  font  alors  partie  des  deui  polynômes  muldpliéi 
hm  par  Tatitre^  né  peut  être  qu'une  quantité  poûtiVe  (315  )« 

Méthode  pour  extraire  Us  Racines  des  qumtitéi  en  fartU 
rationelles  &  en  partie  incommenfutahles^ 

$31.  Les  équations  qui  fe  réfblvenr  par  les  méthodes  du  Cicohi 
4cgré  offrent  iouvent  à  extraire  des  racines  de  qaailtités  en  partie  ra-^ 
tionelles  &  en  partie  radicales*  Ces  équations  lant  généralement  re- 
jréfemées  par  x^^^px^  z=zq^  &  leur  folution  générale  donne  xss 

m 

ïV[-lp^}t  (ip^  -^q)'].  Il  importe   donc  à  la  réfolution  com- 


in 


Îlenc  de  ces  éauations,  que  Vi-^ip^^V  CiP*+q)]  foit  réduite^ 
}rfqiie  cela  eft  poiribIe>  à  une  expremôn  plus  (Impie  ,  dans  laquelle 

3  n'entre  qu'une  quantité  rationelle,  avec  un  radical  du  fécond  degré. 
Cefi  pourquoi  nous  allons  donner  la  méthode  de  faire  cette  réduéhon* 

Prenons  d'abord  le  cas  où  m  ==  1 ,  c'eft-à-dîre  ;  cherchons  la  racine 
quarrée  des  quantités  en  partie  rationelles  ,  en  {)ârtie  radicales.  Nous 
xcpréfenterons  généralement  cts  quantités  par  p  -+-  v/  ^  ,  &  leur  ra- 
cine par  ^  x-^y  y.  S'il  n'y  a  qu'un  feul  radical  dans  la  racine  que  l'on 
cherche,  l'une  de  ce^  deux  quantités  /x,  /y  fera commenfurable* 

On  aura  donc  Vx^-Vy^  ^(P'^^^)»  ^'^d  l'on  tirera  x^y -fi 

4  Vxyzsp  -H  >^  ^.  Egalant  «nfuite  la  partie  commcnfurablc  du  ^r^mitt 
membre  à  celle  du  fécond  ,  on  aura  x-f- y  ±:^.  Leurs  parties  incom-^ 

mcnfurablw  iomttoptJtysî^i  d*ùû  ysil-tip^xi  '8i  fat  co.nfé-». 

quentJip*^/>a:S=--^5  d'oucftcôre  x*î/»±  ^  (iP*'^i4)i  ^y^iPj 

3^V"Cii>*--^>  Donc/^-^Vy,ou  V*C/-+-v^iJ  asà   *  *   •  *    ^ 

'V[{P'hly/Cp--q)]^V[{p^i^(p^-q)].    ^     '  • 

Or  quoique  cette  deriiiere  quantité  pacoifle  aviu  compiiauée  qûtf 
^( P-hV qj]  ,  cependant  lorfque  celle-ci  fera  fufccptible  d'une 
iacîne  cti£tt  ,  l'autre  poutra  le  rédtdre  à  uûd  eiptclfion  plù^ 
impie.  Il  eft  aifé  de  voir  en  effet ,  oue  fi  /x-h-  ^^  eft  la  racine, 
quarrée  de ;7H-«  V^^,  celle  dcp  — 1/5  doit  être  ^  9i — Vy,  àequepdCr 
conCquent  (Vx-^yy)  (Vx —  Vy)  ou  x  —y  es  ^(p^^q) ,  l"*»- 
&té commemurabk  toutes  les  fois  qUep4-/ga  une  racine  qùafisée' 
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AïBUCATiONs.  !«»•  On  demande  fi  4  -+-  J-  V"  ^  a  une  racine  qùirt& 
tXa6te?PourlcfaVoir,J€fais4=p..a.  ^}  ou  V i x  =  ^.  J*aî donc 

Vfîi?-^\^(>*-^Jl=sM  d'oajcttrc  V4^2Vî  =  i -H  V  J  ou- i 
»  ^  3.  C'eft  la  tacine  demandée* 

II<>.  On  demande  encore  la  racinà  deSH-iVi5^4...tci<ma 
/>  =  «,  a=6o,  Ponc   ^[ijp4- î^  f /^^-^g^Js:  V  J  ,  &   .  •    .  ^ 

ou  — V$  — 1^5. 

nfukdc  là  que  Vr4-î  V3;=  I- V^î  ou  V3-i>&quc /('g*!  V  ij; 
=  V'3-v^5*<w^5-V^^Enp;én&al,  •fp-i/îJsi/'a/^H-i»^  (>^-î/l 

-v[\p-{f'Cp'''q)].ouv[ip-^iy(p'-q)]'- 

i^iiF^W(p'-fJ'i^ 

1 5  f  •  la  même  formule  peut  fervir  à  extraire  là  racine  qu^rréed'mke 
quantité  en  partie  rationelte  8c  en  partie  imaginaire.  Soit,  par  exemple^ 
-i-f-i  V-t  qui  étant c<wnparéeavec^-HV'5,donnepa*-x,^=-f> 
V  [ip-h{  V(p\^q)]  =  y{'{;hiJ  ,  &  yf[{p-\y  (p^^q)]  == 
iVC-T-l),  d*odi/(^-i-H»  \^-i)=i-hV^-.ioubicû-x-^ri.  • 

'  334.  On  trouve  quelquefois  des  quantités  imaginaires  monomçs  qui 
cmt  des  racines  binômes.  Telle  eft  la  quantité  i  V^i  dont  la  racine  efl: 
1  4-  v"  - 1 .  Pour  extraire  ces  fortes  de  racmes,  on  s'y  prendra  de  la  mê- 
me manière  que  dans  tes  exemples  précédents.  Si  on  vouloit  don£ 
avoir  celle  de  m  V-i ,  (m  étant  une  quantité  réelle  quelconque j. 


3  }  $.  Chercboos  à  pcéfent  la.  racine  cubique  i€p'^Vqy$c  rtpréfen* 

tons-la  par  f  jif-f.  Vy  )  y  i>  Nous  prenons  x+  /y ,  au  lieu  de  Vx 
^  ^y  y  ptf  ce  q^e  le  cd^e  de  ces  deux  derokces  (piantités  ne  concieiH 

4cMt  aucun  terme  commcnfurable.  Nous  prenons  aafH  (x  +  Vy)  Vi, 
parce  que  dans  le  cube  de  cette  expreflion  il  entre  auffi  bien  une  quan* 
cité  commenfisraiblc ,  que  dans  celui  de  «•[«  /y ,  ^  parce  que  cette 
indéterminée  ;[  nous  fera  utile^ 

Nom  aânons:  doiicC:r-h  VyJ  Vi^ssV  (p-^  Vq)yècptsc6ti&^ 

çicntCx  — VyJ  Vî=iV  (p^^Vq)^  Multiplions  Tune,  par  Tautrc 

ces  deux  équations,  il  viendra  (x*^y)  /?*=/(>*— ^^5  d*o4 

jg*  —^  s=-  — i£ — lii^  Donc  fi  «*  —  y  eft  coip/nenfurablc ,  c*eft- 
à-dire,  fi  on  peut  avoir  la  racine  cubique  czaâe  dç  la  quantité  ptopofitf 


^^Vqy  texfttfCiûti  — -^  ".    ^  ddît  être  aiiffi  eommlhfiirâblc 

Mah  îlfkutpcHit  «la,  <^«c O*— '9^  ?  foituticàbe  JJarfak;  il hnticftit 
i)Be  {  ss  t,  toutes  ks  (bis  <j[ue;>*-^  ^  ierâ  tti  cube  parfait;  éii  s'il  ne  l'dl 
fas ,  il  fautqtte  r<»n  ^tchoc  pour  1^  an  kioihbrepr<^te  à  te  rendre  tel  » 

Soit  pour  abréger ,  —^ ^^-^  =  d  ;  nous  aatons  «*— ^  sstmn 

ic jmifqu«  d'un  côté  Téquation  (x •+-  V^^;  Vi=V(p'^^ti)  étant 
élevée  à  fon  cube  ,  donne  x'j;  •+-  jayç  •+•  ^x\  Vy-^yr  Vyssp^ 
V  î ,  &  <pie  d'un  autre  côt^  ,  Téquaai^n  x*  »— y  =  4  aonoe  yvsm* 
^tf  ,  on  trouvera  i*  ,  que  *'^-+- j^y  {  =i»#  d'od  x<  4*  ^«jr 

i='^;  £*>  ^u'cn  fubftituam  ici  la  Valeur  ^dey  ^  00  a  4Jir'  —  |tf# 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  trouver  les  divircun  commenfît* 
hbles  de  cette  dernière  équation.  £Ue  doit  en  avoir  fip^  V  q  z  une 
racine  cubique  exaâe.  On  connoitra^donc  x,  ce  qui  détehniacra  aadi'- 
iot  la  valeur  de  y  ;  &  comme  :^  eft  déjà  connue  ^  la  racine  que  ToU 
cherche  Ce  trouvera  tdtité  connue. 

Afp&ications.  I*».  Quelle  eft  la  racine  cube  de  10  -4-  5  /  3  ?  .  .  i 
On  a  p  â  10 ,  9  =  f  68*  Donc  p*  -  5  =  -  8  ,  cube  parfait  j  donc  ç=  i , 

a  =  -ii&réquation4A:'-A5flx-^=:o,devient4X^-f-é;A; — 10  =  0.  Of 

»- 1  eft  un  divifeut  commenfurable  de  cette  (ierniere  équation  ^  on  a 

.  IK  Quelié  eft  la  racine  cube  de  8  H-4  V^  5  ?. ..  |cijp=:8  ,  gs«o^ 
donc  jp^-^2i«-i^  qm  n'eft  pas  un  cabe;  Pour  qu'il  le  devienne,  où 

rupfofera  ^  =  4»  te  qui  donnera ,  =•  x  =s tf  =***  -y.  Àbr* 

»  î 

f équation  4X^  -  3  ^ ie  -  -7-  ==  0  ;,  fc  change  en  celle-cî ,  4je»  H-  jjlr  -  a 

30,  dont  ledivifeur  xjp->i;  donne  ^s^,  ft  pitf  cônféquent^sâl* 

ta  racine  cherchée  eft  doiic  ' — z * 

.V^^ 
33^.  Nous  remarquerons  ici  qu'une  quantité  quelcdiique  â  toujours 
trois  racines  cubiques.  Cela  fuit  dé  ce  que  la  valeur  de  x  fc  tire  d'une 

équation,  iii  troifieme  degré ,  40^  -  lax-  —  stô,  5c  de  ce  que  la 

11 


làiaeii; 

pij 
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'  'Dans  la  première  application ,  pat  exemple,  que  nous  Tenons  ie 
faire  ,  noOs  avons  trouvé  que  i  -♦•  V  3  étoit  la  racine  «ube  ciaftc 
te  réelle  de  10-H  c  V"  3.  S'il  falloir  mamtenanc  trouver  les  deux  racines 


.|^j+C/j+3;^ 


Z 


357.  Il  ne  feroit  guère  plus  difficile  d'extraire  les  trois  racines  cubes 
des  quantités  en  partie  commenfurables  &  en  partie  imaginaires.  Soic^ 
far  exemple  ,  k  quantité  — 10  -h^  /  -  3  ,  qui  donnep  =  —  10,  j 
=s—  Z43  ,  &  i>*  —  5  =  343  ,  cube  parfait  5  donc  :j;:=  i  ,  &  az=z 

•^543=  7. .  .y=:t*  —  7,  &  4x^  —  zix^  16  =  0.  Cette  dernière 
équation  donne  x=i,x  =  |,flir  =  —  |,   &par  conféqucnt 

y=: 3,y  =  —  T^»y  = — i"  Les^rois  racines  cubes  de  —  10+  9 

yrï  fontdonci-l- V^,T  — i  >^-~3,— |-+-i  V-3.     . 
.   Soit  encore— II  —  2  V^  qui  donne  p  5=r— 11 ,  g  =  — .4  ,;>» 
—  ^==  ii5,ç=3ci  ,  £1=5  ,(&  4a;5  — 15^:-!-  II  =0.  De  la  dcr- 
lucre  équation  on  tirera  *  =  !,  x=  —  7±  V  ^,  Donc  y  =  — 4, 

y=- j:p  V  3  DoncVf-ii-i  V-iJ  =  i-h*  V'^,ou  — 1^  + V5-H 

Pour  extraire  des  racines  plus  élevées  ,  dans  le  même  genre,  on 
fuivroit  à  peu-près  le  même  procédé, 

Réfolution  des  Equations  du  troijîeme  degré.     . 

5  3  8.  Pour  réfoudre  une  équation  du  troifieme  degré ,  on  comment 
cera  par  en  faire  évanouir  le  fécond  terme ,  ce  qui  la  réduira  à  une 
équation  de  cette  forme ,  x^  -hp  ;c  +  ^  =  ©•  On  fuppofera  enfuite  * 
igzzy  -^-tl^y  &  on  déterminera  les  valeurs  de  ces  nouvelles  inconnues,  de 
la  manière  fui  vante. 

'•  Par  la  fubfKtutioh  dey  -f-  ç  à  la  place  de  x  dans  Téquation  5:'  -4-px 
•f-  ^  =  o  ,  elle  deviendra  y^  -H  ^y\  -f-  jw*  -^  ^^  -^  Py  -^Pl  "*" 
qsso'ydc  fi  on  fuppofe,  comme  on  en  eft  bien  le  maître ,  quejrî  4- 
^  ^qissOy  il  ne  reftera  que  5  y*  ^  H-  3yt*  "^Py  4- /'î  =  o  ,  ofl 
même  que  3y{-|-/>=3  0  Cen  divi&nt  psir  y-f-jj,  ce  qui  dooDC 

y^-L^^K 

•    Subftimons  cette  valeur  de  y  dans  y'  -f-  ^'  •+-  ^  ^=  o  j  nous  au- 

-Ln? 

ronsf*  — ■i-^H-^  =  o,  ou  j* -*-^:j;î  —  ^p\=  o  :  équation  dtt 
Cxicmc  degré,  maisquîfe  réfoutpar  les  méthodes  du  fccond(33x),  &qui 
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^Maintenant,  de  y'-f- j' -^5  =  0,  on  peut  tirer  y' =sr  —  :f»  —  ^ 

Donc  y  +  î  ,  ou  X  =  V  [  —  i  5  +  /  r  i  «*  +  jf  P'  J  iHr 

V[— {  ^  —  vTi  ?*  H-îT/'^^].  Car  la  première  expreffion  fc  réduit 
à  k  féconde  ^  dans  les  deux  cas  du  figne  +. 

*  ^59.  A  la  vue  de  cette  valeur  générale  de  x,oniie  croiroitpas 
d'abord  qu'il  fut  poiïîble  d'en  tirer  trois  racines  pour  Téquation  x^ 
4-;>x-h^=o.  Mais  fi  Ton  divife  cette  équation  par  le  faéleur 
fuppofé,  X — y*— î>  on  verra  que  «le  quotient  cft  une  équation  da 
fccond  desré  ,  laquelle  à  foa  tour  fe  décompofera  ËLciLcmeiit  ea 
fcs  deux  fadleurs. 
Soit  en  effet  fubftitué  dans  Téquation  A:''-f-/7iX-Ky=o,  —  jyç 

au  lieu  de  p,  Cpuî(qu*on  a  trouvé  y  =  ~  j  5  &  —3^'  —  j*  au  lieu 

de  ^ ,  C  puisqu'on  a  fuppofé  y ^  4-  f  ^  -f-  ^  =  o  J.  Soft  auffi  fubftitué 

dansla  valeur  générale  de  jc, y  au  lieu  de  Vl-^q-h  ^(iq^-^irP^)!» 


3 


pour 

quotient  exaû*,  x^-i^xyX'Xr  ^y^^y^  ^^  =  o,  équation  du  fécond 
ûfg^^  >  <iui  donnera  pour  les  deux  autres  valeurs  de  Tinconjouc  ^ 

a;  =  f-= ' — ^y-^— = ^jj&parconiequentx=C -^ J 

Or  cette  dernière  formule  donne  deux  valeurs  imasînaîres  de  ^,  tou- 
tes les  fois  que  /  (i  g*  -^rîP^)  cft  une  quantité  réelle.  Rcftc  donc  à 
favoir  ce  que  deviennent  ces  valeurs,  lorfque  yf  ({q^  -^rrPV/^ 
ira^çinaire  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ^lorfque  p7i?'  eft  négatif  8c 
plus  grand  que  ^  ç*. 

Je  fuppofé  ,  pour  abréger ,  que  /:=  |  g ,  &  que  g  •  - 1   repréfcnte 

&  réduifant  en  férié ,  on  trouvera  1  «,  que  (-f-^g  yTiy  =-/  -*-  ?/    ^ 

trouverai-, que r/-^^V^^>)/^= f-^lf  '^g'^^'^if   * 

r-ir/h'y^-^rrj'^  £*  H-^c.  Donc  f-/-H.ç  >'^;  ^  -^ 

Piij 
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êlc.) ,  cxprcflkm  qui  nç  contient  aucun  terme  imaginaire.    ^ 
Et  fi  nous  reprenez  les  içux  autrçs  yaleurs  de  ^  =  f  = J| 

prcffion  qui  n*a  point  de  tçrm^  imaginaire. 

Donc  lorjque  tî  f^  eft  négatif  &  pluf  grand  que  J  q*  ,  &^  m?£ij 
valeurs  de  x  ya«r  réelles. 

Il  n'y  a  guère  d'effort  que  Ton  n'ait  fait  pour  déterminer  ces  troh^ 
valeurs  réelles,  autrement  que  par  des  fériés  :  mais  on  n*a  pu  en  venir  à 
bout.  La  difficulté  attachée  à  ce  cas  >  lui  a  fait  donner  le  nom  de  cap 
irrédu^ihle. 

540.  Sip  cftpofifif,  ou  fi  étant  négatif ,  il  eft  tel  que  ^/)'  foît  moin- 
dre que  iq"*  ^  alors  une  des  trois  valeurs  de  x  cfl;  réelle ,  &  les  deux  au* 
^res  font  Imaginaires*  Ainfi  toute  équation  du  troi^emc  degré  a' au. 
moins  une  racine  réelle. 

Appliquons  maintenant  ces  principes  à  un  ou  deax  exemples  »  & 
4*abord  propofons-nous  de  trouvçr  \çs  ^o|s  racines  de  ^'équ^tiony^  ««% 
j;y^H«iiy— 4  =  0.  ^ 

Je  fais  j^  =;  x-f-  1 4  &  le  fécond  terme  dif^aroit  dans  la  transformée 
a?5  -H  5>«  -f-  6  =?  o ,  qui  étant  comparée  à  *' -f-  p  a;  -H.  ^  =  o ,  donne 
p  =  5( ,  ^  =  ^.  Et  parce  auep  Ce  trouve  ici  pofitif  «  j'en  conclus  que  des 
trois  racinôs  que  je  cherche  ,  une  feule  eft  réelle.  Pour  U  trouver,  )c 
iubftitue  les  valeurs  de  ;>  &  de  ^  dans  la  formule  générale  x  =:^ 

yV-iî**^5"c;  .  .  .  .  rhVSS.  .  ,  .  &  fai  ;f  =  ^3  -rr  i 9/=^  /  y 

(i  —  ^3^,  Donc»-i-x  ouy=r  ;•+.  /  3  fi  —  /  3J.  Ceft  la  if  4cu>î* 
réelle  de  y.  Il  eft  aifé  de  trouver  fes  deux  videurs  ima^naires. 

Propofons-nous  enfuite  Téquation  :«'.  —  3  ;t  —  18  =  0,  qui  donnai 
p:=  —  lydcq  =: —  1 8.  Or  quoique  p  foit  négatif  ici  ^  il  eft  tel  ce- 
pendant que  ~  /)î  çft  moindre  que  1 5*.  Ja  propofée  ^  donc  hqjç  racine 

réelle  &  deux  imaginaires,  La  première  tiïxs:  V  (  9-^/^  V  j)'+-  V 
0-4  V5J==i^i  V  ^rhi-rri  V  5-5=3.  Lçs  deux auuçfnç  font 
•  pas  difficiles  à  trouver. 

Dans  ce  dernier  exemple ,  il  eût  été  plus  fimple  de  chercher  les  dt- 
vifeurs^  commenf^rabUs  de  la  prQpoféç  x^.  rr-  3f.  ^  :^ S  =?  ^  Ç'eft  so&t 
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ne  ,  €h  général ,  ce  auc  Ton  doit  faire  torfqu'on  a  unç  équation  du  troî- 
iîeme  degré  à  réfoudre  ,  fur-tout  lorfque  cette  équation  eft  dans  le  cas 
irréductible.  Au  défaut  de  ces  divifeurs  »  on  peut  avoir  recours  à  une 
I  mérhoflc  d'approaeimation  que  nous  expliquerons  bientôt.  On  peut 
'  auffi  fe  ferrîr  des  fériés  trouvées  cl-deilus  ;  mais  elles  (ont  ordinairo* 
ment  fi  peu  convergentes ,  que  pour  en  tirer  des  valeurs  fiifEGuiunenit 
exaé^es  >  il  faut  en  calculer  un  grand  nombre  de  termes^  ce  qui  devient 
fort  long, 

54T«  Remarque.  Quoique  dans  te  cas  irréduâibie ,  la  valeur  de  x 
ait  une  forme  imaginaire ,  il  n'eft  pas  £fïicile  cependant  de  trouver 
fa  valeur  réelle ,  lorfqu'eUe  eft  un  nombre  entier.  Car  l'ezpreiïion  géné« 

lale  de  cette  valeur  étant  ta  formule  x  =  V  [  •  i g-f-y'f  J  9^^iiP^)l 

4.  ^  f  ,  I  ^—  /  C^  ^*  ^-  -1^ ^î;  ],  n çft  néccifaire qu'dlc  fc réduife  à 
un  nombre  entier ,  lorfqu'ime  des  valeurs  de  ;r  eft  im  nombre  entiet. 
Or  elle  ne  peut  s*y  réduire  qu*autant  que — hf+^dq^+ryP^) 
eft  un  cube  parfait,  dont  la  racine  eft  compose  aune  partie  réelle  que 
j'appelle  m.  Se  d*ttne  partie  imaginaire  n^  Ccft  donc  à  dire   que 

V[-Yf-H  V  (lq^+-p^p^  )]  =  m  +  »^  &  que  par  €on(?quenfr 

^[-U'  ^Ciq^-^rîP^)  ]  —  m^n.  Donc x=  i  m. 

Donc  lorfque  dans  le  cas  irrédué^ibîe  une  des  valeurs  <fe  x  eft  uft 
nombre  entier,  on  trouvera  cxa^cment  cette  râleur  en  doublant  la 
partie  réeUe  de  ta  racine  cube  de — i  9  "H  V  Ci  9^  "+•  îV^*^-  ^^  parce 
que— j^-f- 1^  fi^^-^pj-/j^/a  trois  racines  cubes  (  ^\7 )  ^  il  clb 
clair  que  pour  avoir  les  trois  valeurs  de  x  d^ns  ce  cas ,  il  fuf&e  de 
pieadre  le  d«uble  des  trois  parties  réelles  de  ces  racines* 

Soit  pris  pour  exemble  >  *  ^—  3  ^*  —  7  o  =;  o ,  qui  étant  comparée 
à  xy  •+■  px'^q^zo  ,  donne  />  =  —  35^,  ç  sbb  —  70-  Donc  —  i 
f -H  V^^î*-t-T7/'^==35-H**  ^^'  Mais  35-M8  V^  a  pour 
fcs trois  racines  cubes  —  X  -Hi  f/"^.  .  *î  -f*  |  v^^.  •  •  — i "+"|  ^^  t 
è)nt  les  parties  réelles  font  —  i  .^ , ,  -J-  î;  •  «^  -  "^  »  *  Les  trois  valeurs  de 
n  font  donc  —  * ,  -f-  7  ,  —  f. 

Soit  encore  x^—  17 jf  —  4  =05  d*od  j^3=  — 17,^  =  — 4,  6c 
—  YÇ-f-v'Cîî*  "^TfP^)  =  a  -4-  ^  »/- 1.  Les  trois  racines  cubes  de 
cette  dcrniçrc' quantité  font  —  i-f'^-j...i-4*TV^-+-/C-T|--*^ 
^J) . , .  ï  —  ~  V^^H-  V'C-fj-/  f^.  Donc  les  trois  racines  cherchée» 
fcnt— 4,1-f-  Vf,  1  —  VTt.  D*ou  Ton  voit  qu'il  eft  inutifc  de  cher- 
cher les  parties  imaginaires  des  trois  racines  cubes  de  —  ^  ^  ■+•  \f  (\q^ 
^7fP^}>  qwaad  6n  en  aoniwr  les  parties  réelles.. 

Réfolution  dts  Equatiônt  du.  quatrième  degré.. 

54*.  Une  équation  du  quatrîeirtc  degré  étant  propo(2c  à  réfou<fre, 
•ft  commencera  par  en  faire  évanouie  k  fécond  terme  »  ce  qui  ta 

P  iv 
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— rx^/=o.  On  fuppofc  que  J,y,  fie/font  des  indétennînécs, 
P^ailleurs  le  fécond  terme  de  ces  deux  équations  eft  le  même  aux 
iCgnes  près,  afin  quç  leur  produit  puifle  donner  une  équation  qui 
H'^t  pas  de  Tçcpnd  terme,  ue  produit  donne  en  effet • 

Or  de  cette  équation  comparée  terme  à  teritie  avec  x^  -^  px^ 
^-çy^r  =  o,  on  tire  ;>=/— î^  -f-y  . .  .  î^^(f—y)l'  •  • 
rc?:  J^" }  ce  qui  donne  i»,  /-*-  y  a=  i>  -f-  ^;^  .  •  .  i«  ,  /—  y 

5=-!.  ponc/=55?-^  4-X*.,y=sCîlS.,--Xj  acpar  con- 
l  %  %[  %  H 

féquent /y  OU  r  pe  1^1 — JL4^  «^  J^  j  d*od  Ton  tire  î^  +  *  />  î* 

4  4î 

H-  (p* — 40  jt*  -^-j^rsTO,  équation  du  fixiçme  i^ffé,  mais  qui  n*3| 
fl*autre  difficulté  que  celle  du  troi£cme,  en  faifant  ^^  =  u.  On  appelle 
cette  équation  ia  Réduite^  &  fçs  racines  ^tant  une  fois  trouvées,  on 
ne  tarde  pas  à  connoitre  cçlles  de  la  prqpofée  x^  -^px^  ^-  &ç. 

EfFcdivement,  fi  dans  les  équations  x^  ^^x  -Hy:i=o &; 

9f*  -  «c-f-/=  Q ,  on  fubftitue  pour/&y.leurs  v^ilcurs  en  ç,  ôc  qu  çnfuitQ 
pn  refolve  ces  équations,  pn  aura  pour  la  première  ,  ^=; — f  {rfc 

iV  f—  I  î*  -^  i/'  ■+•  -^  J  >  &  pour  la  féconde  *  *  =î5  1  ^  :£; 
[y  f  -^  J  ^»  .«  I  jp  --.  i-  jt,  Réuniflant  donc  ces  deux  fprmulçs ,  oa 

aura  J<f==rfclÇ±v^  r-îî*-|i>T-X^»  d'où  Ton  tire  les  quatre 

yaleuis  cherchées  de  x ,  dans  IcfqueHes  il  n'y  a  plus  qu'à  fubftituer  h 
^leuyr  de  ^  que  4onnç  la  R^diute.  Ces  quatre  valeurs  font  ^  ^  «  ^ 
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D*où  il  fuît,  en  général ,  que  les  racines  d'une  équation  du  quatrième 
âegré   font   toutes  quatre  réelles  ou  toutes  quatre  imaginaires ,  ou 
que  dcnx  étant  réelles ,  les  deux  autres  font  miaginaires.  Il  ne  peur 
'jamais  y  avoir  m  nombre  impair  des  unes  ni  des  autres  (^^i). 

{      34J.  Soit^  pour  abréger, tf=iç...^  =  j/'C.i.j».i;,.X;..; 

^^V^  C-U^'jp'^'^)»  &  nous  aurons  *=:«-+.  4  ...  *=s 
tf— ^.  ..af  =— tf-#-c,af=B — tf  — c  .  .  .  oubicn  en  tranfpofant, 

«~-^  — *  =  0,*  — tf -4.^=0,  *-f.tf  —  c  =  o,xH-fl-f-c=:o. 

Multipliant  ces  quatre  fadeurs  les  unspar  les  autres,  nous  ttouvcrons . . . 

^4  —  ta^x*  -f-  lac^x  -♦-  fl4  =-  Q. 
—    ^»       —  w^»     —  tf*i» 

équation  qu'il  eft  aifé  de  comparer  avec  x^ -hpx*  ^ax'hr^sOyBc 
qm  donne  ;?  =—  la»  —  ^*  —  c*  .  . .  ^  =  i^t*  —  jtfA* .  . .  r=  û*  — ^ 

I  ii^  A*  —  tf  *  c*  -*-  i*  c*.  Subftituant  ces  valeurs  icp,q,  r  dans  la  Ré* 

I  duitc  j^<f  -f.  &c ,  clic  deviendra     ...... 

jtf  —  4û^ç4  4-  8a»^»^»  4-  8i2*^»c*  5=  o. 
^  %ç^      ^         b^      ^  4<,V 
H-         c* 

Or  les  trois  faé^eurs  de  cette  dernière  équation  font  r*  — 4^** .  .  • 
î*— ^*  — i^c— c*.  .  ..  j» — ^* -f-i^c  —  c\  D'où  il  fuit, 

i°»  Que  la  Réduite  considérée  coipme  une  équation  du  troifiemo 
^cgré  n'a  qu'une  racine  réelle  ,  toutes  les  fois  que  l'une  des  deux  quan- 
ûih  ^  &  r  eft  imaginaire,  ou  ce  qui  revient  au  même,  toutes  les 
Ibis  que  l'équation  x^^^px^jik-qx^  r-=r.o  a  deux  racines  réelles  & 
deux  imaginaires.  On  peut  donc  avoir  dans  ce  cas  la  folution  exade 
de  la  Réduite,  &  par  conféquent  celle  de  la  propofée. 

344.  1%  Que  \\  b  ^  c  font  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux 
imaginaires  ,  c'eft-à-dîrc,  fi  la  propofèe  *♦  -^px^  -««  &c ,  a  fes  racines 
ou  toutes  qnatre  réelles^ ou  toutes  quatre  imaginaires,  alors  la  Réduite 
con/idérée  encore  comme  du  troifieme  degré  eft  dans  le  cas  irré- 
dudible  5  elle  a  fes  trois  racines  réelles.  Et  fi  ces  trois  racines  fonc 
toutes  pofltives,  l'équation  propofée  a  fes  quatre  racines  réelles. 
Car  alors ,  xa^h-J^c^b'-^c  fout  des  quantités  réelle^.  Soit  donc  la 

{rcmierc  =  M  ,  la  féconde  N ,  &  la   troificme  P  ,  on  aura  %h  = 
I-hP,  &  xe  sscN— P.  Ponc  itf  -f-  li  ss^rt^N 4:  P . . . .  i<«  —  »* 
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taeM  — N— P,...  — itfH-ic  =  N— P^M^...— Itf  — ir=P— *^ 
N  —  M  ,  &puifquc  la-^  zh  yia —  i^,  —  za  -+-ic, —  itf  —  ic  (ont 
les  quatre  valcuïs  do  i  jf ,  il  çft  clair  <juç  les  quatre  valeurs  de  x  font 
toutes  réelles  dans  ce  cas. 

Mais  û  la  Réduite  n*a  qu*une  de  ces  racines  pofitîvcs ,  tontes 
celles  de  la  proporéc  font  imaginaires^  Suppofons  en  effet  qne  j*  — • 
4a^  foit  la  icule  racine  pofîtive  de  la  Réduite  ,  nous  aurons  la  =  M 
Ijuantité  pofitive ,  ^  -h  c  ^  N  V^T,  &  ^—  ç  ^=P  i/IT  :d*ou^  =i  P  yT^ 
^{Ni^rT,  &c  =  fN  \CT— IPZ-i.  Doncpuifque^  &reiïtrcnr 
im^  ^^  qusitrc  valeur^  dçx,,  ces  quatre  valeurs  dolvem  être  inift^ 
paires.  ^       ^  •! 

5i  Tune  des  deux  autres  racines  de  la  Réduite  eut  été  fufpofifç 
pofitive ,  la  eût  été  imaginaire ,  &  par  conféquent  les  quatre  valeurs 
de  >r  qui  renferment  toutes  la  quantité  a  euflent  encore  été  imaginaires* 
La  résolution  des  équations  du  quatrième  degré  a  donc  alors  le  même 
inconvénient  que  la  réfolution  dçs  équations  du  troifîcme  degré  dans 
le  cas  irréduébble. 

Pour  faire  quelque  application  de  ces  principes^  cherchons  les  racines 
de  réquation  x^  -  3*:*  -  4xy  -  40  =  o.  On  a  p  =  -  3. ,  f  =:-  41 ,  r  =  -  40  ^ 
ce  qui  change  la  Réduite  en  7<^-^r^-4-  itf9ç*-ï7^4=a.  Or  ccttQ 


équation  traitée'  à  la  manière  de  celles  du  troîficme  degré ,  en  fei- 
fant  :^*  =  tt  -f-.  i  devient  «'H-  15  7^-1 44 1  =  0, &  comme  celle-ci  n'a. 
qu'une  racine  réelle,  j*crt  conclus  que  la  propose  en  a  deux^  èc 
que  les  deux  autres  font  imaginaires.  Pour  les  trouver,  ]c  réfous  d'abord 
réquationtt*  H- ij7« -1441=0,  3c  j'ai  u=^7.  Donc -^y^  Ç  U'-h^  )% 

En  fubftituant  Tune  de  ces  deux  valeurs  dans  la  formule  géné-^ 

raie  »  =  +  ï  l±l^  ("kÛ  ^iP  H^~ />  je  trouve  les  quatre  valeurs 

fpivaotcs ,  xœ  4 ,  jf  su  —  I , ;^  5=8 — f  4;  I  V^iû Ce  font  les  quatre 
racines  cherchées.  La  caéthode  des  diviféurs  ^uroit  donné  k  mémo 
«éfultat^ 

S*il  falloît  trouver  les  racines  de  j^*  -^  j a:* -4*  a,x-—  y  =  o ,  je  feroîs 
d'abord ;>?3  j  ,  ^  =5  i  ,  rt^  -  f  ,  acia  Réduite  i*  -4-  x;?^  -f-  8cc  fe  chan-^ 
geroit  en  i^  -fs  6^^  ^4-  x^{*  —  4  =3  o.  Je  fcrois  cnfuitc  |;*  ss  u  —  x  ^ 
ce  qui  triinsformcroit  k  Réduite  en  u^  ■+-  i/w  —  46  =  o,  équatio» 
oui  n'ayant  qu'une  racine  réelle,. m'apprendroit  que  hi  propofec  en  a 
ocux ,  ^  que  les  deux  autres  font  imaginaires.  Je  les  chcrchcrois  donc 
en  réfolvant  cette  équation  li^  -«fr  17h-^6  T^Jm,  par  ta  formule  générale 

du  troîficme  degré.  Cette  formule  donne  «  =  i/  (^i  j  ^  f  ï^  ^^  )  "H 
Vr^3-^T^^Tv47^^).  Dpnc4-v'f«t-x;^0U;f=5;±  ......... 

1/  I  -^  X  ^  V-  ri3  -H  t  /|.  4799)  H-  ^>f  r»3  -iKi.  475^9j  I.  Eti 
fi&ftÂî^4«iti  QW^  vaiçur  uQ  i  dA;is  la.  foxiaulc  g<hiàal«i  «  ==2  -jh  i  ç  ;4^ 
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f—  *  C*  — "  îi»  ±  —  J  je  trouve  pour  les  quatre  racinesde  lapropo- 

fçxpretion  fort  compliquée ,  <!ans  laquelle  pounant  les  deux  racines 
i  {magity^irçs  fç  connoilTent  facilement,  Il  nç  faut ,  pour  les  avoir  ^  qa^ 
/  I 

j  prcadrc  le  fignç  —  dans  la  quantité  +  T^j;_ ^^  ^(%^-^  Sec) 

\  345.  Remarquez  que  fi  les  quatre  racines  d'une  équation  du  qua-^ 
tricmc  deeré  étoient  réelles  ,  on  les  trouveroit  fins  peine  toutes  les  fota 
I  que  la  Réduite  auroit  un  nombre  entier  pour  Pune  de  Tes  racines.  Il 
\  n'y  auroit  alors  qu'à  Te  fervir  de  la  méthode  qui  nous  a  fait  trouTCC 
j  les  trois  racines  réelles  d'une  équation  du  troilieme  degré  dans  le  cas 
I  (rrédûâible ,  lorfque  l'une  de  ces  racines  étott  un  nombre  entier. 
1  Exemple.  On  demande  les  quatre  racines  réelles  de  l'équadon  x*  — ! 
'  ^5x*  +  éoJC«—  36  =  0.  En  comparant  terme  à  terme  les  coefficients! 
'  de  cette  équation  à  cçu]ç  de  l'équation  générale  x^  •+-/?**  &c ,  on  ^ 
j' »  =  — 2j  ^  ^  =  6o,r=''^36,  ce  qui  change  )a  Réduite  ca ij;* —^ 

'   joj4-}^-7^5:j^»-^j^#o=50.Jcfais  j*  =  — — L-,  8cnon{^=«H 

afintféYitcr  les  fradions,  J'ai  a*  —  579^ —  i  if o  =a  e.  Je  réfouscett^ 
transformée  (^ }  %).  Ses  wicincs  font  az=  i5,«=s— .x,i«=Tr-i3.  Donc 

+  y^  (t 12  J  ou:^  =  ±  J  ,  QÙ  bien  ±  4 ,  ou  encore  ±  j,  Et  fi  je 

fubftîtuç  Tune  quelconque  de  ces  valeurs  de  j  dans  la  formule  x  =  ± 

ll'^V  (^^k^  —  %P^  •^)>  JÇ  trouverai  égalçmçnt  les  c^uatrç 

valeurs  fuivantes  ,x=5=^,Jf?=sx,5:3=:;,Jc=;  —  ^, 

On  a  fix  différentes  valeurs  de  if ,  &  la  raifon  en  eft  bien  fimple, 
Ccft  aucune  équation  du  quatrième  degré  pouvant  être  regardée  commç 
k produit  des  qoi^trc  fkdeurs ,  (x -rh  a)  (x  Hr  h)  (x  -^OCx-^d)^ 
flic  çfl  divifible  par  (\%  faiseurs  du  fécond  dceré.  Voici  ces  fac- 
tm%,(xrf'a)(xr^b),(x^a)(x'^c),(x'ira)(x-^.4)y(x  +  b} 
(x  H-  f),  (»  ^  b)  (x  ^  d),  (x  -4-  c)  (x  -h  d).  Et  comme  ils  ont  cha  • 
çun  un  fécond  terme  dont  le  coefficient  eft  généralement  repréfcnta 
par  f ,  il  eft  clair  que  i  doit  avoir  ûx  diiFércat^S  valc^s,  YpÛ^  P^^^ 

^çcii;çciua4on  en  ^  çft  4^  fi;«<;«\ç  à%^i% 
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Maïs  parce  que  la  propofée  manque  de  fécond  terme*)  il  fanfl 
que  fi  une  des  valeurs  de  ^  eft  exprimée  par  g  ,  une  autre  le 
^ZT"g.  Donc  ^* — g^  doit  être  un  des  fadeurs  de  la  Réduite.  Donc  fi 
quatre  autres  valeurs  de  r  font  exprimées  par  ky  —  k,  ij-i-i, 
Réduite  doit  avoir ,  ^*  —  A* ,  &  :f  *  —  i*  au  nombre  de  fcs  fadcoi 
Non-(eulement  donc  elle  doit  être  du  fixieme  degré  ;  mais  encore  d 
doit  avoir  tontes   &s  puiflances  paires ,  comme  eHe  les  a  en  dhi 

Autre  E3^.  On  voudroit  avoir  les  quatre  racines  de  l'équatioo  **-^ 
lOjc*-  12*-*-  13  r=  G  qui  donne ;>=  —  10,  ^  =  — ii  ,  r=  13,18 
pour  Réduite ,  :j;*  —  40^^  -*-  J48  {*  —  144  ==0.  Soit  donc  f  =^ 

y  la  transformée  fera  u^-  ié68a- ^^08=0,  donc. les 

font  tt=-4,tt=:i+^V4^.  Subftituant  ces  valeurs  de  u  dans  Té^ŒH 

tionçrr^;:  ^  (^îî 1-^,  on  aura  t  =  ±*  i/j>î  =  (''4±i  ^1 

&  fubfHtuant  celle  des  valeurs  de  ^  que  Ton  voudra ,  la  premieie 
par  exemple ,  dans  la  formule  a:  =  4^  -  :f  H^  &c ,  on  trouvera  *  =  ^î 

Dts  Equations  plus  élevées  que  celles  du  quatrième  dt^rL 

34^.  Après  avoir  réfolu  les  équations  du  troifieme  &  du  qofr 
tticme  de^ré ,  il  nous  rcftcroit  à  indiquer  les  moyens  de  réfôQdre 
celles  des  degrés  plus  élevés.  Mais  les  méthodes  générales  ne  s'ctcndcnc 
pas  fi  loin  ;  ce  qui  joint  aux  exceptions  nombreufes-  du  cas  irré- 
dudible  fait  pre(que  défefpérer  de  la  perfeâion  de  cette  théorie. 
Voici  cependant  deux  méthodes  qui  peuvent  être  de  quelque  ixoSsL 

La  première  fert  à  trouver  les  équations  plus  fimples  dont  une  éqpt^ 
tipn  compofée  eft  le  produit.  Si  une  équation  du  fixieme  degré, par 
exemple  ,  eft  le  produit  de  deux  équations  du  troifieme  ^  cette  méèxA 
apprendra  à  trouver  ces  deux  équations.  On  appelle  Rédu^iblts  toutes 
les  équations  qui  peuvent  être  ainfi  décompofécs  en  d'autres  équa- 
tions plus  fimples.  Celles  qui  échappent  à  cette  décompofition ,  s'ap- 
pellent   IrréduêiibUs.  Quand  on,  en  trouve  ,  il  faut  avoir  rccouis  | 
a  k  féconde  méthode  qui  apprend  à  trouver  des  racines  approchées;  j 
Les  Analyftcs  Tont  retournée  de  bien  des  façons ,  &  il  faut  avouer  i 
que  leurs  travaux  fur  les  approximations  ont  eu  beaucoup  de  (ucccs.     \ 

347.  Première  Méthode.  Pour  favoir  fi  une  équation  propose x* 

-+-ûj:^-*  -t-  ^a:^'*  -f-  &c -h*  =  o  peut  être  divifce  fans  rcfe  i 

par  une  équation  du  degré  n,  on  fuppoferâ  que  la  prbpoféc  tftic  ; 
produit  de  ces  deux  équations,  x^  -H-  Aa:^-'  H-  Ba:""*  -t-  &c. . .+ T=<>»  < 
^  y«.«  ^p^'ii.n^i  ^  q^m^n^i  -4-  &c:  ,  .* .  .  ^u  ^  =5  o  dont  toiis  les 
coefficients  font  indéterminés.  On  prendra  cnfuîte  le  produit  de  eea 
deux  équations  qui  en  donacront  une  .dîi  dcgcé  m  donc  on  "toflfr 
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Bcra  les  termes  avec  ceux  de  la  propoftc  ,  afin  d*avoir  les  équa- 

'^i  nécclTaircs  pour  déterminer  les  coefficients  A ,  B ,  C  &c ,  ;?,  j ,  r; 
^  Enfin  on  réduira  toutes  ces  équations  à. une  feule  qui  ne  rcn^ 
!nnc  plus  que  l'une  quelconque  des  indéterminées  A,  B,  C  &c^ 
^Py  q y  r.  Sec,  Il  ne  s'agira  plus  alors  que  de  chercher  les  divifeur^ 
iMmBenfurables  de  cette  équation  ,  /elle  doit  en  avoir  puifque  tous 
n  coefficients  font  des  nombres  entiers  j  ;  &  on  aura  k  valeur  de 

m  coefficients  5   ce  qui   rendra  déterminées  les  équations  qui  les 

ffcnfermcnt. 
Applications.  On  demande  û  Téquatlon  x^ -+- x'  -f- 1**— x-f-" 

15  =  o  ne  pourroit  pas  fe  décompofer  en  deux  autres  ,  chacune  du 

fecood  degré  ? 
3c  fupjpofe  que  cette  équation  eft  le  produit  des  deux  équations 

m<létcrniinéesA:*-h/>*-f-^=o,  x* ^ mx -i- n :=: o »  que  je  multi- 

i|lic  l'une  par  l'autre.  Le  produit  eft  ...  . 

X^  -hpx^  -f-  qx^  -h  mqx  -H  «^  =  o. 

|Ick  compare  à  la  propoféc,  &  j*aî/>-+-m=  i  ,.tf -f-mp-+-/i  =  1, 
mj-H;2/>=  -  I ,  n^=:  i^.  Or  ces  quatre  équations  réduites  à  une  fcoic 

,  iont  q  foit  l'inconnue  ,  donnent  q'^  —  i^î  —  i6q^  -^  44^5  — 140^*  — 

'450^  +  3375  =o.Les  divifcurs  commenfurables  de  cette  équation  font 
j—  3  &  y  —  y.  Donc  q  peut  être  fuppofé  égal  à  3  ou  à  y  ,  & 
par  confequent  72=5  ou  3..../?  =  -xou-H3...m=3  0U  —  !• 
les  deux  faâeurs  cherchés  font  donc  je* -^  ixH-3  =  °>  &J<f*-4-  3  Jf -f-jsia* 
On  demande  au/Ii  fi  Téqùation  x^  —  -jx^  H-Bjc^-f-iAr-f-isso  pcu« 

tfe  décompofer  en  deux  fadteurs  du  troifieme  degré? 

Suppofbns ,  pour  le  favoir ,  que  cette  équation  eft  le  produit  de 
x'-f-^x*-|-^af-Hrî=opar  jif.î  -H  yâc* -4- /w:^ -*- «  =  o.  Il  eft  clair  que 
le  fécond  terme  devant  manquer  dans  ce  produit ,  /  doit  être  =  -p.  Il 
^  clair  auifi  que  le  produit  de  n  par  r  devant  être  =i,onan  =  -±:i 
î^.  f:=;+3 1.  Servons-nous  d'abord  de  leur  valeur  pofitive  ,  &  fubfti- 
nions-la  dans,  les  fadeurs  indéterminés  x' -f-;?A:*&c.  Ils  deviendront 
**-f-;>x*  -f-  î*  -H  I  =o,&jpî  — px^-^mx-^  i  =0.  Leur  pro* 
«mtfera 

^pp   ^pq  ^q 

-h  m    -h  mp    . 

fcqucl  étant  comparé  à  la  propofée ,  donne  j-+-m=/»p-7..,i  ^pq^-^ 
'^?=8 . . .  mq^o  •  .  .  wz-f-  ^  =  *.  Egalant  les  deux  valeurs  de  j  -#-  /» 
tirées  de  la  première  &  de  la  dernière  équation ,  nous  aurons  ppr=^  ^, 
3!odp=:-f-  3  5  8f  par  confequent /«  ==  1  +  i  . . .  ^,=  1  ip  i.  C'eft- 
a-dire ,  que  fi;?  =  4-3,  on  a  m=:i&^=3so:fi;>s=  —  3,  on 
«ttra^ss  o  &  j = z.  Les  deux  fadeurs  cherchés  font  donçx*  rjh  3**^:^ 


fcss  Oy  de  x' '- $x^  ^  ix-f*  I  =^o  dans  les  deux  cas* 

Prctiôds  maintenant  la  valeur  —  iden&dcr,ac  fubitioioils-U  dtfS 
les  fa^urs  indéterminés  x^  -i-px*  +  &c.  Leur  produit  alors  fera .  •  «^ 

(m-^q)  -f-i  =  o.  D'ouî-|-.^=^i?  — 7iPCm  — ^)  =  io* 
>fi^  =  o  j  OT  -f-  î^=i=—  i-;  &  pat  conféqùent  pp  —  ^  =a  — i, 
jj  r=5^  v^  5 .  t)*aiilcurs  mg:;=:o&m^^  =  —  x;  donc  0  =e  0  , 
j  =  —  X  &  m  £=  —  i  ou  o*  Mais  comme  ces  valeurs  fubftituécs^ 
la  féconde  équation/)  (m  —  ^^=10  donnent  i  /  j  =  10,  ce  qui 
eft  abfurde  ,  u  faut  en  conclure  que  Téquation  proDofée  n*eft  diH»| 
fible  par  aucune  équation  du  troifieme  degré  doht  le  dernier  tami  ' 
foit  —  Il 

348.  SEcottDÈ  Méthode.  Quand  on  a  épuifé  les  moyens ^ui  teodeafl 
dircdlement  à  trouver  les  racines  exaûes  »  on  a  recours  à  ceux  ifà 
en  donnent  d'approchées.  Celui  qui  fuit  nous  a  paru  un  des  mcilleors. 
Pour  le  faire  mieux  comprendre  i  nous  l'appliquerons  à  un  exemple 
Soit  x^  -—  4x—  X  =  o  y  équation  qui  eil:  dans  le  cas  irrédtiâibley 
(M9)  &  ^^^^  o^  demande  les  racines  approchées. 

Je  commence  par  fuppofer  fuccefllvement  x=io,)c±t ,  x:=t,ku 
la  première  de  ces  fUppofitiôiis  réduit  la  profoCéc  au  dernier  terme-  i 
qui  ne  peut  être  égal  a  zéro*  x  doit  donc  être  une  quantité  réelle.  Là 
féconde  fuppofition  donne  pour  réfultat  —  5  ^  celui  de  la  troifieme  A 
encore  —  7  :  ces  valeuts  de  ^  ne  foht  doric  pas  affet  gtandes.  Je  fop- 
|»ofe  «  =2  5  ;  réquation  devient  -H  1 3  =s  o  s  d*Ott  je  Conclus  qiic  la  vakaf 
de  X  eft  entte  x  &  3 .  Cela  pofé , 

J'appelle  d  la  fraôion  qu'il  faut  ajouter  à  z.  fout  avoir  (me  valeur  ap-' 
J>rochcc  de  x,  }*ai  jdonc  ;e=  x  -f-  ^»  &  &ifant  tf==x  ...xzizaH-^ 
Je  fubftitue  cette  dcriiierc  valeur  datts  l'équation  x'  —  4;:  —  iczcu 
tlle  devient  en  traafpofam<^J  '^}ad*  -f-  (^ja^-^  4^  (/±:4tf  -H-x— «S 
&  en  négligeant  d^  qui  eft  une  fort  petite  quantité,  il  rcfte  ja/^-H  ] 
f3tf* — 4J  <^  =  4tf-f-  X  — û5.  Cette  équation  réfolue  donne  </ =  .  ..< 

4— 3tf*H-/('F6-f-t4^M-i4û*— î'iV    f^  ^    j 

,_.^ —   .    1,  Il  ■ — .—J-w — ?— ^    Donc  â  «f-  i  ou  X  =  • . .  é 

6a  i 

5ii»-H4-f-VCi6+i4tf-f.x4û»  — 3a*;     ^      .^    ^.  ^,  ! 

^ — ^ ^ i— ^,  &  puifquld  fl  5S-5  X  i  fal  : 

6a 

4-f-/7 

3  .  ' 

S'il  falloit  une  valeur  plus  approcliée ,  je  prendroh  x ,  x  i  pour  a,  t 

four  les  nouvelles  décimales  la  quantité  d,  cnforte  avLCx:=:a  -i^dCciàà 
exprcffion  algébrique  de  jc  =  x  ,  x  i  H-  les  décimales  que  Je  cherck 
Cette  ezpreilion,  je  la  fubftituerois  dans  la  propofée,  &  je  retrcfuvei^  ' 
la  même  équation  que  cindeflus,  eh  négligeant  d^  que  l'on  peur  flégtktf 
avec  moins  d'inconvénient  qu'auparavant.  J'aurôis  donc  la  même  ot- 
«mle  pour  la  valeur  de  x ,  dans  laquelle  fubftituant  x  ^  ai  au  Heudei^ 
le  réfobsf  féroit  mxs  x  »  x  145  x  ,  valeur  plus  exadte  que  h  pfemiere^ 


¥3  falloir  encore  une  plus  gtande  exadhade»  on  tt  ïittoctïrttwt 

In  prenait poar  a  la  valeur  x  ,  1 1 43 1 ,  &  pour  d  les  ûouTeflcs  décima-> 
Res  cKercfaees;  après  quoi  on  détermîùeroit  d  par  la  formule ,  ce  qui 
rdonneroh  pour  x  une  valeur  beaucoup  plus  approchée  qae  les  deux 

Aatrc& 

i  .  H9-  Quand  on  a  une  des  racines  de  Téquadon  propose  »  il  faut  di- 
I  tîfcr  l'équation  par  la  racine  déjà  trouvée.  Cette  diviuon  fait^  avec  d'au- 
I  tant  plus  d*examtude  que  la  valeur  de  x  fera  plus  approchée ,  abaiiTera 
i  f  équation  d'un  degré  ;  2r  â  on  a  le  temps  &  la  patience  de  traiter  l'équa* 
I  non  abaxifée  comme  la  propofîe»  &  ainâ  de  mite»  on  parviendra  enfin 

i  connottre  par  approximation  toutes  les  valeurs  de  jir. 
Prenons  pour  (ccond  excrtiple  Téquation  *♦  -f-  ix*  —  )  6x^  H-  ^x  -« 

1 1^=0  ^  qui  échappe  à  la  refolution  de  celles  du  quatrième  degré  j  9c 
:  âerchons-en  une  racine  approchée. 

£a  doimant  fucce/five-      f  Suppof.  Rifidu  ^ 

ttent  a  x  les  vs^enr s  que      |  «^  ^  , .  ^ 

1  on  voit  ici  »i  équation  le      I  j^  ,  .      —.  i^ 

tUmt  aux  quantités  qui      I  -—  j, «^  , ,  • 

font  vis-à-vis.  Les  fixpre-  ^(  _,•'*'*_.  ,.^  >=Af*  4.  &< 

aiîcrcs  font  voir  claire-      {  -=  ^  '      *  *  ' igg  * 

ment  que  x  doit  être  au-      |  c-  t ««-  n^ 

4cffus  de  5.  La  dernière      l  £=  J  '  [  ]  *  *  ^  ,4^ 

indique  que  a:  cft  moins      y^  .  •  .  .  *        J4*^ 

que  ^.  Sa  vraie  valeur  cft  donc  entre  5  &  6.  Pout  la  trouver,  je  fup- 

porex=  5-f-i/=<i-H<^&  je  fubftitue  cette  valeur  dans  la  propofée.  Ccta» 

lubftiration  donne,  en  rcjettant  les  termes  affedés  itd^  &  de^^*,  (6a^^ 

4a — ^6^^*-+-('4tf»-f-^a*— 7*tf-f-5>)^=3^<2*'— i*  —  itf»  —  tf* 

•^^  11^.  Je  réfous  cette  équation,  &j*ai<f=î: .  % 

Il ^__ • — ^^^ ^ '— "-' — • ni        — - 

Il  ne  refte  plus  qu*à  mettre  5  au  fieu  de  a  dahS  cette  valeur  de  d^ 
|>Ottr  avoir  x  =  5,3  37.  Si  l'on  veut  une  racine  plus  approchée  ,  il  n'y  a 
^u'à  fiAftituer  5,137  à  la  place  de  a  dans  la  même  formule  de  d,  Ltt 
réfultat  du  calcul  fera  Af=5,  335438^  valeur  beaucoup  plus  exade  que 
h  première.  Elle  le  deviendroit  encore  davantage  en  répétant  le  même 
procédé. 

On  crouveroit  les  tacines  négjitives  en  fubftituant  o ,  -  t  ^  - 1 ,  fifc 
ia  Iku  de  x.  Les  réfultats  fcroicnt  coanoîtrc  par  le  changement  de 
%ie  entre  quels  nombres  négatifs  cl^  la  valeur  cherchée^  5t  on  en 
approcheroit  enfuite ,  autant  qu'on  le  jugeroit  à  propos. 

mais  lorfqu'après  le»  fubftitutions  des  nombres  pofiti&  9t  négatifs 
compris  eojtre  zéro  &  le  dernier  terme  de  Téquation ,  on  ne  trouve 
tQcun  changement  de  figue ,  il  faut  en  conclure  que  les  racines  font 
%aks  deux  à  deux,  ou  quatre  à  quatre,  fcc,  cm  bion  qu*eUo6  font 
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toutes  itnaûnûrcs^  ou  enfin  qu'elles  font  en  partie  égales  deux -à  deof 
&  en  partie'  imaginaires. 

On  voit  bien  en  cfFet  que  fi  les  racines  font  égales  deux  à  Jeux,  quatre 
à  quatre,  &c^  comme  dans  ces  équations,  (x-a)^ (x  -i )*  =6^ 
(x^ay  ( x-î)^  (x-'Cj^^Oy  &c,  les  réfultats  doivent  toujours  être 

Î)ofitifs,  quelque  valeur  que  Ton  prenne  pour  x.  On  voit  bien  auffi  que, 
i  toutes  les  racines  font  imaginaires,  les  figues  ne  doivent  jamais 
changer 5  puifque  s*ils  changeoient^  la  valeur  de  x  Ce  trouvant  alon 
entre  deux  nombres  réels,  ne  feroît  plus  imaginaire.  On  voit  enfin  que 
(îles  racines  font  en  partie  égales  &  en  partie  imaginaires ,  on  ne  peut 
s'attendre  à  aucun  changement  de  figne.  Refte  donc  à  faire  voir  com« 
ment  on  trouve  les  racines  égales. 

Pour  avoir  lès  racines  égales  d'une  équation ,  on  multipliera  chacoa 
de  fcs  termes  par  l'expount  qu'à  Tinconnue  dans  ce  terme ,  &  on  di- 
minuera cet  expofant  d'une  unité.  Cela  donnera  une  autre  équation* 
dont  le  plus  grand  commun  divifeur  avec  la  propofée ,  contiendra  le§ 
racines  égales  que  Ton  cherche,  élevées  feulement  à  une  puilTance 
moindre  d'une  unité.  £n  voici  la  dimonftration  dans  un  cas. 

Lorfque  toutes  les  racines  d'une  équation  font  égales ,  on  peut  rc- 

préfenter  cette  équation  par  x'"  -+-  Trtax^'^  -^ —<»***•*  -  .  . 

^  iï'^zs:  o  ;  &  fi  on  multiplie  chaque  terme  de  la  formule  par  Tcxpo- 
fant  dex  dans  ce  terme ,  on  a  ^  en  remarquant  que  dans  le  dernier 
rexpofant  de  x  eft  o)  cette  nouvelle  équation,  mx^  -4-  (m^m-^i) 

tfxw-ï-f.  /H: — lll!ï?JliL  ja»;c^-» -j- &C  .  .  .  =o:  laquelle  étant 

n  ^i  '  *  '  ^  /  m- 1  •  m-i  \ 
divifée  par  m  a: ,  donne  x^'^  ^(m-i)  ax^-*^  -f-  f  I 

4fV"-*  -♦-  &c  =  o.  Or  cette  expreffion  eft  k  développement  du  biao- 
mc  Cj£J-f-ûj  '"-»  =  o,  &  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ce  binôme 
&  de  l'équation  propofée ,  Ca:  -fr-  ^ J '^  =  o  cft  évidemment  (x  -f-  tf  j*""'- 
La  méthode  eft  donc  démontrée  pour  le  cas  ou  toutes  les  racines 
font  égales  entr*elles. 

Si  elles  rie  l'étoîent  que  deux  à  deux ,  comme  dans  Téquadoii 
(x  -+-  a)'"  (x  -f-  6)^  =  o ,  on  multiplieroît  l'un  par  f  autre  les  deux 
binômes  ^léveloppés;  ce  qui  donncroit  uhe  nouvelle  équation  dont 
lès  termes  étant  multipliés  chacun  par  Texpcfant  refpeaif  de  *  pro- 
duirbiçnt  m(x'+-  a)""-'  (x-h^)''  -h  n  (x  -H^/"*  (x^a)""  =  o.  Or 
le  plus  grand  commun  divifeur  de  cette  dernière  équation  &  de  ta  pro- 
fofée  eft  (x  4-  a)'^''  (x -f-  ^7-'. 
'  Applications.  V,  Trouver  les  racines  égales  de  Téquation  a:*  — 

Je  multiplie  chaque  terme  par  l'expofant  de  x^  j'ai  ^  —  rix' 
—  4^*  H-  ixa:  =  o.  Divilant  par  ^x ,  il  vient  x^  —  3X*  —  a:  -f- J 
ss  0,  Je  cherche  f  i  J4J  le  plus  grand  commun  divifeur  de  cette  der< 

ûicHf' 
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hicrc  équation  &  de  k  propoféc.  Je  trouvé  aiic  c*cft  x^  «  ix-^  j  ^ 
produit  âcx —  3  par  :tf  4-  î.  Les  raciiiâs  égales  de  la  propofée&ncdoos 
(x—^J^ScCx-hiJK 

II*>.  Trouver  les  tacines  égales  de  x^  —  6x^  —  4;^*  H-  ^x^i^tijt 
4-  4=  o.  Multipliez  par  les  expofants  rcfpedifs  &  divife:^  enfuitc  par 
tx ,  i^ôus  aurcï  :jc5  ^—  4*'  —  ijc*  h^  3*  -♦•  i  =  ô  ,  dbnt  lé  plus  grand 
commun  divifeur  avec  la  propofée  fera  a;'*  -+-  x'  —  j;^*  —  jx  —  i,  ou 
(x  -f-  i)^  fjc-^  t).  Vous  conclurez  deJàc^Ué  (x  -+-  l^*  &("*.—  i^% 
font  les  racines  cherchées. 


Des  Problênus  indéterminés  du  premier  degré* 

■)  jo.  L/ OR  s  QUE  dans  un  Prptlcmc  ,  le  nombre  des  inconnues  furpaifd 
d  une  unité  celui  des  conditions ,  on  J'appelle  indéterminé.  Si  le  nombre 
des  inconnues  furpaffe  de  plufieurs  unités  celui  des  conditions ,  le  Pro« 
blême  eft  plus  qu  indéterminé. 

Or  dans  les  Problèmes  indéterminée  ,  oh  ne  petit  jamais  avoir  pout 
téfultat  qu*ûnc  équation  à  deux  inconnues  :  enlbrte  que  pour  fixer  la 
valeur  d*unc  de  ces  inconnues,  il  faut  fuppofer  une  valeur  arbitraire 
pour  Tautre  inConnue ,  èi  voir  enfuite  û  ces  deux  valeurs  fatisfont  au 
problême.      .  . 

Soit  propofé,  par  exemple,  de  trouver  trois  nombres  >^,y ,  :f ,  dont  la 
ibmme  foit  105  ,  &  qui  ayent  entre  eux  une  même  diKrehce. 
.  Les  conditions  de  ce  problème  s'expriment  ^aj:  c^s  deux  équatibns . .  i 
*4-y-*-  j  =  ioy  . . . .  &  :if  -^y  =y  —  j.  Prenant  dans  la  féconde,  la 
valeur  de  x  qui  eft  ly  —  :[,  &  lubftituant  dans  la  prçmiere*équation , 
on  trouvera  y  ==  3^  ,  &  par  conféquciit  *  -t-  3  f  -f-  |;sai  lOf  j  ce  qui 
donne  a:  -f-  ç  =  70 ,  équation  d'où  on  ne  peut  faire  évanouir  ni  x  ni  r* 
'  nèiu»  donc  fuppofer  une  valeur  à  Tune  de  ces  dciix  inconnues  ^ 
à  jc  par  exemple ,  pour  avoir  la  valeur  de  Tautre.  Soit  a:  =  r  o  ,  on  aura 
> =60,  &  les  trois nombfes.i o ,  Jf  ,  ^o  pourront  fatisfairc  a  la  quef-. 
tion.  Et  fi  on  fait  x=ii ,  on  aura  ^  =±:  ji  ,  &  les  trois  nombres'^  1 1^ 
35 ,  &  58  y  fatisfeilontàufH,, 

On  voit  même  que  ce  probUme  peut  avoir  69  folutions  en  nombresk 
entiers  &  pofitifs ,  parce  qu'on  peut  fuppofer  x  égal  fuccefïîvcnient  à . 
tous  les  nombres  depuis  t  jufqu'à  ^j?.,  mais  non  au-delà,  parce  que  U 
fommo  des  deux  inconnues  ac  -H  ;j;  çft  70*  Il  pout  cependant  avoir  une 
infinité  d'autres  folutions ,  en  prenant  pour  x  des  valeurs  fradionaires#\ 

351.  Quoiaue  la  folution  àt  ces  fortes  de  problème^  foit  plus  curieufe. 
qu'utile  j  il  eft  bon  ccpeildant  de  connoître  an  peu  plus  en  détail  là 
manière  de  les  réfoudre  en  tiombtes  entiers  &  pofitifs. 
'  Soit  réquatiôn  tfx=3^y  -^^  <r  ^  à  laquelle  tout  problème  indétermioÉ. 
^a  premier  degré  peut  çcre  réduit^  ^  dans  tavelle  a,  h  ^  exprûoeoi 

Q 
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âes  ftoÉff^res  tntîcts  k  cdtiAUs.  Ûû  mettra  d'abord  cette  é^ua^eiti  (ouÊ 

cette  forme .  •  .  .  *  as  ^.       i  &  puiftjue  x  doit  être  un  ûcmbre 
à 

ttàtt  i  ^—"^  doit  rêtre  attfu  Mais  au  lieu  d'écrire  tout  au  loi^  cet 

mots,  nonttrt  tntîer^  nous  les  dëfignerôns  par  la  lettre  Ë.  On  aura 

donc -2^ =£• 

a 
Si  l^on  p ouToit  maimenant  transformer  trette  expreifion  en  «ne  «sert 
bu  y  n*eut  que  l'unité  pour  coefficient»  &  qui  étant,  par  exemple  ^  de 

cette  forme, »  ÎEut  encore  un  nombre  entier^  dilFérent  à  la  vérité 

a 
de  celui  que  Ton  avoir  d'abord ,  mais  également  défîgné  par  £,  on 

auroit  ^-^-j-t  i=  E  ^  d\>d  bn  tircroît  y  =  tf  E  —  i/» 
u 

Prenant  alors  pour  È  telle  quantité  numérique  que  Ton  Toudrofe^ 
pourvu  qu'elle  mt  entière  &  pofîtive,  à  commencer  même  par  lérù 
lorfque  -—  ^efl:  un  notâbre  pofitif ,  on  auroit  di^érentes  valeurs  de  y  ^ 
que  l'on  TubAitueroit  dam  l'équation  du  problème  »  &  chaque  fubfHtu* 
tion  donnetoit  une  valeur  cbrrefpondante  pour  x.  Quelques  exemptes 
vont  rendre  cette  méthode  fort  intelligible. 

Je  fyffoCt  donc  que  l'on  cherche  toutes  les  valeurs,  entières  &  poâ* 
tivcs  de  X  ^  de  y  dans  l'équation  j  a;  =  4y  ■+-  j ,  ïe  fais  d'abord  x  :a 

•^iti.  jÉ±y  -f.  t  -f-  ^ïlii  fcn  dîvtfent par  ^).  Mâts  ctttc  valeur  de  * 

doit  cire  un  nombre  entier.  Donc  y -H  i  H-  ^ — -=-  =s  E  5  Se  puifquc 

«y  ddt^fe  àulfi  un  nombre  ehtkr  ^  il  faut  bien  oue  ^ >-  le  foit  de 

3 
•V  *4*  % 
ihéflic.  J'aurai  donc  <- ==  E  j  d'oiî  y  se  3  E  ^*-  '2. 

Cela  pofé ,  je  fais  E  =  1  ^  &  non  pas  o ,  afin  d'éviter  la  valeur  né- 
gative A^  ipàMtyJ,  J'aî  dohcy  a:  t .  Donc  *  =3.  Je  fais  enfuite  E  =  ij 
3bncy  =  4  j-ec  qui  ddnne  a?  =7.  Faifant  Eisj,  )c  troaveys=7  ,  d'od 
k  valeur  ^ibrte^ôndà'ntfe  <Ic  x  cft  1 1 . 

•  Je  dif{k)(é  ^ihfi  ces  valeurs  .  .  •  f  y  :±:i.  .  .  4.  •  .  7.  .  •  &c 
&  Je  remarque  qu'ellics  font  en  pTÔ*  \  *=:  j*  .  •  7.  •  .xx.  .  .  to 
gréfGbhatîtHmétiqnc.  .' 

La  différence  de 'Ut  première  ^rogrélRdtt  rfl  3 ,  coefficient  de  x.  Celle 
de  la  fecpnde  eft,4,  cè^cient  de  y.  Rien  donc  nVft  pins  àtfê  que  de 
trbchrcr  la  fuite  de  ces  valeurs ,  8c  dt  voir  que  ce  probiéme  a  unie  in- 
Aîît^  tte -fohitions.  .  .   ...    ,  ^ - 

35i«  Auircfte»  ce  n'eft  point  par  hazard  que  Ton  trouve  ces  pmi 
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^(Hoàl  ànÀmétî^ucs.  En  v  rcdéchiffaat  im  peu,  on  vcrta  bkn  que 

c*eft  une  luicc  nëccflkifc  de  la  mcthôdc.  Ma»  ces  pr<çrcflrons  ne  {ont 

L  j^s  eôttjoârs  infinies ,  au  contraire  tlks  ^t  limitées  toutes  ks  fois  que 

f  chaque  membre  de  réqûation  ayant  une  mcoAnue,  ces  inconnues  font 

affcâées  d*an  %ne  contraire. 

Exemple.  On  demande ,  en  nombres  entiers,  toutes. les raleiirspofi- 
lires  dt:à^  Acy  dans  réquation  ^x  =  looo  •-13^. 

.  Onad'abatd;«?  =  î2^--^=E,enruite.il2  = 

tnt  par  9  ^  où  et  qui  cft  plus  fimple ,  en  fupprimant  tous  les  9  (^q)^ 

Rais  û. 2L  eft  un  nombre  entier^  le  double  de  cette  quantité  doit 

itre  aujiî  un  nombre  entier.  Ce  double  eft ^  ;  donc  en  ajoutait 

i    tm  autre   nombre  entier ,  tel  que  ^  i  &  en  réduifant ,  on  ^uca 

•i- — 1  ==  E  ;  d'où  Ton  tire  y  =  ^  E  —  4.  Pour  avoir  maintenant  tôuieè 


9 

les  Taleûrs  dt  y ,  à  commencer  par  la  plus  petite ,  je  fii{^o{è  £  a=  i  ( 
àoncy  =£=5«  kE=ri,y=  145  ££  =  3,^  =  15  &c,&c4 

SubtHtUam  ces  valettrs  dans  Tiéquaticin  x  =  i222lll2; ,  je  tfoure 

9 
^•, *=a  iî5  ;  *^  *=^  ioi  5  3^.^  =s  18^.  &c.  &c.  :  &  difpofahl  amfi 
iAûtAs  ces  qua&ticés , 

y  =  5  .  i  .  t4  i  i  4  i  j  i  ;  .  4  3t  i  .  to  ;  î4> 
;»=ii5.i.  101.  .  .  18^.  .  .  .  tj6.  .  &c  .  7 

5c  ne  tarde  pas  à  reconnoître  que  les  dii9Fcrences  de  ceis  deux  prôgrct 
fions  font  les  coeincients  réciproques  dés  deux  inconnues ,  &  que  par 
cbnfeqûcnt  celui  de  y  ^tant  négatif,  toutes  les  valeurs  dé  x  fc  trouvc- 
lont  en  fbnftrayant  1 5  de  la  valeur  précédente.  Or  ces  fouftraâions 
t^éitcrées  doivent  enfin  épuifcr  le  nombre  des  valeurs  pofitives,  &  on 
Voit  bien  ^ns  cet  exemple  ,  qu'il  n'eft  pas  pofTible  d'en  trouver  au-^ 
delTous  de  7; 

Bien  loin  donc  qilé  les  deux  progremons  foieht  infinies ,  on  trouvera 
tout  de  fuite  le  nombre  de  leurs  termes,  tn  divifant  la  plus  grande 
valeur  de  x  par  le  ûûeâ^cient  dey  ,  &  en  ajoutant  une  imité  au  quo>* 

tient.  Ainfi  — ^  =s  itf  faVec  Un  reftfe  i  qui  cft  la  plus  petite  vaîctiie 

-étx).  Il  y  a  donc  17  valeurs  de  ces  inconnues  qui  fatisfont  au  problême. 
Cela  eft  général  pout  toutes  les  équations  Temblables  i  dont  les  coef- 
ficiens  font  des  nombres  premiers  entre  eux» 

'  (Otk  appelle  ainfi  les  nombres  qui  n*oat  d'autre  divtièur  cottîmun  que 
l'unité^.  Et  comme  toutes  les  autres  équations  peuvent  être  ramenées 
À  cette  fbnne,  en  les  divifant  par  le  plus  grand  commun  divifcur  4c 
CCS  coefficients  ^  il  eft  clAir  <jue  U  méthode  cft  générale» 

Q9 
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Ces  détails  fuffifcnt  pour  rintelligcnce  des  deux  exemples  Aiivantf*  ' 

I.  Un  marchand  doit  iioo^,  &  au  défaut  d'argent,  il  offre  dciuC 
ifcrtes  de  marchandifes  en  payement.  La  première  vaut  7^^  Taunc,  U 
féconde  5*,  Trouver  de  combien  de  manières  il  peut  acquitter  Ci  dette. 

Soit  X  le  nombre  d'aunes  de  la  première  marchandife ,  &  j  celui  de» 

âunes  de  la  féconde.  On  aura  7A;  -f-  5^  =  n.oo<t  j  d'où  x  = 21  j 

7 

d'oii  encore  ,  1—^  s=  E  j  &  par  conféquent -2.  —  E  5  doûc 

i  7 

ll^=Ej  donc  ^^Il^,ou^?^.ltJ=E;  doac  enfin  vas 

7  7  7  ,  7.  ,         . 

7  E  —  5.  Soit  E  =  I ,  on  auray  =  2  ,  aou  1  on  tirera  x  zs  170.  Soie 

i  =  i  on  aura  y  :  9  ,&;»:=  i  ^y.  Le  refte  va  de  fuite.  Les  deux  pro- 

grefllojis  ont  3  5  termes  chacune  5  il  y  a  donc  35  manières  différentes 

de  faire  la  fomme  de  1 100*  avec  des  effets  dont  les  uns  valent  7*  & 

les  autres  f  » 

II.  Un  Laboureur  a  donné  des  agneaux  en  échange  pour  des  brebis* 
Il  eftimoît  4*  chaque  agneau,  9^,  chaque  brebis  ,  &  il  a  donné  1 5*  en 
fus.  Trouver  de  combien  de  façons  il  a  pu  varier  fon  marché. 

x^  nombre  des  agneaux  s  y>  celui  des  brebis*  Donc  4  x  -i«  15^ 

s=  py.  Donc  x  =  ^^i —     5  donc  i- ^  =  E  5  donc  y  =  4  E  -H  j  ; 

4  4 

&.fi  E  =:  0 , y  =  3 .  C'efl  le  moins  qu'il  ait  pu  prendre  de  brebis ,  au* 
quel  cas  il  a  dû  livrer  trois  agneaux.  SlE=i,y  =  7,&x=ri2.La  mar- 
che des  deux  progrefïlons  efl  manifefte ,  &  puifqu'elles  vont  toutes  deux 
en  croifTanr,  on  peut  varier  à  l'inHni  les  folutions  de  ce  petit  problème» 

353.  Quand  ces  fortes  de  queftions  renferment  quelque  abfurdité, 
on  la  découvre  bientôt  par  le  réfultat  du  calcul.  L'équation  6x  =  6y 
H-  7  peut  fervir  d'exemolc. 

354.  La  méthode  preicrite  pour  la  folution  des  problêmes  indéter- 
minés du  premier  degré,  cft  fondée  fur  cet  unique  principe  ,  que  dcS 
nombres  entiers ,  ajoutés  ou  fouftraits ,  ou  multipliés  par  d* autres  nom- 
bres entiers,  doivent  toujours  donner  des  entiers  pour  réfultat.  Or  ce 
principe  eft  évident. 

Appliquons  cette  méthode  à  la  réfôlution  de  quelques  autres  pro- 
blèmes  Trouver  un  nombre  x  qui  étant  divifé  par  des  nombres 

xonnus a;  ByCy  &c«  domic  pour  redes  d'autres  nombres  connus aufli  m$ 
ny  p,  &c. 

Il  efl  clair  ,  d'après  cet  expofé ,  que cft  un  entier ,  ainfî  quo 

: — 7 —  ,  i&c.  On  a  donc  x^zaE^^mCi^i)  y  Qc  fubftituant  cette  va- 
,     o 

'huT  dans  la  féconde  quantité,  on  aura. 7 =  E'.  (  On  proi 
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flonce  E  prime,  &  par  cette  îettre  on  entend  ici  un  nombre  entier  en 
ffénéral ,  comme  par  la  lettre  Ej.  Cherchant  cnfuite  la  valeur  de  E  par 
h  méthode  qui  a  fait  trouver  ci-deffus  la  valeur  de  y ,  on  la  fubftitucra 
dans  réquation  x  =  a  E  -i-  m  ;  &  cette  nouvelle  expreilion  de  là 

valeur  de  x ,  étant  une  fois  mife  dans  la  troifieme  quantité  — --^> 

on  trouvera  encore  un  nombre  entier,  que  nous  défîgnerons  parE^' 
fEfecondtJ.  Lepreniier  membre  de  cette  équation  contiendra  E^,  qu'il 
faudra  déterminer  comme  ci-dcflus ,  &  Ton  aura  enfin  la  valeur  de  * 
en  nombres  connus  &  en  E",  ou  en  E'"  (  E  Tierce^  ,  ou  &c ,  félon  Iç 
nombre  des  divifeurs.  On  prendra  alors  pour  te  dernier  E  telle  quantité 
entière  que  fon  voudra ,  &  bientôt  on  aura  déterminé  les  valeurs 
qui  peuvent  fatisfaire  aux  conditions  du  problême. 

Exemples^  Quels  font  les  nombres  qui  étant  divifés  par  ^  &  par 
7  donnent  4  &  2-  pour  reftes  ? 

X  ^^  j^  X  -^^  % 

On  a =  E  ,  & :^^  E'*  Donc  x  =  r  E  -f-  4  >  donc 

5  7 

=  E';  donc =  E*^;  &  fouitrayant  —ï— ^  on  aura 

7  ,       .  7  7 

JErsyE'  —  "6,  Si  on  fbppofc  E'  =  i ,  on  aura  auffi  E=l  diwic  x 
=p  ;  &  c'eft  le  plus  petit  des  nombres  cherchés. 

Pour  avoir  les  autres  ,  on  (uppoferaE'  =s  i ,  ce  qui  donnera*  =  44. 
5i  E'  =  3  ,  X  =7^;  &  ainfi  de  fuite >  ajoutant  à  chaque  valent  précé^ 
dente  le  produit  3  5  des  deux  divifeurs  5  &  7  :  car  puifque  3  y  eft  di- 
yiliblefans  rcfte  par.  5  &  par  7  ,  il  eft  clair  que  35  -4*!?  ou  44,  que 
70  4-  ^  01179  a  &ÇC  ^  donneront  les  mêmes  reftes  que  le  plus  petit 
nombre  ^. 

Un  avare  a  dans  fon  coffre-fort  plufieurs  facs  de  tioo*  chacun. 
En  les  comptant  un  jour  trois  à  trois ,  il  n'en  trouva  aucim  de  rcfte, 
U  les  compta  un  autre  jour  fept  à  fept ,  &  il  n'en  refta  qu'un.  Les 
comptant  un  autre'  fois  dix  par  dix ,  il  en  trouva  fîx  de  rcfte.  Ne  pour- 
roit-on  pas  deviner  combien  il  en  avoît ,  fachaht  d'ailleurs  qu*îl  ca 
tvoit  plus  de  cent ,  mais  moins  de  ttois  cent } 

Soit  X  le  nombre  de  ces  facs.  E ,  E' ,  E"  défîgneront  à  l'ordinaire  de« 

fntîcrsi  &  ton  aura  ^  =  E  .  . .  ^^-^  =  E'. .  — -  =  E".  La  première 
j  7  10 

*E  —  T  ifE"~' 

ciprcffion  donne  a:  =  3  E.  La  féconde  > =  E'  :  donc > 

7  .7 

fera  un  entier ,  &  fouftravant  -^  de  ce  dernier  nombre,  le  rcfte  en 

7  ^ 

fera  un  auffi.  On  aura  donc  E  =  7E'-f-^.  D'oÛa?=  11  E'-f-iy» 
Subftituant  cette  valeur  dans  la  troifieme  cxprcffion  »  il  v^iendra 

-î^^-51±£  —  E".  D'où  E'  =  10  E"  —  5.  Si  on  fait  E"  =  u  on  aura. 
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4P=s  3^;  di  ce  fera  te  ptus  oedic  des  nombres  qui  diviGispas  i  s  pa^T* 
iSc  par  lo,  auront  pour  renés  ;i  Oj,  i^  &  6.  Pouc  trouver  le  féconi 
Bombre,  oa  fiippolera  £''  =2=  i  4  àoà  x  =s3  24^.  Si  Ë"  s;:  3  ,  jrae  4;^ 
Doux:  le  nombre  «k  facs  eft  14^. 

^ff.  Remarquez  que  la  fuite  des  nombres  ^^,  14^,  45-^^  ^c  f<; 
foripe  en  ajoutant  au  nombre  qui  précède  ,  le  produit  2,10  des  trois 
divifears2  ,  7,  lo,  3c  cela  aura  lieu  toutes  les  fois  que  les  dlvifeurs 
feront  des  nombres  premiers  entre  eux.  S'ils  ae  Tétoient  j^as,  la  pror 
grefUon  formée  par  Vadditioa  de  leur  produit ,  ne  conjiendroit  a  la 
.  iiérité  que  des  nombres  propres  à  f^tisfaire  au  problémç  ;.auis  elle  ne 
les  conciendrôit  pas  tous. 

3  5.^«  C'eft  pai^une  applicatiion  de  cette  méthode  que  Ton  peut  réfdudre 
pliifîeurs  problèmes  relatifs  au  Calendrier.  Soit  propofé ,  par  exemf^e , 
de  trou^yer  dans  quelle  année  de  l'Ere  Chrétienne  y  on  a  eu  17  de  Cycle 
folaire ,  6  de  Cycle  Lunaire  ^  8c  5  d'indi^lion. 

On^fait  que  le  Cycle  fblaire,  autrement  dit,  le  Cycle  des  Lettres 
Dominicales  4  eft  une  révolution  périodique  de  iS  ans  ;  que  le  cvde 
Lunaire  ;  plus  connu  fous  le  nom  du  Nombre  d*Or  ,  efi  une  revo-; 
Ration  dç  15»  an^ ,  Se  que  l-indiâion  Romaine  recommence  tous  ks 
15  ans.  - 

Ceb  foEt  3,  appeUant  x  T^^mée  que  Ton  demande ,  on  aura .... 

^S  f=iZ  =£  .  .  .  X.,  fi=i  =  F  .,  ,  ^o^ïZIi  ==,£".  La 

Il  •         ■     19  '      *        15 

première  équation  donne  a:=  i8EH-  17  ,  &  fubftituant  cette  vakur 

de  X  d^s  la  féconde  équation  ^  on  a ' — r  =  £'  5  d*pd  on  tire, 

après  les  opérations  convenables  ,  .  .  E=  ^p  E'-f-i-i  j,  &  par  conr 
léqucnt  jf  =  53  ^5  E^ -+- d jj. 

SublHtuant  cette  nctuvellé  valeur  de  x  dans  la  troifleme  équation ,  on 

trouve  ^ =  E'*  j  cç  qui  donnç  E<  =;  1 5  £*<  •+•  x  i  *  &  P^ 

^onfêquent  jif=7^SdE*'  H-  64S5. 

Soit  maintenant  E'=:o,,  on  auea  A:^>48^  Si  on  fiippofe  E^  =aT,«n 
aura  A7=:  144^5»  ^  ^^^^  ^  fUce.  Mais  comme  ces  années  appartienr 
nent  à  la,  Péi^iode  Julienne,  dont  k  co;nmencemçnt précède  ac47ij 
ans  celui  de  TErc  Chrétienne,  il  faut  foUftrairc  47 1 3  de  ces  différentes^ 
époquçs  ,  pour  les  réduire  aux  années  de  notre  Ere  qui  fatisfbnt  aiu^ 
trois  conditions  dn  problème. 

•  Souftradion  faite  fur  la  première  époque ,  qui  eft  ^485 ,  on  troare 
I77X  pour  reftte.  Ainfî  depuis  le  commencement  de  VEte  Chr-étîeniiei^ 
&  même  depub  le  commencement  du  monde ,  tel  que  la  Chronologie 
ordinaire  le  fli^e,  il  n*y  a  eu  que  hannée  1771  de  notre  Ere  qui  ai» 
jéuni  tout  à  la  fois,  17  de  Cycle  Solaire,  6  de Nombrç  d'Or ,  ^  i 
d'Indidion. 
Enfôuftrayantpaxeillen[ient^7i3  delà  fcconde  époque  j^  i^i^^J^ç([# 
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trouve  que  P^nuéc  97^^  àc  notre  Ere  fera  la  feule  qui  éamrîntcrvalte 
^  1771  à  971^  y  facîsifera  aux  mêmes  coii<MtioBs.  Les  autres  années  qui 
y  fàôslçroîent  de  même,  ne  ft  fuivroiem que  tous  les  79^0  ans»  dont 
eft  formée  hi  Période  Juliennç ,  ainfî  appellée  de  Jofeph-J^k  ScaKger 
qui  l'iuiagioa  k  psrçmîor,  Cc^  P^node  réfuitc  du  prodi;^  des  (rois 
Cycles,  2.8,  19  &  X 5.  EHe  eft  préférable  à  la  Période  Dyonîfi'«Hie^ 
qui  n^eft  que  de  $  51  aiia>  Cproduii  de  i8  pat  i^J  *  c^i  cç  qu'elle  cm* 
hraâe  wx  bien  plu&grasMt  ««oçE^e  d'^événçinfeqts  dans,  fa  durée. 

3  f  7*  Ceux  qui  délireront  xonnoîtrc  plus  en  détail  la  Théorie  des  prc^ 
blêmes  xodéiierini&és,  rrouYef  onf  dçquoi  k  ^tisfaire,  i^as  le  fccondt 
Volume  des  Eléments  d'Ambre  dc  M.  Eirfer.  Nous  tero^ineroas  ccu)(« 
ci  par  les  énoncés  de  quelques  problèmes,  dont  09  tii^vq;^  Us  céfulr 
tats  à  la  fin  du  Livre,  (bus  la  lecire  H^'. 

h  Deux  Courriers  font  pavtis  au  même  lAftat^^  l'Un  de  Paris  pour 
Fontainebleau ,  l'autre  de  Fontainebleau  pour  Paris.  Leurs  viteÀcs  fot^ 
èaxvsk  rappoR  de  ^  à  4  ;  oa  demande  où  il  fe  re^conireront,  la  diftançc 
des  deux  points  de  départ  étant  fupfo£fe  d^  14  lieues.  G^éraUfer  te 
problème. 

II.  Un  librre  a  déjà  fài»  un  nombre  n  de  p»  »  lorlqu'on  Lévrier  fe 
met  à  fa  pourHiite.  Les  pas  du  Lévrier  Â)nt  plus  grands  que  ceux  àjt 
Lievfe  dans  le  rapport  êcpzq:  mais  audK  )e  Lieyro  ôir  m-^aicfM^ 
pendant  que  le  Lévrier  n'en  laie  qu'un  s^ombrc  m.  Trouver  une  for- 

,mule  qui  faffi:  connokre  fi  le  Léyricv  ^teii^vdr^  le  Uev^e^  &  ^  ca^ 
qu'il  t'atteigne ,  à  quelle  diftance  il  l'atteiii^^a. 

III.  B  a  dépenfé  le  tiers  de  fon  argent  ^  3c  fa  dépenfe  e(l  tetîo  que: 
la  cmqmeme  puiâance  de  l'argent  dépenfô  eft  au  (ube  dt  Target;  qui 
lui  rcite  ;  :  p  :  a.  C  au  contraire  a  gagné  une  fommc  dont  le  ^e  eft  ;^ii^ 
quarré  de  ccHe  mi'il  avoir  d'aborJ  :  :  3 :  16..  Trouver  ce  qu*ils  s^voiçnt^ 
&  ce  qui  leur  refte. 

IV.  Une  pcrfonne  à  qui  on  avoir  demandé  quclte  heun^  î^^oJWf*  ^i- 
pondit  qu'il  étmt  entre  5  &  6  heures,  &  que  raiguille  dca  «|i«¥tas  j^ 
trottvoît  exaélement  fur  celle  des  heures.  QucUc  heuie  é«>ît414wç? 

V.  Trois  caufes  C,  €',  C"^  agtffane  ffparémcnc,  om  produis  \^s. 
trois  effets  E>  £♦,  E'' dans  des  tems  T;T-*,T'^  Quct  tenpkfs  Icyt 
fandroit-il,  agi/Tant  toutes  trois  enfemble  >  pour  produire  Te^t  Ç'^'i 

VI.  Etant  (tonnés  ks  prix  aScifât  deus  quanticés ,  peur  f  n  fenf^çr 
on  mélange  c  dont  le  prix  moyen  foit  m ,  quelles  paracs^^y  d^t-* 
en  prendre  de  ces  quant^s  ? 

Vn.  Démontrer  {a  Règle  de  doubk  fau&  pofidon,  a|itre^e»t  q^e 
dans  le  n**  1^8. 

Vin.  La  fommc  dfe  tfooot  placée  à  întérêe.  pendant  15  ans  4  inoist 
a  produit  18000*,  y  compris  tes  intérêts  des  intérêts.  A  qoet  dieniçr 
cette  fomme  a-t-cllc  été  placée  > 

IX.  Calculer  par  la  inéthode  des  coefficients  indéterminés  1^  p«e* 

«ttcxs  termes  de  k  feric  qui  provient  4c  — -  .,    .    »  .  ^ 


X.  Trouver  pai;  la  méthodç  invcrfç  des  fériés  la  valeur  de  y  ,  en 

luppofant  que  Ton  a  àr=?  — i  y  -fp  -—--  y*  +  . — ; y'  4-  &c» 

*'  ^  1.4/         6  .^  10.  Il 

XI.  Réfoudre  généralement  les.  problêmes  fur  la  population  , 
»•  305. 

XII.  On  a  divifé  le  nombre  37  en  deux  parties ,  dont  la  plus  grande. 
multipliée  par  le  quarré  de  la  plus  petite  ,  donne  800,  Quelles  f»nc  ces 
parties  î 

XIII.  Connoiffant  la  fomme  a  de  deux  nombres  ,  &  le  quotient  a  dtt 
moindre  de  ces  nombres  divifé  par  la  racine  cube  du  plus  grand ,  deter-» 
piiner  ces  nombres. 

Xiy.  Soit  un  nombre  compofé  de  trois  chiffres  ,  teb  !•  ,  qtfcn  les 
multipliant  les  uns  par  les  auttes ,  leur  produit  foit  54  ;  i'  ,  que  !e 
chiffre  du  milieu  ne  foit  que  la  fixieme  partie  de  la  fomme  des  deux 
liutres  'y  5®  qu-en  fouftrayant  5^4  de  ce  nombre ,  le  refte  foit  compofé 
des  mêmes  chifFces  que  ce  nombre ,  mais  dans  un  ordre  inverfe.  On 
demande  quels  font  ces  trois  chiffres. 

XV.  Etant  donnée  Téquation  a:*  -f-  at'  -f»  2aî*  -»-  Jif  -4»  3  =  o ,  dé-« 
terminer  ffcs  racines  par  la  méthode  des  divifeurs. 
'  XVI.  Le  Gouverneur  d'une  Place  aflîégée  voulant  obtenir  au  plutôc 
du  fecours  de  fon  Général ,  lui  écrit  que  la  jGarnifon  eft  réduite  a  nvh- 
tant  de  centaines  d^hommes  qu*il  y  a  d'unités  dans  la  racine  pofîtîve 
de  réquation  x*-x^  —  44^?^  -H  ^9x  =■■  14 y.  L*homme  chargé  de  ce 
billet  eft  arrêté  par  les  ennemis;  on  le  fouille ,  on  voit  Tavis  cfonné  au 
Général ,  &  en  n'y  comprend  rien.  Si  vous  eufllez  été  dans  le  camp  de$ 
^fïiégeants,  quel  parti  auriez^vous  tiré  de  ce  billet? 

XVIL  Un  Voiturier ,  chargé  du  tranfport  d'un  barri!  plein  de  vin  , 
çn  a  d'abord  tiré  1 1  bouteilles ,  qu'il  a  remplacées  par  ii  bouteilles. 
4'eau.  Puis  il  a  tiré  i  x  autres  bouteilles  de  ce  barril ,  qu'il  a  remplacées 
paf  1 1  bouteilles  d'eau  ;  &  il  a  fait  deux  autres  fois  la  même  mar 
xiœuvre.  Arrivé  à  fà  deftination  ,  il  eft  foupçonné  d'avoir  mis  4^ 
Teau  dans  lebarril:  on  décompoft  ce  mélange ,  &  il  n'en  réfùltp  quo 
54  bouteilles  de  vîn  pur.  Le  Voiturier  offre  de  payer  cft  qu'il  a  foufc 
^rait:  mais  on  ne  fait  comment  l'évaluer ,  le  barril  n'exiftant  plus.  S 
çn  s'étoit  adrefle  à  vous  pour  cette  évaluation ,  commens  en  feriez^ 
TOUS  venu  à  bout  ï 

XVIII.  Extraire  la  racine  quarrée  des  quantités  fuivantes  .  «  «  .^ 
JM4-H^^f  ,  .  .  ,  x^iS-f-Yia;  ....  j\3Si'+'îii/  5  •  •  % 

4*>.    !0  /—  I, 

XIX.  Extraire  ta  racme-eube  de  ii  -H  lov^  7  >  ^  de  — 14  —i 
40 1/  ^  1. 

XX.  Trouver  par  approxiiti^tion  les  racines  de  l'équation  x^  -r- 1 7  ;ç* 
irh<4^-^35o=^. 

XXI.  Etant  donnée  l'équation  x*—-  8x>-t-  ^ox*— <  ifac^-f^lrso» 
irouver  la  valeur  4ç  ^  approchée  îufqu'aii  cinauiçmç  ç^g  <h3L  d4* 
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XXII.  Par  la  Règle  de  double  faufTe  pofîtion  calculer  la  valeur  de 
rînconnue  y  dans  l'équation  eocponeniîelU ,  y^=  1000. 

XXIII.  Avec  des  écus  de  C\x  francs  &.des  écus  de  3^,  de  combien  de 
i  .manières  pourroit-on  faire  la  fomme  de  164^  ? 

XXIV.  On  défireroit  avoir  un  nombre  qui  pût  être  eiactementdivîfé 
par  7  ,  &  cjui  étant  divifé  par  2 ,  5  ,  4 ,  5  &  ^  donnât  i  pour  refte. 

XXV.  Héfoudre  par  la  méthode  des  problèmes  indéterminés ,  le  troi- 
ficmc  cas  delà  Règle  d'Alliage  fpage  17}). 

XXVI.  Un  Aubergifte  a  fait  payer  lo^  pour  la  dépenfe  de  quelques 
Voyageurs ,  à  raifon  de  4  francs  par  Maître  ,  de  40^  par  Domeftiquc  , 
&  de  50''  par  Cheval.  Combien  y  av6it-il  de  Maîtres ,  de  Domeflic^ues 
&  de  Chevaux? 

XXVII.  Avec  des  Pièces  de  24^,  de  iif ,  &  de  ^f ,  cft-il  poflible  de 
faire  un  paiement  de  19^^  Et  au  cas  que  cela  fi>ic  poffible  ,  dç  combiea 
dcn/anîeres  cclareft-il? 

XXVIII.  On  a  acheté  une  Bibliothèque  compofée  de  mille  volumes, 
dont  les  infolip  ont  été  évalués  à  6^  chacun;  les  in-quarto  à  3* ,  & 
les  in-i  z  à  30*'.  Elle  a  coûté  21^0*,  Combien  y  a  voit-il  de  volumes  de 
chaque  format  ? 

'  ^  XXIX.  En  quelle  année  le  Pape  Grégoire  XIII  réforma-t-il  le  Calen- 
drier î  Pour  vous  aider  à  en  rappoller  la  date ,  on  vous  dit  feulement 
que  cette  année-là  avoit  6  pour  Nombre  d'Or,  &  2  3  pour  Cycle  Solaire. 
.  XXX.  Il  parut  une  Comète  fingulie rement  remarquable  dans  une 
certaine  année  ,  qui  avoit  pour  Nombre  d*Or  9  ,  pour  Cycle  Solaire  ^ . 
Iç  3  pouJT  Indiâion.  Quelle  étoit  cette  annce-là } 
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ÉLÉMENTS 

D  £ 

GÉOMÉTRIE. 


jj'S*  L^AGioMÉTRiB  tire  (on  nom  du  principal  ufàge; 
auquel  il  femble^u  elle  fut  employée  dans  1  origine.  Le  par- 
cage des  biens  exigeoic  une  fcience  qui  apprk  à  connoîcre 
i^vec  précifion  leur  étendue  j  cette  fcience  fut  appellée  Géo^ 
métrie  ,  c'eft-à-dire  ,  mefure  de  la  terre. 

Elle  refta  bornée  à  ce  premier  ufage  y  juuju'à  la  brillante 
époque  ^  où  Atchimede  &  plufieurs  autres  Géomètres  Grecs 
lui  donnèrent  tant  d'éclat.  Mais  elle  ne  mérita  vraiment 
le  nom  de  fcience ,,  q^i'après  avoir  ççé  réduire  en  corps  de 
dodrine,  par  Euclide>  qui  raflemWa  les  principales  dé- 
couvertes géométriques  faites,  avant  lui. 

Il  joignit  les  fiennes  à  ceUes  des  Géomètres  qui  Ta  voient 
précédé,  &  toujours  auffi  rigoureux  dans  fesdémonft rations j^ 
que  méthodique  dans  fa  marche^  il  vint  à  bout  de  fixer 
&  de  répandre  les  -  notions  jufques-H  fort  vagues  de  la 
Géométrie.  Son  Ouvrage ,  confacré  depuis  deux  mille  ans» 
par  l'eftime  générale  des  fiecles  éclairés ,  eft  un  des  plus 
précieux  monuments  échappés  aux  injures  du  temps. 

Euclide  y  cpnfidere  Fétendue  dans  fon  berceau  >  pour 
ainfi  dire ,  &  procédant  toujours  du  plus  fimple  au  plus 
compofé ,  il  s'élève  par  une  gradation  bien  foutenue ,  de- 
puis, le  Point  jufqii  aux  Solides.  Nous  fùivrons  à  peu-près 
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h.  même  gradation  i  mais  en  nous  rapprochant  4q  U 
înéchode  que  les  Géomètres  modernes  ont  adoptée.  Si  elle 
n'eft  pas  auffi  rigoureufe ,  eUç  a  d*autres  afaniagçs  qui  nouç 
h  font  préférer. 

Au  refte ,  quoiqu'il  n*j  ait  point  d'étendue  fans  lon-f 
goeur,  largeur  Se  profondeur,  on  peut  cependant  confi-r 
aérer  ce3  trois  dimenfions ,  les  unes  fans  les  autres.  Ceft 
aiofi  ,  par  exemple ,  que  l'on  parle  de  la  longueur  d'une 
Toife  jf  fans  fonger  à  fa  largeur  ^  $c  que  Ton  parle  de  U 
grandeur  d'un  étang  >  fans  faire  ipçntion  de  h  profon- 
deur de  fes  eaux. 

Cette  abftradion  amplifiant  les  recherches  de  la  Géo^ 
inétrie  Elénientaire ,  prefque  tous  les  Auteurs  qui  onc 
çcrit  depuis  un  fiede  fur  cçttç  matière ,  s'en  font  ferviai. 
pour  divifer  leurs  Ouvrages  en  trois  Partiel.  Dans  la 
première ,  ils  enfeignenç  ce  qui  a  rapport  à  la  feule  di-« 
menfion  dç  longueur^  favoir  les  propriétés  de^  Lignes^ 
la  mefure  dqs  Angles  qu'elles  forment  y  &  la  defcriptioi^ 
4es  Figures  qui  en  réfultent*  Dans  la  féconde ,  ils  con-? 
fidèreut  tout- à- la  fois  la  longueur  &  la  largeur,  &  ils 
enfeignent  à  mi^furer  les  Surfaces.  Dans  la  dernière  Partie 
ils  fuppofent  les  trois  dini^uûons  réunies ,  &  ils  cherchent 
à  déterminer  la /wr/acc  Sçh  foUditç  des  corps.  No^s  fvi^ 

Yre^sf  k  mêo^e  plan, 
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PREMIERE  PARTIE- 

\  Des  Éléments  de  Géomèt rî e:j, 

FIG.  35*9.  JL/  u  V  point  A  quelconque  on  peut  ailler  à  un  autre 

.!•  ^point  B,  par  une  infinité  de  chemins  différents:  mais 

on  voit  bien  qu'il  doit  y  en  avoir  un  plus   court  que 

tous  les  autres  j  &  celui-là  ,  quel  qu  il  foit ,  s'appelle  la. 

.  Ligne  droite. 

360.  Donc  I**,  La  vraie  mefure  de  la  dijiance  d'un 
point  à  un  autre  point ,  ejl  toujours  la  ligne  droite  qui  les  jointe 
Telle  eft  la  ligne  AB. 

'  Donc  2®,  on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  droite 
^'un  point  à  un  autre  ;  &  par  conféquent  deux  points 
fuffifent  pour  déterminer  la  pojîtion  d'une  ligne  droke  quel- 
'conque.  Toutes  les  autres  que  l'on  voudroit  mener  par 
les  mêmes  points,,  fe  confondroient  avec  la  première. 

Donc  3*" ,  deux  lignes  droites  ne  peuvent  fe  couper  quen 
tin  feul  point  :  elles  ne  peuvent  jamais  avojr  deux  points 
'communs. 

361.  Lorfqu  une  ligne  droite  en  rencontre  une  autre, 
il  en.  réfulte  une  Ligm  brifée.  Telles  font  les  lignes  ADB 
&:  AFBj  qui  aboutiflent  aux  mêmes  points  À&B^ 
que  la  droite  AB*  Or  cette  droite  eft  plus  courte 
que  toute  autre  ligné- qui  fe  ternàine  aux  mêmes  points  t 
Donc  une-  ligne  droite  quelconque  menée  entre  deux  points 
donnés  y  eft  plus  courte  que  toutes  les  lignes  brifées  y  menées 
entre  les  mêmes  points. 

Donc  auflî  celles-là  font  les  plus  longues  parmi  les  li- 
gnes brifées ,  qui  s'éloignent  le  plus  de  la  ligne  droite  y 
Se  on  fent  bien  qu'il  peut  y  en  avoir  une  infinité. 

On  peut  en  décrire  de  même  une  infinicé*  d'autres  qui 
changeant,  pour  ainfi  dire,  de  direftion  à  chaque  point j, 
comme  les  lignes  A  C  B  ^  A  M  B ,  aboutiflent  pourtant 
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aux    mêmes  poiats  A&B.  On  les  appelle  des  Lignes  Yiû^ 
courbes  y  &  elles  font  diverfifiées  à  l'infini.  Mais  il  eneft 
une  plus  connue  &  plus  facile  à  décrire  que  les  autres  ;      *^- 
c'éft  la^  Courbe  circulairem 

^62.  Soit  la'  droite  AC  mobile  autour  du  point  A* 
'  11  eft  clair  que  fi  elle  fait  une  révolution  entière,  fon 
extrémité  C  décrira  une  courbe  fermée  CEBDC.  L'efpace 
terminé  par  cette  courbe  fe  nomme  Cercle.  La  courbe  qui 
le  termine  s'appelle  la  Circonférence.  (  Il  ne  faut  pas  con- 
fondre ces  deux  chofes). 

Le  point  A  eft  le  centre  du  cercle.  Toute  ligne  droite 

menée  du  centre  à  un  des  points  de  la  circonférence  ^ 

fe  nomme  Rayon  j  &  tout  rayon  prolongé  en  ligne  droite 

au-delà   du  centre   jufqu'à  la   circonférence,  fe  nommé 

.  Diamètre.  Ainfi  AB  eft  un  rayon  ^BD  eft  un  diamètre. 

363.  11  fuit  delà  defcription  du  cercle,  i"*,  que  tous 
k$  rayons  font  égaux  ;  2*^,  que  tous  fes  diamètres  le  fpnc 
auflî;  3^,  que  chaque  diamètre  divife  le  cercle  &  la  cir- 
conférence en  deux  parties  égales. 

Une  portion  quelconque  C  E  B  de  circonférence  fe 
nomme  Arc  de  cercle.  L'efpace  A  C  E  B  A  renfermé  entre 
Tare  CEB  &  les  deux  rayons  CA,  AB,  fe  nomme 
SeBeur.  L'efpace  C  £  B  C  compris  entre  le  même  arc  CEB 
&  la  droite  CB  fe  nomme  Segment -y  enfin  la  droite  CB 
fe  nomme  la  Corde  de  Varc  CEB. 

3^4.  Concluons,  i®,  que  dans  un  même  cercle  le 
diamètre  eft  toujours  plus  grand  qu'une  corde  quelcon^ 
que.  Car  fi  on  mené  A  C  ,  par  exemple ,  on  aura  la  ligne 
brifée  CAB  plus  grande  que  CB:  or  CAB  =  DB; 
donc  DB>CB. 

Concluons  2®,  que  dans  un  même  cercle,  les  arcs  égaux 
ont  des  cordes  égales  ,  &  réciproquement. 

3%  Que  les  plus  graads  arcs  font  foutendus  p^r  les  pluf 
grandes  cordçs  ,  &  que  les  plus  petits  arcs  font  foutendusi 
par  les  plus  petites  cordes  ;  ce  qui  eft  réciproque. 

Vqus  obferyerez  feulement  que  lorfqu  on  parle  de  l'arç 
ibmcûdu  par  une  corde,  on  enie^id  tpujpuxs  le  plus  petit 


a. 
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fÎG.  are  «Juieft  tentiiné  par  certe  corde.  Ainifi  la  cotde  CB  iaà^ 
tend  Tare  CEB  &  non  Parc  CDB* 

Si  lès  Géotnètres  divifent  la  rtrcoiifëf  ence  dit  cercle  en 
^  5o  parties  égales  qu'ils  nomment  degrés  ^  &  s'ils  fou- 
divifenc  enfuitè  chaque  degré  en  €o  minutes ,  chaque  mi- 
tïute  «n  60  fécondes  y  Sec  j  c'eft  que  ces  divifions  leur 
ont  para  plus  commodes  i  caufe  du  grand  nombre  do 
àivileurs  exads  de  ^  60  &  de  60, 

555*.  Il  fuit  de-lè  que  les  degrés  dt  les  minutcfs  d'un 
cercle  ne  font  pas  des  quantités  amolues  comme  un  pied  5 
une  toife,  &c.  Leur  grandeur  varie  dans  le  même  rap- 
port que  celle  des  citconférences  auxquelles  ils  appattien-; 
nent ,  puifqu*ik  en  font  des  parriei  femblables. 

Des  Anglésé 

5  66.  Si  dèiix  lîgties  droites  A  C ,  &:  C  D  fe  rencôflttent  j 
elles  forment  VAngh  À  C  D ,  qui  a  fon  '  Sommet  au  point 
de  rencontre  C,  &  dont  les  lignes  ÀCj  CD  font  les 
Côtés.  ('Quand  on  défîgne  un  angle  par  tfois  lettres ,  on 
place  au  fécond  rang  celle  qui  eft  à  fon  ibmmet.  Si  on 
ne  le  défignè  que  par  une  feule  lettre ,  c'eft  toujours  pat 
celle  qui  eft  au  foïfiffiet). 

Décrivons  du  centre  C  &  d'un  rayon  quelconque  C  It 
l'arc  KL ,  nous  aurons  une  mefure  bi^n  naturelle  de  l'angle 
A  C  D  ;  puifque  fi  Ton  conçoit  que  cet  angle  augmente 
.  en  devenant  A  Ci,  ou  diminue  en  devenant  A  CI,  l'arc 
KL  augmentera  ou  diminuera  dahs  le  même  rapport. 
On  peut  donc  dire  que  là  mefare  d^un  anglt  qui  a  foH 
fommet  au  centre  d'un  cercle  quelconque  tfi  tare  comftb 
entre  fes  côtés. 

Au  refte ,  quoique  Ton  puifle  décrire  du  centre  C  avec 
âes  rayons  inégaux ,  une  infinité  d'arcs  de  cercle  compris 
entre  les  mêmes  côtés  C  A  j  D  C ,  tous  ces  arcs  n'eil 
ont  pas  moins  le  même  nombre  de  degrés ,  parce  qu  ils 
font  tous  des  parties  femblables  de  leurs  circonférences. 
C'eft  pourquoi ,  en  difànt  que  l'angle  AC  D  a  pôut  mefure 
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jî*àrc  KL,  on  enrêhd  toujours  te  nombre  Je  degrés  <le  jj^ 
I  Tare  K  L ,  &  lion  la  longueur  abfoiuc  de  cet  arc, 

3  €j.  Donc  la  grànicfur  d'an  angle  tji  tout^â-fait  ih-   3  • 

dépendante  de  la  longueur  de  fes  côtés. 

On  diftingué  trois  {brres  d'angles,  Tangle  tf/gw,  Tangle 

droit ,  &  Tangle  obtus.  Tout  ^ngle  qvi  a  pour  mefure  moins 

de  90*,  eft  un  angle  aigu.  Tel  eft  entre  autres  Tangle 

&C  ^.  Tout  angle  qui  a  pour  meftite  $0*,  ou  le  quart 
'  de  la  circonférence,  ett  un  angle  droit.  Tel  eft  Tangle 
'   A. CI.  Enfin  tout  angle  qui  eft  mefuté  par  un  atc  de  plus 

de  po%  eft  un  angle  obtu$.  Ainfî  Pangle  ACD^un 

akgle  'obtus, 
I        35^.  On  nomme  Côfhplémefit  d\in  angle  ^ou  d*un  aw; 

ce  qui  manque  à  cet  angle- ou  i  cet  arc  pour  qu'il  foie 
I  de  ^o^.  Ainfi  le  complément  d'un  arc  de  j'7*  3 1'  efk 

de  32**  2p^ 

On  nomme  Supplément  d'un  single  ofuid'tm  arc  ce  qu'il 

faut  ajouter  à  cet  angle  bu  i  cet  arc  pour  avoir  i8o\ 

Un  angle  aigu  de  3  jr  par  exemple ,  a  pour  fupplémenc 

un  angle  obtus  de  145'**,  &  réciproquement. 

369.  n  fuit  de-U  que  deux  angles  font  égaux  f  quand 

Us  ont  un  même  fupplémènt. 
I       Donc  les  angles  A  C  ï) ,  B  C  F  oppofés  au  fommttforft 
\   igaux:  car  ils  ont  un  même  fupplémem:  DCB. 
!       3  70.  Il  fuit  auflï  qu*ime  droite  DC  qui  tombe  fut 
1   une  autre  A  B ,  forme  avec  elle  deux  angles  A  C  D  ^ 

D*CB,  dont  là  fommè  eft  toujours  de  I8o^On  peut 
I   donc  dire  que  les  deux  angles  formés  par  la  rencontra  de 

deux  lignes ,  équivalent  toujours  à  deux  angles  droits. 
!       Et  par  conféquent  la  fomme  des  quatre  angles  A  C  D  ^ 

DCB,BCF,&FCA  équivaut  à  quatre  angles  droits  ; 

ou  ce  qui  revient  au'  même  ,  les  angles  formés  par  Tin- 

terfedion  de  deux  lignes,  ont  pour  mefure  3(îo^ 
i       En  gcnétal,  fi  tant  de  droites  ACB  ,  DCI,  ECH, 
j  que  l'on  voudra  ,  vienneïit  fe  couper  en  nombre  quelcon^ 
'  jae  au  point  C,  la  fomme  des  angles  ACD^DC£*+» 
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kFIG  &c  ,  qu*eiles  feront  toutes  enfemblc  d^un  feul  côté  de  A  ft 
fera  de  i8o**,  &  la  fotnme  des  angles  qu'elles  feront  tanÉ 
en  deffus  qu'en  deflbus  de  AB,lerade  ^6o^\ 

Des  Lignes  perpendiculaires. 

571,  On  appelle  Lignes  perpendiculaires  celles  qui  paf 
y •    leur  rencontre  forment  des  angles  droits.  Ainfi  A  B  eft  per- 
pendiculaire à  D  F ,  il  l'angle  A  G  D ,  par  ex,  eft  de  ^^o". 

Si  on  décrit  du  centre  C  &  du  rayon  CD  la  circonfé- 
frence  DEFGD,  l'arc  DE  fera  depo^,  ainfi  que  l'arcf 
EF.  Donc  leurs  cordes  ED  ,  ÉF  feront  égales  C36^4)» 
JDonc  le  point  E  fera  à  égale  diftançe  de  D  &  de  F , 
comme  le  point  G.  Ainfi  là  .ligne  A  B  aura  deux  de  fes 
points  également  éloignés  chacun  de  D  &  de.  F.  Tou5 
les  autres  points  feront  donc  autant  éloignés  du  point 
P  que  du  point  F  (  3  60  ;. 

Réciproquement  »  fi  les  deux  points  A ,  £  de  la  ligne 
droite  A  B  font  chacun  également  éloignés  de  D  &  de  F , 
cette  ligne  A  B  fera  perpendiculaire  à  DF.  Car  deux  des 
points  de  la  ligne  A  B  étant  chacun  à  égale  diftançe  de  D 
&  de  F,  tous  les  autres  points  de  AB  ont  certe  même 
propriété.  Donc  D  C  =C  F  ;  par  conféquent  la  ligne  A  B 
divife  en  deux  également  la  ligne  D  F.  De  plus  E  D  =  E  F« 
Donc  les  arcs  E  D  ,  E  F  font  égaux  ;  ils  font  donc  chacun 
4e  ^o""  ;  donc  AB  eft  perpendiculaire  à  DF. 

Enfin  fi  AB  eft  perpendiculaire  à  D  F,  &  fi  d'ailleurs 
fon  point  A  eft  également  éloigné  des  points  D  &  F^  tous 
les  autres  points  de  la  ligne  AB  auront  la  même  propriété 
que  le  poinr  A  ;  fans  quoi  cette  ligne  ne  feroit  plus  per- 
pendiculaire à  la  ligne  D  F,  Un  fiul  point  fuffit  donc  pour, 
déterminer  là  pojition  d'une  perpendiculaire ,  quand  on  a 
déjala  ligne  fur  laquelle  on  veut  la  mener. 
,  372.  Il  eft  évident  que  la  ligne  droite  DF  eft  plus 
courte  que  la  ligne  brilée  D  E  F ,  &  que  par  conféquent 
DC,  moitié  de  DF,  eft  plus  courte  que  DE,  naoitié 

de 


jle  Ï>EF,  &  à  plus  force  raifon  que  toute  autte  obli-*   Flôi 
que  D  A.  • 

On  doit  donc  regarder  U  perpendiculaire^  menée  d*uîi 
poinc  donné  fur  utie  ligne  droite  comme  la  vraie  mefur» 
de  la  diftance  de  ce  point  à  la  ligne  dont  il  s  agit» 

3  73 .  D*après  ce  que  nous  venons  de  dire ,  il  eft  facile 
de  réfoudre  les  problèmes  fuivants. 

L   Divifet  k  ligne   donnée   DC    en    deux  parties     Si 
égales. 

Je  décris  des  points  D  &  C  pris  pour  centres  >  &  du 
même  rayon  D  G  deux  arcs  de  cercle  qui  fe  coupent  aux 
points  G&H^  &  par  ces  deux  points  d'interfeâion ,  je 
mené  GFH,  qui  divifera  la  ligne  DC  en  deux  égale*, 
ment  au  point  F.  Ce  problème  eft  d'un  grand  ufage. 

11.  Mener  d'un  point  donné  G  hors  d'une  droite  AB  unei 
perpendiculaire  GF  fur  cette  ligne. 

Je  décris  du  centre  G  un  arc  DC  qui  coupe  la  ligne  AB 

aux  points. D&C.  Je  divife  enfuice  DC  en  deux  partiel 

égales  DF  &  FC ,  &  par  les  points  F  &  G  Je  mené  FG  qui 

fera  la  perpendiculaire  demandée.  Car  deux  de  fes  points  » 

favoir  F  &  G  font  chacun  à  égale  diftance  des  deux  points  D 

&  C  de  la  ligne  AB.  DoncC3  7 1  )FG  eft  perpendiculaire  i  AB» 

3  74.  Comme  il  n'y  a  qu'un  feul  point  F  qui  foit  le  miliçtt 

de  fa  ligne  DC,  Se  qu  on  ne  peut  mener  d'un  point  âun  autre 

qu'une  feule  ligne  droite ,  on  en  doit  conclure  que  d'uti 

point  pris  hors  d'une  droite,  on  ne  peut  mener  qu^un^ 

L  feule  perpendiculaire  à  cette  droite.  .  > 

111.  Mener  par  un  point  donné  F  de  la  ligne  AB  uno. 

perpendiculaire  à  cette  ligne. 

Je  prends  d*abord  DF= FC ,  enfuite  des  centres  D  &  C; 
&  du  même  intervalle  DG,  je  décris  deux  arfifpqui  fe  coupenc 
en  G  ,  &  ayant  mené  FG  ,  je  dis  qu'elle  lera  la  perpendi* 
çulaire  cherchée.  Car  deux  de  fes  points  font  chacun  à  égale 
diftance  de  D  &  de  C. 

U  eft  donc  évident  que  d'un  point  pris  fur  une  ligne .  oa 
ne  peut  élever  qu'une  feule  perpendiculaire  i  cette  ligne. 
Si  le  point  donné  F  écoiç  à  l'excrémiiié  de  la  ligne  AB^: 
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flQ^  on  prolongeroit  cette  ligne ,  &  on  éleveroit  la  perpendicoi 
laire  ,  comme  il  vient  d'être  dit.  Mais  fi  on  ne  pouvoir  pas 
prolonger  la  ligne  donnée ,  on  fe  fetviroit  d'une  méthode 
que  nous  indiquerons  bientôt. 

Des  Lignes  perpendiculaires  conjîdérees  dans  le  Cercle. 

7*  5  7  J*  Soit  le  rayon  CM  perpendiculaire  à  la  corde  F  G  ; 
il  eft  clair  que  le  point  C  eft  également  éloigné  de  F  &  de 
Gy'Sc  par  conféqnem  que  tout  autre  point  du  rayon  CM  eft 
également  éloigné  de  F  &:  de  G  j  on  a  donc  FD  3=  DG  ,  Se 
F  M  =  MG.  L'arc  FI  M  eft  donc  égal  à  lare  M  L  G, 
'  ou  l'angle  FCM==rangleMCG  ;  c'eft-à-dire  que  tout 
rayon  ou  diamètre  perpendiculaire  à  une  corde  ^  coupe  en 
deux  parties  égales  cette  corde  &  V^arc  quelle  foutend. 

Réciproquement ,  fi  la  corde  FG  eft  divifée  en  deux  éga- 
lement par  le  rayon  CM,  ce  rayon  fera  perpendiculaire  i 
la  corde  FG ,  &  dîvifera  en  deux  également  1  arc  F  MG 
bu  langle  F  C  G  :  en  efFet  ce  rayon  a  deux  points  C  &  D 
également  éloignés  de  F  &  de  G  ^  donc  il  eft  perpendi** 
cttlaire  à  F  G,  &  par  conféquent  MF  =  MG. 

Si  la  corde  F  G  eft  divifée  eh  deux  également  &  per- 
pendiculairement par  la  ligne  DM,  il  n'eft  pas  difficile 
de  démontrer  que  cette  ligne  pafte  nifceflairement  par 
le  centre  C  »  pnifque  le  point  D  de  la  perpendiculaire 
DM  étant  à  égale  dtftance  de  F  &  de  G  »  tous  ks  autres 
points  doivent  avoir  la  m^e  propriété.  Le  centre  C  eft 
dans  ce  cas;  dbnc  la  perpendiculaire  DM  doit  pafTer 
par  le  centre. 

3  ']6.  De-!à  il  fuit  que  de  ces  trois  chofes ,  ttre  perpenài* 

tvdiàre  à  une  corde  ^  la  divifer  en  deux  également^  f^Jferpàt 

U  centre ,  deux  étant  pofées^  la  troifiemefuit.ïiécejfairement» 

.    Pour  faire  quelque  application  de  ces  principes,  propb« 

Jj^^     fons-nous  de  diviler  l'arc  DMC  en  deux  également. 

.  On  mènera  la  corde  DC .  &  on  divifera  cette  corde  en 
deux  également  èc  pérpendicalairement  par  la  ligne  CM 
gbixoapera  Tare  DMC  en  deux  parties  ^les  au  point  Mt 


OB    MAtHêMAttQUtl.  Af^ 

Donc  s*il  falloir  divîfer  Tangle  DGG  en  deux  pafties  ^^ 
égales  )  on  décrirbic  du  fommei  G  comme  centré,  &  d an     ^« 
inrcrralie  quelconque  GD  l'arc  DMC.  On  diviferoit  en- 
fuira cer  arc  en  deux  également  au  poinr  M  ,  Se  ayanc 
mené  MG ,  il  eft  évidenr  que  cerre  ligne  diviferoic  ea 
deux  égalemenr  l'angle  DGG. 

Si  on  dtvife  de  la  même  manière  l'angle  DGM  en  deux 
parties  égales ,  on  aura  le  quàrr  de  l'angle  DGG,  etifuite 
le  huitième  j  le  fcîzieme.  Sec.  Il  eft  donc  facile  de  divi- 
fer  par  la  Géométrie  clémenraire  un  angle  quelconque  en 
a,  4,  8,  i5,  3  2>  &c ,  parties  égales.  Mais  lorfqu'il  s'agit  db 
diyifer  un  angle  en  3  ,  y ,  7  ,  5^ ,  &c  parties  égales ,  c'ell  un 
problême  dont  la  difficulté  ne  peut  être  appréciée  <Jue  par 
ceux  qui  font  déjà  avancés  dans  Tétude  de  la  Géométrie. 

3  77,  Soit  propofé  maintenant  de  faire  paflèr  une  circon-     g^ 
férence  par  trois  points  A  ,6  j  D  qui  ne  ibient  pas  en 
ligne  droite. 

Ayant  mené  AB  &-BD ,  on  dirifera  ces  deux  lignes  eti 
deux  également  &  perpendiculairement  par  FL  &  GI, 
dont  le  point  de  concours  C  ferale  centre  du  cercle  cherché. 
Car  on  auraj/rar  la  conftruSlon  ^  AC.==CB,  &  CB  â^ 
CD  :  donc  AC  =  CD  :  &  par  cbnféquent  fî  du  rayon  CA 
on  décrit  .la  circonférence  AflDA ,  elle  paflera  par  les  trôia  . 
points  A,B,D. 

378.  De-fâ  il  Cnk-qm  trois  peints  A ,  B  ,  D  çiei  neïhnt 
pas  en  lignç  droite  déterminent  la  pojitiond* un  tertU*  Il  êft 
donc  impoffible  que  deiix  circonférences  de  éettele  fe  cou- 
pent en  plus  de  deux  points; 'Gar  fi  «He^  fe  eoupcAerft  en 
trois  j  elles  ne  feroient  plus  qu'une  feule  &  même  cîrcoti- 
férence.  ^.    , 

Les-rrois-poims  A,B,D  ne  peuvent  jamaî§  èttt^^^^    • 
pofés  en  ligne  droite ,  parce  que  fi  l'on  pouvoit  faire  'paflet 
,une  circonférence  par  trois  points  en  Ughe  dtoité , -îlierotc 
Tpoffible  de  mener  plufieurs  perpendiculaires  4%h'-mêm(& 
point  fur  une  djroice  ;  oe  qui  eft  impoffible  (  3  74  ). 
•    Si  l'on  vodlott  trouver  le  cêntirè  d'une  circonférence,  oa      . 
^'un  arc  d^  cercle  donné»  on  prehdrôit  i  vofonté  dans  c^^m 
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HG.  circonférence  ou  dans  cet  arc,  trois  points  que  Ton  joîn- 
droit  par  deux  cordes  y  &  l'on  diviferoit  ces  cordes  comme 
ci-deffus.  Le,  centre  cherché  fe  trouvera  toujours  au  point 
de  concours  des  deijx  lignes  de  divifîon. 

Des  Tangentes. 

^.  37P*  Uke   droite  MT    qui    n'a  qu'un   feul    point 

^  *  M  de  commun  avec  la  circonférence  F  M  G  fe  nomme 
Tangente  ^  Se  le  point  commun  M  fe  nomme  point  dt 
ContaSl. 

Menons  du  centre  C  au  point  de  contadt  M  le  rayon  ^ 
C  M  j  ce  rayon  fera  plus  court  que  toute  autre  ligne 
COK  menée  du  centre  G  à  quelque  point  de  la  ligne  MT; 
Donc  il  mefurera  la  diftance  du  centre  C  à  la  ligne  MT. 
Donc  (-372^11  fera  perpendiculaire  à  cette  ligne;  donc 
tout  rayon  ou  diamètre  qui  aboutit  au  point  de  contaS, 
efl  perpenMcalairc  à  la  tangente  qui  fe  termine  au  même 
jpoint.  , 

Réciproquement ,  une  droite  quelconque  MT  perpen* 
.4iculaire  à  raxtrémité  M  du  rayon  CM  eft  tangente  en  ce 
point  M:  cjr  MT  étant  perpendiculaire  au  rayon  CM^ 
tous  les  autres  points  de  kdrôite  MT  font  plus  éloignés  du 
centre  C  que  le  point  M,  Donc  ils  font  tous  hors  du  cercle^  à 
•l'exception  du  proinr  M,  qui  feul^ft  comnjun  4  cette  ligne 
j^  i  la  circonférence; 

5  80.  Il  eft  donc  facile  de  mener  une  tangente  à  un 
.j)pint  quelconque  M  pris  fur  une  circoiiférence  donnée:  cat 
ayant  tn^né  le  rayon  CM>  pn  eft  sûr  que  la  perpendiculaire 
à  Vextrémité  du  rayon  eft  tangente  au  cercle. 
.  D  ailleurs  il  eil  évident  qu'une  droite  MT  né  peut  toucher 
qu'en  jqlW  lèiil  pointMlâ  circonférence  donnée.  Car  fi  elle 
touchoît  cette  circoijiférence  en  plufieurs  points,  on  pourroit 
mener  autant  de  perpendiculaires  différentes  du  centre  C 
fur  la  ligne  MT,  ce  qui  eft  impoflîble. 
J^t  /  j8i.  Si  deux,  ou  un  plus  grand  nombre  de  cercles  fe 
«^ncheui;  ea  un,  poi^t^  iqïi  «en  dehors  fbit  «n  dedans  { 
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la  ligne  qui  pallè  par  leurs  centres  pafle  auffi  par  leur  point   FIG* 
de  concaà. 

Car  la  même  tangente  TM  eft  perpendiculaire  aux  rayons    ^-^ 
CM ,  AM.  Donc  ces  rayons  ne  font  qu'une  feule  Hgne 
droite  qui  aboutit  aux  deux  centres^ &  qui  paflTe  néceflaî- 
rement  par  le  point  de  contad.  On  a  donc  CA=;  CM  -H' 
AM.  ' 

Des  Ugnes  parallèles. 

382.  Deux  lignes  AB  ,  CD  {ont  paraUeUs  lorfque  leur    '* 
dîftance  eft  par-tout  la  même.  Par  exemple ,  û  toutes  les  per* 
pendiculaires  EG,  FH,  &c  menées  des  points  E,  F&c  de 

la  ligne  AB  fur  CD  font  égales ,  les  lignes  AB  ,  CD  font 
parallèles.  Mais  puifque  deux  points  (uffifent  pour  déter* 
miner  la  pofition  d'une  droite ,  il  fuffit  que  deux  de  ces 
perpendiculaires  foient  égales ,  EG  par  exemple  &  FH  * 
pour  que  la  droite  CD  qui  pafTe  par  les  deux  points  G  &  H 
toit  parallèle  à  AB.  ' 

De-là  il  fuit  que  deux  Ugnes  parallèles  ne  peuvent  jamai$ 
fe  rencontrer  â  (pielque  diftanoe  quon  les  fuppofe  prolongées^ 

383.  Si  une  ligne  quelconque  NQ  coupe  deux  parallèles 
AB ,  CD ,  les  angles  AFG ,  FGD  formés  par  l'interfec- 
tion  de  cette  ligne  Se  des  parallèles ,  font  alternes-internes. 
(  On  les  appelle  alternes  ,  parce  qu'ils  font  de  différents 
cotés  de  la  fécante:  on  les  appelle  internes,  parce  qu'ils 
font  en  dedans  des  parallèles  ).  Or  prenons  les  deux  arcs  in^ 
définis  FLM ,  GKl  décrits  des  centres  G  &  F ,  &  du  même 
intervalle  GF  j  &  prolongeons  les  perpendiculaires  E  G  > 
FH  jufqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  les  arcs  GKI ,  FLMj 
nous  aurons  EG=:FHj  donc  aEG=a2FH,  ou  (375) 
01=  FM  :  mais  les  arcs  FLM,  GKl  font  décrits  du  oiême; 
l'ayon  j  donc  ,  puifque  leurs  cordes  font  égales ,  ils  font 
égaux ,  ainfi  que  leurs  moitiés  GK,  FL.  Donc  Tangle  AFG 
qui  a  pour  mefure  GK  eft  égal  à  langle  FGD ,  dont  k 
ihefure  eft  FL;  donc  toutes  les  fois  qu  une  droite  quelcon^ 
que  coupe  deux  parallèles ,  les  angles  alternes-intemes  formés 
far  celte  interfeSion  font  égaux^ 
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fW.        384.  D'au  on  pçut  conclure,  l%  que  les  angles  eor» 
'10.    re/pondants  NFB,  NGDybuf  égaux ^ainfi  que  NFA, 
NGC. 

2%  Que  les  angles  alternes-extcrna  C  G  Q ,  N  F  B  font 
égaux. 

Réciproquement ,  fi  Ie«  angles  alternes- internes  A  F  G , 
!FG  D  font  égaux ,  les  lignes  A  B ,  C  D  font  parallèles.  On 
en  trouvera  aifémenc  la  démtonftration* 

Si  les  andes  coorrerpondants ,  ou  les  angles  alterner* 
externes  étoient  égaux  ,  les  ^uigles  alternes-internes  le 
feroient.  Donc  les  lignes  feroient  encore  parallèles. 

^8;*.  Cela  pofé  ^  il  eft  facile  de  mener  d'un  point  donné 
G  fa  parallèle  QD  à  la  ligne  AB. 

On  décrira  du  centré  G  &  d'un  intervalle  quelconque 
G  F  un  arc  indéfini  F  L  M»  enfuite  du  point  d'interfeâîon  F 
pris  pour  centre  &  du  même  intervalle  F  G,  on  décrira  Tare 
ù  K.  On  prendra  F  L= GK ,  &  la  ligne  GL  menée  par 
les  points  G  &  L  fera  la  parallèle  demandée ,,  puifque  les 
angles  aUernes-internes  AFG  &  FGD  feront  égaux. 
""•  ©çTégalité  des  angles  correfpondants ,  il  fuit  i*^,  que 
fî  deux  angles  BACNLMontleuts  côtés  A  B,  LN,& 
AC,  L  M  parallèles ,  ces  deux  angles  font  égaux.  Car  d 
Ton  prolonge  NL  jufqu'àla  rencontre  D  de  la  ligne  AC  ^ 
pnauraNLM«NDC  =  BAC. 
ï?t  2**,  Que  pour  mener  une  perpendiculaire  AF  à  rexcrc- 
mité  A  de  la  ligne  A  B  (  3  74  ) ,  on  peut  mener  d*abord  la 
perpendiculaire  CD  fur  la  ligne  A  B,  &  mener  enfuite  par 
le  point  A  la  figne  A  F  parallèle  à  D  C.  Elle  fera  la  perpen- 
diculaire dçn>andée.  Caç  F  A  B  ==  D  C  B. 
i7f  3  8d.  3f ,  Que  deux  parallèles  F  G ,  I L  qui  traverfent  un 
cercle  çqupent  fur  fa  circonférence  deux  arcs  égaux  F I , 
LQ.  C^r  (î  on  mené  le  rayon  C  M  perpendiculaire  fur  FG^ 
il  fera  auffi  perpendiculaire  fur  I L ,  à  caufe  des  angles 
correfppndan^CDF,CHLOrC37;)FIM  =  MLG,& 
IM=:ML,  ioAQ  Fm^XU^UhG^ÎAh^  ou 
FI  =  GL. 

Il  enferoJî  4q  mçmQ  fi  oac  de  cc^parallçks  çtoit  tw 
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gence  ,  6a  fî  elles  Tccoienc  toutes  deux.  Jufqulci  nous  tUSi 
ii'â,vons  confidéré  que  deux  parallèles  ;  s'il  y  en  avoit  un  plus 
grand  nombre»  elles  auroient  les  mêmes  propriccçs» 
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De  la.  mefure  des  Angks» 

3  87.  Si  tous  les  angles  avoienc  leur  {bmmec  au  centra 

d'un  cercle ,  leur  mefure  feroit  toujours  l'arc  entier  corn-* 

ris  enrr)»  leurs  cotés  :  mais  on.  en  rencontre  fouvent  donc 

fommec  eft  à  la  circonférence ,  &  donc  on  a  befoîn  dé 
connoître  la  grandeur.  Quelquefois  auffi  on  en  trouve  qui  oni 
leur  fommet  au  dehors  du  cercle  »  ou  au-de^ans  »  mais  non . 
au  centre  ^il  s'agit  de  déterminer  leur  mefure  dans  tous  les 
cas.  ^ 

588.  Pçopofons-nous  d*abord  de  mefurer  Tangle  B  A  D    t >; 
formé  par  la  tangente  AB.  &  par  la  cprde  A  D.  (On  le  nomp 
vae  angle  du  fegment  )• 

Par  le  centre  C  je  mené  le  diamètre  H  C  G  parallèle  i 
AD,  &  le  rayon  CF  perpendiculaire  fur  AD,  enfin  lé 
rayon  C  A  au  point  A  de  contaâ:.  Cela  pofé ,  B  AC  fera . 
un  angle  droit  ainfiqueFCG.  On  aura  doncFCG=3 
BAC,  dont  la  mefure  eft  l'arc  F  A  G  :  or  l'angle  A  C  G  =* 
l'angle  n A  C  (383)  dont  la  mefure  eft  Tare  AGj  donc 
BAC — DAC,  ou  BA'D  a  pour  mefure  FAG  — 
A  G  =  F  A  =  J^F  D/y  donc  Vangle  du  fegment  B  AD  ({ 
pour  mefure  la  moitié  de  Varc  fçutendu  par  la  corde  ADv 

3  85).  11  fuit  de- là  que  YangU  infcrit  D  A IC  compris  entre 
deux  cordes  D  A ,  A  K ,  a  pour  mefure  la  moitié  de  Varc  D  K 
compris  entre  Jes  côtés.  Car  BAK  a  pour  mefure  \AK^ 
&BAD  apour  mefure  \  AD.  DoncBAK  —  BAD^ 
oaPAK  a  pour  mefure  ^  AK—i; AD=^DK. 

Donc  1%  Y  angle  central  DCK  c/î  double  de  V angle  infcrii 
BAK  appuyé  fur  le  même  arc  DK. 

'2®,  Tout  angle  infcrit  appuyé  fur  le  diamètre  eji  un  angle  14, 
droit  9  &  tous  les  angles  infcrits  appuyés  fur  le  même  arç  ^ 
dans  le  mcme  cercle  ^  font  égaux. 

Il  eft  aifé  »  d'après  cela  >  de  menée  4%m  point  donné  A     ^' 
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ïïÇ»  hors  d*un  cercle  une  tangente  a  la  circonférence  de  ce  cer-^ 
cle.  En  effet  fi  on  mené  du  point  Â  au  centre  C  la  droite 
ïO*  CA,  &  fi  après  avoir  divifc  cette  droite  en  deux  parties 
égales  au  point  B ,  on  décrit  du  rayon  B  C  &  du  point  B 
comme  centre  une  circonférence ,  elle  coupera  le  cercte 
donné  aux  points  M  &  M^,  de  forte  que  fî  par  ces  points 
&  par  le  point  A  on  mené  les  lignes  MA,  A  M' ,  elles 
feront  tangentes  aux  points  M  &  M'. 

Car  fi  on  mené  CM ,  l'angle  CAM  fera  droit.  Donc  la 
ligne  MA  eft  perpendiculaire  à  CM  &  par  conféquenc 
tangente  en  M  (380).  On  voit  donc  que  ce  problème  a 
deux  folutions ,  puifqu'il  eft  .toujours  pofiible  de  mener  du 
même  point  A  hors  d^une  circonférence  deux  tangentes 
AM ,  AM'  à  cette  circonférence. 

»^.7*        Î^O'   Propo(bns-nous  maintenant  de  mcfiirer  Tanglç  ^exantriquc 
BAD  dont  le  fommct  A  cft  au-dedans  du  cercle. 

Je  fuppofe  d*abord  que  Tanglc  BAD  eft  aigu ,  &  ayant  prolonge  BA 
^  AD  jufqu*en  G  &  en  F  ,  je  mené  GE  parallèle  à  AD,  Cela  poft  j  on 
^ura  B Ap  =  BGE  =  f  BD  -h  4^  DE  ==:  j  BD  h-  |  FG.  Si  Tanglc  cxv 
centrujuc  eft  obtus  comme  BAF ,  on  aura  BAF  =  1 80*»  —BAD  =3 
|BFGDC-«-iBD  — |:FG=s|BFh-|GD.  Donc  l'angle  excentn-^ 
que  a  pour  mefiire  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  fes  côtés  ^  plus  la 

r-  g      moitié  dfi  l^arc  compris  entre  ces  mêmes  c$tes  prolongés^ 

^^ T.  Soit  Vsoï^lc  circonfcrit  BAD  dont  le  fbmmet  A  eft  hors  du  cer-» 
cle ,  &  dont  les  côtés  AB  ,  AD  aboutifTent  à  deux  points  de  h. 
circonférence ,  on  aura  pour  ù.  mefure  la  moitié  de  la  différence  des 
arcs  convexe  &  concave  *  interceptés  par  fes  côtés;  c*eft-i-dîrc  que 
l'angle  BAD  aura  pour  meftire  Tare  X  (BD  —  GI^. 

Car  Cl  on  mené  GE  parallèle  ^  AD ,  on  aura  BAD  =  BGE==  l  BE 
sriBD— .{ED==|BD-.|GI.  Car  ED=GICî8^). 

Si  la  fécante  AB  devient  la  tangente  AF  ,  on  aura  FAB  =5  j  FB  -* 
{  FG  j  donc  lî  AM  eft  Tautre  tangente  menée  du  Ppiixt  A  »  on  aura  do 
wêmc  FAM  =  I  r^  BM  —  FGMj^ 

D  E  S    f  IGU  R  E  $. 

5^2.  On  appelle  Figi^rc  tout  efpace  terminé  de  tout  côte 
par  des  lignei. 
!X?*        Si  ces  lignes  font  droites ,  la  figuce  qu^elfes  forment  eft 
nSiligne'^  ^  qUçs  font;  coarb«\^  h  %ure  fe  aammç  cwri* 
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lâgne.  Elles  font  dans  les  deux  cas  les  côtés  de  la  figure ,  &    WG. 
iear  fomme  en  cft  le  contour  ou  le  périmètre.  L'enfemble 
forme  ce  que  Ton  appelle  un  polygone. 

Nous  ne  parlerons  ici  que  des  figures  redtilîgnes.  Or  il 
èfl:  aifc  de  voir  qu'il  faut  au  moins  trois  lignes  droites 
pour  renfermer  un  efpace.  Ainfi  le  premier  &  le  plus 
fiinplç  de  tous  les  polygones  eft  le  triangle ,  ou  une  figure 
de  trois  angles  &  de  trois  côtés. 

Après  le  triangle  vient  le  (juadrilatere ,  ou  une  figure  de 
quatre  côtes  j  enfuite  le  pentagone  ,  de  cinq ,  Vhexagone  de 
6  j  Vheptagone  de  7 ,  Voàogone  de  8 .  •  •  le  décagone  de  10,. 
le  dodécagone  de  1 2  ...  le  pentédécagone  de  i  J  ,  &c.  Nous 
mfîfterons  principalement  fur  le  triangle ,  parce  que  les  au^ 
nés  polygones  s*y  rapportent  facilement. 

Vu  Triangle. 

'3P3.  Un  triangle  dont  les  trois  côtes  font  égaux  ,fe  nom- 
ine  équïlatéral.  S'il  n*a  que  deux  côtés  égaux ,  il  fe  nomme 
ifofcele.  Enfin  iî  tous  fes  côtés  font  inégaux ,  il  fe  nomme 
fcalene. 
.  Un  triangle  qui  a  un  angle  droit  fe  nomme  reff^/2^Zc, 
&  le  côté  oppofé  à  langle  droit  fe  nomme  hypoténufe. 

Le  côté  oppofé  i  un  angle  quelconque  d'un  triangle  fe 
iiomme  la  Bafe  de  cet  angle. 

Deux  côtés  quelconques  d'un  triangle  font  une  ligne  brî- 
fce.  Leur  fomme  eft  donc  plus  grande  que  le  troiûemé 
côté. 

Si  on  fait  pafler  une  circonférence  par  les  fommets  l^i 
A ,  B  ,  C  des  trois  angles  d'un  triangle  ABC ,  ce  triangle 
fe  trouvera  infcrit  dans  la  circonférence  ABC.  Or  (377) 
on  peut  faire  paflFer  une  circonférence  par  trois  points  de 
cette  efpécej  il  eft  donc  toujours  poflible  d'infcrire  un 
triangle  donné  dans  un  cercle. 

5P4.  Cela  pofé.  Tangle  A  B  C =f  A  C  (3  89) ,  Tangle 
ACB  a  pour  mefure|  AB,  &  l'angle  BAC  a  pour  mefure 
iBCi  donc  ABC^-ACB-hBAC=:tABC=: 
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WG.    j  8o*,  Donc  la  fomme  des  trois  angles  d*un  triangle  queUf 
ip»    conque  efi  égale  à  i8o*. 

595*.  Delà  on  peut  conclure  i%  que  Ci  on  prolonge  an 
côté  quelconque  AC ,  V angle  extérieur  BAF  e/î  égal  i  U 
fomme  des  deux  angles  intérieurs  oppofés  ABC ,  ÂCB.  Cac 
la  ibmme  de  ces  deux  angles  -+-  Tangie  BAC  :;^  i  So^  ^  de 
même  Tangle  FABl-4-  BAC=  1 80''  j  donc  &c. 

35?<).  2°,  Que  Tun  quelconque  des  angles  d*un  triangle 
eft  le  fupplément  de  ta  fomme  des  deux  autres  y  8c  que  par 
conféquent^  on  connoît  deux  angles  £un  triangle  t  oujeu^, 
lement  leur  fomme  ^  on  aura  le  troijîeme ,  en  étant  cette  fom^ 
me  de  I8o^ 

3%  Qu'un  triangle  quelconque  ne  peut  avoir  qu'un  feut 
angle  droit  ou  qu'un  feul  angle  obtus  ;  auxquels  cas  les  deux 
autres  font  nécelTairement  aigus. 

4^>  Que  dans  un  triangle  reâangle ,  Tun  des  angles  ai-» 
gos  eft  complément  de  Tautre  j  d'où  il  eft  facile  de  con- 
clure la  valeur  de  l*tih ,  quand  on  connoît  celle  de' l'autre* 

S^y  Que  dans  un  triangle  quelconque  les  côtés  oppofés 
aux  angles  égaux  font  égaux  y  &  réciproquement.  Car  les 
cordes  égales  AC ,  BC  foutendent  des  arcs  égaux  ^  &  réci- 
proquement. 

6^ y  Que  dans  un  triangle  quelconque  le  plus  grand  angle 
eft  oppofé  au  plus  grand  côté,  le  plus  petit  angle  au  plus  petit 
côté  ;  &  réciproquement*  Il  ne  faut  pas  croire  cependant 
que  les  cordes  croiffent  dans  le  même  rapport  que  les  an- 
gles ,  enforte  qu  un  angle  double  par  exemple  foit  oppofé 
a  une  corde  double.  Nous  verrons  dans  la  Trigonométiie 
le  rapport  de  leurs  accroiÛements. 
^O.  q^^  Que  dans  un  triangle  ifofcele  un  feul  des  andes 
étant  connu  y  les  deux  autres  le  font  immédiatement.  Car 
fi  on  connoît  l'angle  A  ou  fon  égal  C ,  on  aura  l'angle  B  =3 
•I 80**  —  2  A.  Si  on  donne  au  contraire  l'angle  B ,  on  aura 
A  =  C=po*^— .^B. 

8*^.  Que  les  angles  oppofés  aux  côtés  égaux  dans  les  trian- 
gles ifpfceles  font  toujours  aigus. 

$1^^  Que  chaque  angle  d'un  triangle  équilatcral  s=  60*. 
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ICar  fes  angles  fpnt  tous  égaux  j  leur  fomme==:  180®.   ^^* 
ponc  chacun=»6o**.  ao^ 

35>7.  Si  du  fommet  B  d'un  triangU  ifofcele  ABC  on 
abaîfle  la  perpendiculaire  B  F  fur  la  bafe  A  C ,  tous  les 
{K>inr$   de   cecce  perpendiculaire   feront  chacun  à  égale 
diftatice  de  A  &  de  C ,  &  par  conféquent  la  bafe  AC 
fera  divîfée  en  deux  également  au  point  F.  Car  AB  =^ 
BC,  à  caufe  du  triangle  ifofcele  ABC.  Donc  &c.  (375). 
I     Remarque.  Toutes  les  fois  que  les  deux  angles  de  la 
I  bafe  d*un  triangle  font  aigus ,  la  perpendiculaire  abaiflee. 
de  fon  fommet  tombe  en  dedans  du  trûmglc  ;  mais  fi  l'un 
des  deux  eft  obtus ,  cette  perpendiculaire  tombe  en  dehors. 
Voye^  les  triangles  ACB,  FCB.  La  démpnftration  eft   ai* 
'  aifce. 

De  lajîmilitudc  Gr  de  VégaUté  des  Triangles. 

3p8.  Deux  triangles  font  femblables  lorfque  les  angles    ^2. 
de  lun  font  refpeâivemcot  égaux  aux  angles  de  l'autre,     & 
Si  l'angle  A  BC,  par  exemple,  eft  égal  à  Tangle  d  bf,  &    ^7 
fi  en  même  temps  BAC  =  tii/,  &  ACB=d/t  ,    _    ' 
les  triangles  ABC^  dbf  font  femblables.  La  fimiliiude 
des  triangles  n'entraîne  donc  pas  leur  égalité.  Car  pour 
que  deux  triangles  foient  égaux,  il  faut  non- feulement 
que  les  angles  de  l'un  fiaient  refpeâivement  égaux  aux 
angles  de  l'autre  ;  mais  il  faut  de  plus  que  chaque  cocé  de 
l'un  foit  égal  au  coté  correfpondant  de  Tautre. 

Si  deux  triangles  font  femblables  ,  les  côtes  oppofés  au;ç 
angles  égaux  fe  nomment  côtés  homologues.  En  général  ^ 
on  appelle  dimenjîons  homologues  de  deux  figures ,  les  lignes 
de  même  dénomination  dans  l'une  &  dans  l'autre,  ou  mêmc^ 
des  hgnes  tirées  de  la  même  manière  dans  Tune  &  dans 
;  l'autre.  Par  exemple  ,  dans  deux  cercles  ,  les  rayons ,  les 
diamètres ,  les  circonférences ,  les  arcs  d'un  égal  nombrq 
de  degrés,  a,infi  que  leurs  cordes,  font  des  dimenfioni 
homologues. 

Cela  pofé  j  nou5  allons  faire  connoître  les  cas  dans  IçC* 
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ne.   quels  on  peut  conclure  la  fimilicude  ou  l'égalité  de  dew; 
triangles. 

3pp.  I.  Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  refpeEii'i/emtnt 
égaux  fontfemblables.  Car  le  troifieme  eft  égal  de  part  Se 
d'autre  (35)6'). 

Donc  Jz  deux  triangles  reBangles  ont  chacun  un  angle  aigu 
égal  de  part  Gr  d'autre  y  ces  deux  triangles  feront  feni'- 
hlsdfles. 
'J12.  *  400.  II.  Deux  triangles  font  femblables  lorfque  tous 
leurs  côtés  homologues  font  parallèles.  Car  alors  tous  leurs 
angles  font  refpedivement  égaux. 

401.  III.  Deux  triangles  font  femblables  y  lorfque  tous  les 

côtésderunfontperjperidiculaires  aux  côtés  homologues  de 

Vautre  y  ou  lorfqu'étant  prolongés,  ils  fe  rencontrent  à  angles 

droits.  Il  fuffic  pour  s*en  convaincre  de  faire  faire  iTn  quart  de 

révolution  autour  d'un  point  fixe  à  l'un  de  ces  triangles  j  car 

.alors  fes  côtés  homologues  feront  tous  parallèles  à  ceux  de 

lautre  triangle. 

'  402.  IV.  Si  un' nombre  quelconque  de  parallèles  DF, 

•       IL,  AC,  coupent  les  côtés  d'un  angle  ABC,  tous  les 

triangles  BDF ,  BIL  ^  BAC  feront  femblables.  Car  outre 

qu'ils  ont  Tangle  B  commun ,  tous  les  angles  BDF,  BIL, 

BAC  font  égaux.  (3 84):  il  en  eft  de  même  des  angles 

BFp,BLI,BCA. 

Si  les  deux  triangles  ÀBC ,  b  df  (ont  femblables,  &  que 
Ton  imagine  le  triangle  b  dfpofé  fur  le  triangle  ABC  de 
manière  que  l'angle  b  tombe  fur  fon  égal  B ,  &  le  côté  d  b 
fur  fon  homologue  A  B  ,  le  côté  df  repréfenté  alors  par 
DF  fera  parallèle  à  la  bafe  AC.  Car  le  triangle  BDF 
cgali  b dfkiz  femblable  au  triangle  ABC.  Donc  Tangle 
3DF  =  BAC.  Donc  les  lignes  DF  &  AC  font  pa- 
rallèles. 

403 .  V.  Si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  &  les  côtés 
qui  comprennent  cet  angle  égaux  de  part  &  d'autre,  ils  font 
égaux  &  femblables. 

En  effet ,  fi  le  triangle  BDF  qui  a  déjà  l'angle  B  com- 
mun avec  le  triangle  ABC,  avoir  auflî  les  deux  côtés  B  D, 
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IB  F  ,  cgaux  refpeaivement  à  A  B  »  B  C ,  il  eft  évident  que   ^IC^ 
Ices   deux  triangles  fe  confondroîent. 

404.  VI.  Deux  triangles  ABC,  a  i  c ,  qui  ont  tous  leurs 
[  cotes  homologues  égaux ,  font  égaux  &  lemblables. 

Pour  le  prouver^  imaginons  le  triangle  abc  pofc  fur 
ABC  y  de  manière  que  le  côté  a  c  tombe  fur  AC  ;  il  eft 
clair  que  puifque  AB  =ab,  Se  que  BC  =  5 c ,  le  point  i 
doit  fe  trouver  fur  les  deux  arcs  décrits  ,  l'un  du  centre  A 
&  du  rayon  A  B ,  l'autre  du  centre  C  &  du  rayon  C  B.  Donc 
il  fe  trouvera  fur  leur  interfedion  B.  Le  triangle  abc  £& 
I  confondra  donc  avec  A  B  C ,  &  lui  fera  par  confequent  égal 
I    &  femblable. 

h  4P^*  yn*  Si  deux  triangles  aie ,  A  BÇont  deux  côtés  homoIo« 
I  eues  égaux je^  ,  AB,  &  BC,  ^^  avec  les  angles  A  Se  a  oppofés  à  l'im 
de  CCS  côtés  égaux  de  part  &  d'autre  ,  je  ms  que  ces  triangles  feront 
\  éçaux  8c  fcmblables ,  pourvu  que  les  angles  C  ,  c  oppofés  aux  autres 
,  cotés  égaux  AB,ab  foicnt  de  même  cfpecc,  c'eft-a-Jirc,  ou  tous 
'    deux  aigus  ou  tous  deux  obtus. 

\  Pofons  l'angle  6ac  j  fur  TangleBAC,  le  point  B  tombera  fur  le 
>  point  B  ^  à  caufe  deABrz^i^,  ^le  point  c  fur  quelque  point  de  A  C, 
a  caufe  de  Tangle  BACzzBac,  Mais  hc  =  BC  ;  donc  le  point  ^doîc 
tomber  aufTi  fur  quelque  point  de  Tare  C  E  décrit  du  centre  B  &  du 
rayon  BC.  Donc  il  eft  ou  en  E,  ou  en  C.  Or  le  triangle  BEC  étant  ifofcclc, 
les  angles  égaux  C,  E  font  aigus  (^9^)»  &  par  conféquent  l'angle 
A£B  eft  obtus.  Donc  fl  les  angles  C  &  c  font  tous  deux  aigus , 
le  point  c  tombera  fur  le  point  C  5  le  trianelc  abc  fera  donc,  con- 
fondu avec  ABC  de  lui  fera  égal  &  femblable.  Mais  fi  les  angles 
€y  C,  ou  plutôt  Cy  E  font  obtus,  le  point  e  tombera  en  E  &  par 
conféquent  le  triangle  aie  fera  confondu  avec  A£B  &  lui  fera 
égal  &  femblable. 

406.  De  ce  que  nous  venons  de  dire  fur  l'égalité  des    2J[;( 
triangles  ,  il  fuit  1%  que  deux  obliques  parallèles  AB, 
CD  comprifes  entre  deux  autres  parallèles  AD,  BC  font 
égales. 

Car  fi  l'on  mené  A  F  &  D  E  perpendiculaires  fur  BC; 

le  triangle  ABF  fera  femblable  au  triangle  CDE.  Or 

par  la  nature  des  parallèles  A  F  =  D  E.  Donc  le  crian- 

j  gleABF  eft  égal  au  triangle  CDE  ;  donc  AB  =  CD; 

1  PU  prouveroit  de  même  que  A  D  =  B  C. 

/      ûPt'^'  S^^  ^^^^  criangle  ABD  peut  ccre  circonf^  )i(t^ 
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'ÏI(5.    crit  à  un  cercle,  c'eft-à-dixe,  que  Ton  peut  décrire  au  dedans 
^     de  ce  triangle  une  circonférence  qui  touche  tous  fes  côtes. 
'        Il  fufEt  pour  cela  de  divifer  deux  de  fes  angles  ea 
deux  parties  égales  ^  &  de  mener  du  point  de  concours 
des  deux  lignes  de  diviHon  une  perpendiculaire  fur  Tua 
des  trois  côtés ,  n  importe  lequel.  Cette  perpendiculaire 
fera  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée.  Car  les  trian- 
gles ACE,  ACG  font  égaux.  Donc  CE  =  CG;  Se 
t3G==CH,  à  caufe  de  l'égalité  des  triangles  BCG, 
BCH.  Donc  lés  trois  perpendiculaires  CE,  CG,  CH 
peuvent  ccire  rayons  d'un  iticme  cercle  infcrit  dans  le  trian- 
gle propofé. 

40«.  Oûauuflî  BGii:BH,MDs:ED,  AEzAG.  Et  appdknt /r 
k périmètre  du  triangle  A  BD»  on  aiira^  =  1 A  £  4^  i  Ëp  ^  iBHs 

\a  D-f-iB  H=iB  D-f^i  AE=xA  B-»-iE  D.  Donc  A  Es:^^^^^^^P; 

ït  poîtit  E  cft  donc  déterminé.  Les  points  G  &  H  peuvent  rétrc  de 
même.  Il  n'y  aura  donc  qu*à  faire  palTer  une  circonférence  par  ces 
^oîs  points. 

409.  Si  le  triangle  étoit  redbngle  en  B,  Tangle  CBH  moitié  de 
ABD  feroit  de  45»;  fon  complément  BCH  fcroic  donc  auflî  de 
'45*5  &  le  triangle  BCH  feroit  ifofcclc.  Donc  CH  =  BH  =  ï/>- 
AD.  Donc  le  rayon  du  cercle  infcrit  dans  un  triangle  reâangleeft  égal  à 
U  moitié  de  fon  périmètre  inoins  Thypoté'nufe. 

'   JDex  autres  Polygones  &  de  leurs  principales  profriétés. 

410.  O  K  diftîiigue  trois  fortes  de  Polygones ,  les  irrigua 

lier  s  ,  les  fymmétriquesy  ùf  les  réguliers. 

^  Les  polygones  irréguliers  foht  ceux  qui  ont.  des  angles 

&  des  côtés  inégaux.  On  appelle  polygones  fymmetii- 

ques  ceux  dont  tous  les  certes  oppdfés  lonr  parallèles  S 

égaux.  Les  polygones  réguliers  ont  tous  leurs  côtés  Se  vM 

leurs  angles  égaux. 

a7.        Un  quadrilatère   fymmétrique  fe  nomme   ParàMo- 

'3lS.    'gramme.  Un  quadrilatère  régulier  s*appelle  Quarré.  Va 

ip.    quadrilatère  qui  a  deux  côtés  parallèles  fe  nomme  Trapqe* 

50.    Un  parallélogramme  dont  roui  les  côtés  font  égaux ,  tnart 

$f.   qur  n  a  d'angles  igaux  que  les  angles  Dppof«$,  fc  ôcxamô 
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Wiambe  oa  Losange.  Enfin  un  parallélogramme  jdont  les  pi(j^ 
côtes  oppofés  font  égaux ,  &  dont  tous  les  angles  font 
droits  ,  fe  nomme  Parallélogramme  rcSangU ,  ou  ample- 
ment ReSangle. 

Une  ligne  quelconque  AD  qui  tràverfe  un  polygone 
•en  paâTant  d*un  angle  à  un  autre  ,  fe  nomme  Diagonale.    ^  2, 

On  appelle  Ângtt  faillaru  celui  dont  le  fommet  fort 
Je  la  figure,  comme  ABC,  &  on  nomme  Angle  reH" 
trant  celui  ddtit  le  fommet  eft  au-  dedans  de  la  figure,    ^  « 
Teleft  l'angle  CDE.  ^** 

411.  Suppofons  maintenant  qu'un  polygone  n'ait  pas 
d'angle  rentrant ,  &  cherchons  quelle  eft  la  fomme  de 
'fcs  angles  intérieurs^  ABC,  BCD,  CDE,  &c. 

De  lun  qudconque  A  des  angles  de  ce  polygone,  ^^ 
on  peut  mener  les  diagonales  AC,  ADj  AEquidivi*- 
fent  le  polygone  en  autant  de  triangles  au  il  a  de  cotés 
moins  deux.  Or  il  eft  évident  que  la  lomme  de  tous 
les  angles  de  ces  triangles  eft  égale  à  celle  àt^  angles 
intérieurs  du  polygohe  ;  donc  la  fomme  des  angles  a  ua 
polygone  eft  égale  à  180**  multipliés  par  le  nombre  de 
les  cotés ,  moins  deux  \  enforce  que  fi  on  appelle  s  la 
fomme  des  angles  du  polygone ,  &  n  le  nombre  de  (es 
côtés,  on  aura  j==i8o**(n  —  2). 

Donc  i**  la  fomme  des  angles  d'un  quadrilatère  quel- 
conque =3  5o*j  la  fomme  des  angles  d'un  pentagone  ss» 
J40^  ;  "Sec. 

2%  L'un  quelconque  des  angles  d'un  polygone  régis* 

licrïss  180  (  I  — — ).  Car  alors  tous  les  angles  intérieurs 

font  égaux.  Donc  leur  fomme  eft  égale  au  produit  de  l'un 
quelconque  de  ces  angles  par  leur  nombre ,  par  confe- 
ssent l'un  de  ces  angles,  ou  —  =«  180  f  1  -  —  ).  On  voit 

donc  que  les  angles  d'un  polygone  régulier  font  d'autaât 
plus  obtus,  ou  approchent  d'autant  plus  de  180*,  que 
ce  polygone  a  de  côtés. 
De-là  il  fuit  que-chaqae  angle  du  (cangle  équilacéral 
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HGp  =6o°i  que  chaque  angle  du  quarré  =  po''j  que  celui 
du  pentagone  régulier  =  loS"*  j  que.  celui  de  Thexagone 
réguliers  i^o"";  que  celui  de  l'heptagone  réguliers; 

422.  Quant  à  la  fomme  des  fuppléments  des  angles 
intérieurs  d'un  polygone  quelconque  qui  n'a  pas  dWgle 
rentrant,  elle  eft  encore  plus  facile  à  déterminer.  Car 
chaque  fupplément  =  180*^  moins  Pangle  intérieuiwuquel 
il  appartient;  donc  la  fomme  de  tous  les  fuppléments 
■=:l8o^x  n— la  fomme  des  angles  intérieurs  =  180** 
xn  — 1 80*^(^  —  2)  =35o^ 

415.  Si  un  polygone  a  des  andes  rentrants»  la  foninie  de  coup 
les  Aipplémcnts  des  aneles  faîUants  plus  tous  les  angles  rentrants  =  j  6o^ 
•4-  x8o^  pris  autant  de  fois  que  le  polygone  a  d'angles  rentrants. 
*g^.  Car  la  fomme  de  tous  les  fuppléments  des  angles  faillants  dupoly* 
gone  ABCEFI=3^o^  Or  fi  on  fait  un  ;^iglc  rentrant  CDE,  la. 
lomme  des  fuppléments  augmente  de  EC  D-f-  D  EC  ou  de  1 8d» — rain 
glc  rentrant  CDE.  De  même  fi  on  faifoit  un  autre  angle  rentrant 
\  FHI»  la  fomme  des  fuppléments  feroit  3^o<*-f- i8o«  x  i  —  CDE 
—  F  H I.  Donc  en  général  la  fomme  des  fuppléments  des  angles  CùU 
lants  plus  la  fomme  des  angles  rentrants  =  }6o*>  H-autant  de  fois  i,8©« 
que  le  polygone  a  d'angles  rentrants. 

Des  Polygones  Jymmétriques» 

414.  Puifque  les  côtés  oppofés  d'un  polygone  fym- 
métrique  doivent  être  parallèles  &  égaux  ,  il  eft  clair  1^  i 
que  le  nombre  de  ces  côtés  eft  toujcfurs  pair  ;  2%  que  tout 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés  jeft  en  mcmîe 
^emps  fymmétrique. 

Cela  pofé ,  fi  de  chaque  angle  d*un  polygone  fymmétri- 
-^**    que ,  on  mené  des  diagonales  aux  angles  oppofés ,  les  trian- 
^     gles  oppofés  au  fommet,  comme  AFB,DFC  feront 
SJ*    égaux. 

Car  le  côté  Â  B  eft  égal  &  parallele.au  côté  homologue 
DC;donc  l'angle  FDC==:FB  A,  &  l'angIeFCD=« 
FABi  Les  triangles  AFB,  DFC  font  donc  femblables- 
D'ailleurs  ils  ont  un  côté  homologue  égal  de  part  &  d'autre, 
fa  voir  AB,  DC,  Donc  ils  font  éeaux. 

.    Dc-li 


34^ 


:;   .  !b  s  .M  A  T  H  É  M:A  TI-Q  U:fe-*4T  i^f^^ 

,  &e-làilf\iicqueAF=FC,queBF==Fp,&Cf^         ttà^ 
toutes  les  diagonales  ÀC,  DB  ,  &c  ,  fe  coupent  en  deux 
parties  égales  au  même  point  F  qu'on  peur  appeller  i 
caiife  de  cela  le  centre  du  jpolygone  fymmctrique.  Unr  .  ^ 
diagonale  iiuelconque  ÀC  divife  donc-  le  polygone  iym-, .  3  r 
métrique  en  deux  [Parties  égale?  &  femblables,-  puifqu'il 
y  a  dé  paft  &  d'autre  de  cette   diagonab  autant   de 
triangles  égaux  &  femblables. 

c  ^t^^  En  générai  toute  droite  IL  paflànt  par  le  centre 
F  d'un,  polygone  fymmétrique  eft  dtvifée  en  deux  éga-- 
lement  au  point  F ,  Se  partage  le  polygone  en  deux  par» 
âes  égales  &c  femblables^  Cela  fe  prouver  par  l'égalité 
&  la  fimilitude  des  triangles  FIB,  DFL  3c  AlF  ^ 
LCF. 

/  41 5.  De  ces  propriétés  on  peut  déduire  une  manière 
facile  de  décrire  un  pôl/gdne  fymmétrique  d  un  nom-* 
bre  de  côtés  donné,  V eut-on ,,  par  exemple j  décrire  Urt 
polygorne  fymmétrique  de  fix  côtés?  on  mènera  par  le 
point  F,  trois  droites  EFG,  DFB,  AFG  qui  tâflent 
entre  elles  des  angles  quelconques.  On  prendra  enfuite 
FB=:DF,  &  dune  grandeur  arbitraire j  de  mêtne 
AF  =  FC,  EF=eGF,  &:  par  les  points  A,B,G,C, 
D,  E;  ainfi  trouvés ,  on  mènera  A  B ,  B G,  5dc  qui  ferdrtc' 
res  fix  côtés  du  polygone  demandé.  Cela  eft  évident  ^ 
puifque  lesr  triangles"  A  F  B ,  DF C  ayant  deux  côtés  égau3< 
^ûitoûr  d'angles  égaux  ,  doivent  être  ipeaux  &c  fembUr. 
blés.  Donc  AB  eft  égal  &  parallèle  a  DC,   &c. 

Dei  Polygones  réguliers^ 

417.  Tout  polygone  régulier  peut  être  vifcrît  &  cir-\ 
^nfcrit  à  un  cercle. 

Cela  fe   réduit  à  prouver,  qu'il  y  a  au-dedans  de  ce,  ^^, 
polygone  un  point  C  également  ébigné  des  fommetsde. 
tous  les  angles ,  8c  tel  en  même  temps  que  les  perpen- 
diculaires menées  de  ce  ppint  fur  chaque  coté  du  pply;*: 
■'•**■■  ^'     '"  '"         8  ' 
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FIG.    gone  foienc  égales  entre  elles  Se  divifenc  chaque  coté  eti 

3<f.    deux  parties  égales. 

'  Or  fi  on  diviie  en  deux  également  tous  les  angles  A  BD, 
BDF,  ôccy  par  tes  lignes  CB,  CD,  &c,  je  dis  que 
toutes  ces  lignes  fe  rencontreront  au  point  cherché  C.  £a 
effet  les  angles  ABD»  BDF,  &c,  étant  égaux»  leurs 
moitiés  A  B  C ,  CBD ,  CDF ,  C  FD ,  font  égales.  Donc 
tous  les  triangles  ABC.  BCD,  DCF.  &c  ,  font  ifof- 
qeles  Se  femolables.  Mais  les  bafes  AB,  BD,  DF, 
ibot  toutes  c^les.  Donc  ces  triangles  font  ifofceles  >  égaux 
&  femblables.  Donc  AC  sB  C  =CD  =C F,  &c.  Donc 
le  cercle  décrit  du  rayon  C  B  palTe  par  tous  les  fommets 
4es  angles  du  polygone  donne. 

Pour  prouver  maintenant  que  l'on  peut  circonfcrire 
tout  polygone  régulier  à  un  cercle ,  il  faut  faire  voir  que 
,  lès  perpendiculaires  CK»  CL,  CM,  &c  font  égales* 
Or  les  triangles  ACB»  BCD,  &c  étant  ifofceles,  les 
perpendiculaires  CK,  CL,  CM,  &c  divifent  en  deux 
également  les  côtés  fur  lefquels  elles  tombent  (376).  De 
plus,  l'angle  .CBL=sCBK.  Donc  les  triangles  rectan- 
gles CBK,  CBLfont  égaux  &  femblables.  Donc  CK 
=3CL}oii  prouvera  de  même  que  CL=CM=CN 
&c«  Donc  toutes  ces  perpendiculaires  font  égales. 

418.  De-U  il  fuit  que  le  côté  d'un  polygone  quelcon* 
que  régulier  infcrit  dans  un  cercle  eft  la  corde  d'un  arc 

de^-=~,  n  étant  le  nombre  des  côtés  du  polygone.  Ainfi 

le  côté  d^un  triangle  équilatéral  infcrit  ,  eft    la  corde 
d'un  arc  de   I20^. 

On  voit  par  ce  qui  précède ,  qu'il  eft  facile  d'infcrire 
dans  un  cercle  un  polygone  régulier  donné.  Mais  lorf- 
qu'il  s'agit  d'infcrire  dans  un  cercle  donné  im  polygone 
régulier  d'un  nombre  de  côtés  donné,  c'eft  un  problème 
^  que  la  Géométrie  élémentaire  ne  peut  réfoudre  que  dans 
très-peu  de  cas.  Nous  allons  les  expofer  brièvement. 
'  419,  I.  Infcrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  équî- 
iâtcrai.  D'un  point  quelconque  B  pris  fat  la  drconfé- 
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rciîce  donnée,  comme  centre ,  &  du  rayon  B C  >  je  décris  •  fW» 
Tare  ACD  qui  coupe  en  A  &  en  D  la  circonférence j    ^6. 

Ïar  ces  points  A  &  D  ^  |e  mené  A  D  ^  &  prenant  AG , 
)G  égaux  chacun  à  ÂD^  j'aurai  le  triangle  AD  G  qui 
fera  équilatcfaU 

Car  ayant  mené  les  deux  ^cordes  AB  ,  BD  »  les 
triangles  ÂCB  ,  B  C  D  feront  équilatéraux*  Donc  les  an- 
gles ACB,  BCD,  ou  les  arcs  AB,  BD  feront  cba-* 
cun  de  60^  y  Se  par  cdnféquent  Tare  total  A  B  D  fera 
de  I20^  Or  la  corde  de  120""  eft  égale  au  coté  da 
triangle  équitatéraK  Donc ,  Sec. 

420,  Puifque  lare  AB  eft  de  60^,  fa  corde  AB  eft 
le  côté  de  Thexagone  régulier  infcrit.  Or  A  B  s=  C  B» 
Donc  le  côté  de  Vhexagone  régulier  infcrit  ejl  égal  au  rayon^ 

Si  on  divife  l'arc  AB  en  deux  parties  égales  ,  la  cocd« 
delà  moitié  de  cet  arc  fera  le  côté  du  dodécagone  régulier; 
on  peut  donc  par  la  Géométrie  élémenuixe  infcrire  dant 
un  cercle  les  polygones  réguliers  de  3  ^  6 ,  la  »  ^4>  48  » 
&c  côtés. 

41t.  Soit  propoCé  maintenant  de  trouver  rexprelEon  analyttqot 
da  côté  du  triangle  équilatéral. 

A  caufe  du  trungle ifofcek  BAC  la  pcrpetïdiettlaire  AQ  men^e 
da  fommet  A  fur  la  bafe  C  B  dWifcra  cette  bafe  en  deut  paràei 
.{gales  au  point  Q.  Donc  C  Q  eft  la  moitié  de  CB»  Soit  le  rayon 
CBrstf.  OnauraCQ=|û,  &  V'fAC*—  CQ*;  .ott  AQsid  1/  j* 
Ponc  lAQ  ou  le  coté  AD  du  triangle équilatéral  a  pour  expreC* 
€on  analytique  aV  ^^ 

4^2.  IL  Infcrire  un  quarré  dans  un  tercle  donné.        ^% 

Si  on  mené  les  diamètres  A  D ,  B  F  perpendicutaires 
1  an  à  l'autre,  je  dis  qu'ils  couperont  la  circonférence  donnée 
aux  poinrs  A,  B,  D,  F,  par  lefquels  fi  oii  mené  les 
cordes  AB,  BD ,  D  F ,  A  F ,  on  aura  les  quatre  côtés  du 

2 narré  demandé,  puifque  les  arcs  AB,BD,DF,  AF! 
)nt  chacun  de  po^ 
-   413.  Dc-là  il  fuk  que  fi  on  nomme  le  rayon  A  C  ,  <2 ,  on  aura  le 
côté  du  quarré  z;ia^  1-  Car  AC"  -f-  C  F*  s:  AF\  ou  AF»  3  %a\   -        ^ 
414.  ni.  Infcrire  dans  un  cercle  donné  un  décagone  réguficr.        3^« 
Suppofons  que  A  B  Toit  le  côté  cherché  ,  &  menons  les  rayons 
A  C ,  B  C  avec  Ja  ligne  B  £  ^  de  manière  qu*eib  divife  en  deux 
paiement  Tangle  ABC  Cela  pofé,  Pangle  ACB  eft  de  3^M>oac 

Si) 
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riG.    les  anglc.s  ^B  C ,  BAC  font  chacun  it  71».  Or  par  la  fuppoCdoa 

vlo      BE  diviic  en  deux  également  Tangle  ABC.  Donc  Tanglc  ABÊ=s 

'         36«=:  ACB.  Le  triangle  ABE  cit  donc  ifofcelc  &  fembfablc  au 

triangle  ACB.  Donc  A  E  :  A  B  :  :  AB  :  A  C ;  mais  Tanglc  EBC  =3 1 

ABC=3^*  =  ACB.  Donc  le  triangle  BCB  cft  ifofcelc.  Donc  EB 

X)u  AB  =  ÊC,  &AE:EC::E€:AC.  Donc  ^  on  divife  le  rayoa 

AC  ^«  moyenne  &  extrême  raifon  au  point,  E ,  le  plus  grand  fcgmcnc 

ic  fera  égal  au  côté  A  B  du  décagone  régulier.  ^ 

415.  IV.  Infcrirc  dans  un  cercle  un  Pentidicagone  régulier ,  oU 

39*    un  polygone  régulier  de  quinze  côtés. 

*On  prendra  d'abord  A  B  égal  au  rayon  AC  ,  c*eft-à-dire  l'arc  ADB 
de  60^  ;  enfuite  on  fera  AD  égal  au  côté  du  décagone ,  &  la  corde 
DB  menée  par  les  extrémités  des  deux  arcs  AB,  AD  fera  le  côté 
du  pentédécaeone  cherché.  Car  l'arc  A  DB= J  de  la  circonférence  ,  & 
J'arc  AD  =  -ï^de  cette  même  circonférence.  Or  ^ — 7T=="ït>  d'où  il 
eflf  aifé  d'infcrire  dans  un  cercle  les  polygones  de  50,  60^  iio,  &c 
côtés. 

*  426^»  Lorfqu'on  voudra  circonfcrire  à  un  cercle  donné 
un  polygone  régulier ,  on  commencera  par  infcrire  dans 
ce  cercle  un  polygone  d'un  égal  nombre  de  côtés.  Cela 
^O.  fait ,  du  centre  C  on  abaiflera  fur  chaque  côté  y  comme 
AD  ^  une  perpen4iculaire  CB.  Enfuite  parle  point  B» 
on  fera  palfer  la  tangente  EfiF  qui  rencontrera  en  E, 
&.F  les  rayons  CA,  CD  prolongés j  &  on  aura  EF, 
pour  Tvindes  côtés  du  polygone  chetché.  On  fera  la  même 
chofe  pour  les  autres  côtés  F  G,  GH,  &c,  &  par-U  le 
polygone  cherché  fe  trouvera  décrit. 

On  voit  en  effet ,  que  les  triangles  E  C  B ,  F  C  B , 
f  CM,  MCG,  &c,  font  tous  égaux  entre  eux.  Donc 
^.  EF=FG  =  GH,  &c,  &  EB=BF=|EF  =  FM 
&c.  Donc  le  cercle  donné  touche  chaque  côté  du  polygone 
ËFGH  &c  par  le  milieu.  Ce  polygone  eft  donc  cir-* 
çonfcrit  au  cercle  donné. 

4x7.  Si  on  veut  avoir  Texprefllon  du  coté  d*un  polygone  circonf- 

^    critj  on  nomntera  CA,  â,  le  côté  AD  d'un  polygone  d'un  même 

nombre  de  côtés  infcrit= ^,  &  on  aura  AQ  =  |  ^,  QC=  ^ (aa-^^hb)  , 

&  àcaufc  des  triangles  fcmbkbles  C  AQ,  CEB,  Q,C(\/^aa^\hb)i 

'^  '    AQ  Ci *;  :  :  CB  (a)  lEB. Donc  2EB  ouïe  côté  chercher:      ^"^^      =-' 

yij^aa'bh) 
tF. 
-  4zS<  On  peut  déduire  de  la  forxnule  précédente ,  i  *•  Que  le  côté  du 
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auarré  cîrconfcrit=r  xa  »  ce  qui  i'dllcurs  cft  évidem.  %•.  Que  It  côté   FIO., 

dur  triangle  équilatéral  circonfcrit  sa  x  a  ^/ j  =  le  doablc  du  côté 

du  triangle  éqoilatéral  infcric.  40. 

Dts  Lignes  proportionella. 

'42p.  LoRSQîj'uNE  première  ligne  cft  â  une  féconde; 
comme  une  troifieme  eft  à  une  quatrième  ^  ces  lignes  fonc 
proponionelle^  entre  elles. 

Si  la  première  eft  à  la  féconde  ,  comme  la  quatrième  ik 
la  troifieme,  les  deux  premières  font  réciproquement  pra-      :  / 
ponîonelles  aux  deux  autres. 

Dans  lun  &  dans  Taucre  cas,  celles -U  font  réciproques 
aux  deux  autres ,  qui  font  les  extrêmes  d'une  proportion 
dont  les  deux  autres  font  les  moyens» 
.  Si  la  première  eft  à  la  féconde-,  comme  la  féconde  à  la 
troifieme ,  oti  a  une  proportion  continue  dont  la  féconde 
^gtïQ  e(k  moyene  proportionelle. 

Cette  proportion  continue  devient  une  progreflîon  ^  lorf- 
que  la  première  ligne  eft  à  la  féconde  ,-  comme  la  féconde 
à  ja  troifieme ,  comme  celle-ci  à  la  quatrième  »  &:  ainft 
de  fuite. 

En  général  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  dé- 
montrées fur  les  quantités  proportionelles ,  conviennehc 
aux  lignes  qui  ont  entre  elles  ce  rapport.  Au  cefte,  il 
ne  s*agit  ici  que  de  proportions  &  progreffions  géomé- 
triques y  Se  c'eft  la  partie  la  plus  efiTentielle  dei  Eléments 
de  Géométrie.  .  i 

4.3  o.  Suppofons  d'abord  que  fut  la  droite  A  B  on  prenne  a  i  * 
des  parties  égales  AD,  DG,  GI&c,  &  que  Ton  mené 
les  parallèles  DF,  GH,  IK.  &c,  fur  k  droite  AC; 
il  eft  clair  que  les  parties  A  F,  FH,  HK,  de  cette 
4roite  feront  égales  entre  elles  ;  car  fi  on  mené  parallè- 
lement à  AC  les  lignes  DE>  GR,  IS,  les  triangles 
ADF,  DGE,  Glil  feront  égaux:  Donc  AF=DE 
.=  GR  =  FH=HK  =  &c. 

On  attça  donc  AD  :  AF::DG:  FH:  :  GliHK-,  & 

'  *  S  iij   ' 
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fIG«  par  conféqaenc  AP^  fomme  de  tous  les  antécédents; 
eft  à  Â  Q9  fomme  de  tous  les  conféquents  (241) ,  comme 
un  feul  antécédent  AD  eft  à  fon  conféquent  AF;  & 
comme  un  nombre  quelconque  de  parties  de  A  B  eft  au 
même  nombre  de  parties  de  A  G  5^  par  exemple  :  :  AG  : 
AH:2AI:AK::Dl;FK,  &c. 

^a»  43  l-  Donc  l®,  Si  deux  droites  A  E ,  A  D  font  coupées 
par  deux  ou  par  un  plus  grand  nombre, de  parallèles  £D ,  C  B  » 
leurs  parties  CE  ,  BD Jerontproportionelles  aux  lignes  en* 
tieres  AE,  AD. 

43*  43^*  ^""^  ^^  ^^^^  triangles  ABC^a^c  font  fembla* 
blés ,  tous  leurs  côtés  homologues  font  proportionels. 

Car  fx  Tangle  Bs^b  ^Scfx  on  prend  fur  A  fi  la  partie 
D  B  égalç  au  côté  homologue  ab  ^en  menant  D  F  paraU 
léle  à  AC,  le  triangle BDF  fera  égal  au  triangle  abc^ 
Or  AB;BC;5BD:BF*Donc  AB;  BC  ::  ^4  :  Ar. 
On  prouvera  de  même  que  AB  lACxiabiaCy  Sç  que 
A  C  ;  C  B  ;  :  a c: c ^.  Donc  les  triangles  JlmblaJ^les  ont  tout 
leurs  c&tés  homologues  proportionels. 

43 3 <  Réciproquement»  iî  les  deux  ttiangles  ABC» 
^bc  ont  tous  leurs  côtés  homologues  propordonels ,  je, 
dis  qu'ils  feront  femblables. 

Pour  le  prouver,  prenons  fur  AB  la  partie  DB  égale 
au  côté  homologue  ab  t  Se  menons  D  F  parallèle  à  A  C. 
Le  triangle  BDF  fera  femblable au  triangle  ABC.  Donc 
AB;  B  D:  :  AC  :  DF:  :  CB;  B  F.  Mais  par  la  fuppofition 
Al3:^*oi|DB::AC:flc::BC:*ciDoncDF=tfc» 
Se  BF=*èc.  Le  triangle  BDF  eft  donc  égal  &  fem- 
blable au  triangle  abc -^  Se  puifque  le  premier  eft  fem-* 
blaWe  à  ABCi  le  fécond  J*eft  auffi. 

4S4«  5i  deux  maagfcs  ABC,  ahcy  ont  un  an^e égal  B ,£& les 
côtés  autour  de  cet  angle  proponionels  ^  je  dis  «ju'Us  fcvoot  fembta- 

Soit  encore prîsBD=;a^,  &on  aura  AB  :  BC  ::  ai:  ^c::  BDock 
âh  :BF,  Donc  Bf  =  ^ç;  de  même  DF  =  tf<:.  Le  triâBglc  ahc  eft 
donc  éga!  &  femblabie  au  triangle  BDF,  &  ,par  contequenr  fcnv; 
blable  au  triangle  ABC.  On  prouvera  de  même  que  fi  les  manglei 
ABC,  âÀc  ont  un  angle  égal,  Brs^,  &  deux  autres  côtés  homolo- 
gaes  aBj^AC,  ^4^,«ç  f rof onionels ^ ils  feroo»  femblables^ 


B  E    M  A  T  H  i  MA  T  I  (^  U  B  ft  Ajf 

La.  propriété  des  triangles  feaibiables  que  nous  venons   ^Glf 
j^expofer  »  eft  un  principe  fondamental  de  la  Géoméctiel 
En  voici  deux  applications* 

4;5'.  Le  point  B  étant  (îippofé  inacce/fiblej  on  de-    44^ 
mande  la  dillance  de  ce  point  au  point  D.  ^ 

Du  point  D  ayant  vife  le  point  fi,  on  marquera  fur 
le  rayon  vifuel  BD  un  point  quelconque  G ,  &  on  conf* 
traira  fur  le  terrein  le  triangle  A  CD  donc  on  mefurera 
étalement  les  trois  côtés ^  cela  fait»  d'un  point <qureIcoa«f 
que  C  de  la  bafe  AD,  on  viferade  nouveau  l'objet B^ 
&  on  obfervera  le  point  £  où  le  rayon  vifuel  B  C  coupe 
le  coté  A  G;  la  diftance  E  G  étant  mefurée ,  voici  com^ 
ment  on  trouvera  la  diftance  inconnue  BD  qae  j'ap- 
pelle X. 

SoirEFpitalléleiAD,foitAD=«tf...AG=»*.*t 
GDs=c..CD=si.  •  •EG=/.  A  caufe  des  triangles 
femblables  AGD,  GEF,  on  aura  AG:  EG::ADi 

EF  =  ^::GD:GF  =  ^.DoïicBF=BD— FD=a 

BD  — CGD— GF;==rBD+GF^GD=:;tf4.^~c. 
Or  à  caufe  des  triangles  femblables  BEF^BCD,  on 
a  BD:CD::BF:EF,ouaftd::;tf-»-^-c:^;  donc 

-Y-=  ir  -H  -j^  —  c  a  j  &  par  confcquent  x=  cd.  jyf- 

Il  n'y  a  donc  qu'à  fub(lituer  les  valeurs  dans  cette  for-» 
mule» 

455.  La  Règle  de  double  fauflfe  pofition  peut  fe  dé- 
montrer auffi  par  les  triangles  femblables  :  car  foit  repré« 
fente  par  A  C  =  tf  le  premier  nombre  fuppofé  :  (bit  A  B  ^y^ 
s^le  fécond  nombre.  Si  le  nombre  cherché  eft  entre  ces 
deux-là  »  on  pourra  le  repréfenrer  par  AP  =4r,  &fttp« 
pofant  une  droite  indéfinie  £G  qui  paife  par  le  point 
P  &  qui  fafTe  avec  A  C  un  angle  aigu  quelconque  »  on 
aura  C  D  3=  ^  pour  marquer  l'écart  de  ces  deux  lignes- 
dans  la  première  fuppoficion  :  ainû  CD  exprimera  U 

S  iv 
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*K5.   pretnief6  értèùr.  Se  BE  sa  jd  exprimera  la  fôcôrtde/ 
IJ*  ^ .    Or  les  triangles  BP  E  &  C  P I)  font  fembkbles  i  donc 
BP:BE:;CP:CP,  ou  x -^b:  d:  i  à—  xi c;  ce  qm 

*  "  '     donne  ex  —■  i  c  s=s  ad-^d  x^Sc  x  ss=z, — —r-^  formalc 

C'ra 

çxaftement  la  même  que  celle  que  îiôu^  avons  trouvce^ 
(23  8>  5  pour  le  cas  où  les  erreurs  ont  des  ÎGgnes  contraires* 
•    Si  les  deux  quantités  fuppofces'  eûlTent  été  moindres 
iqûe  AP,  telles,  par  exemple  ,  que  AI  &  AB,  ort 
«ôt  tro^ve  deux  erreurs  de  même  figne ,  &  la  formule 
qui  Convient  à  ce  ças-là.  On  trouve  avec  la  même  fa- 
cilité la  côrreâion  indiquée  {26c).' 
-  437,  De  la  propriété  des  triangles  femWables  il  fuît, 
'a6     ^"^  ^  ^^  divife  un  angle  quelconque  A  d'un  triangle 
*  ^    A  B  C  en  deux   parties  égales  par  la  droite  AD ,  les 
Cotés  AB  &AC  feront  prèportionels  ^xutfegmentsBD 
&  DC- 

.    CarfoitBF  parallèle  à  AD  &  qui  r^coatre  en  F  W 
tfcté  A  C  prolongé  ,  on  aura  B  D  :  D  C  :  :  F  A  :  A  C.  Or 
l'angle  DAÇ=?DA  B=s AfiF^B^G.  Donc  le  triaa* 
gle    FAB  eft  ifofcele,  &'par  conféquent  FA=AB* 
Donc  BD:DC::BA:  ÀC      ' 

.43  8*  Il  fuit  auili  que  Içs  parti'ds  de  deux  droites  qui  fq 
coupent  entre  parallèles  3j  font  proportiouelîes.  Voyé^  les 
Fig,  3.4&  ^y.  ...... 

iy.     *   439'  Si  du  fommet  de  l^angte  droit  À  d*un  triangle 
tedangle  BAC  on  abalflTft  fiu  Thypoténufe  BC  la  per-' 
pendiculaire  A  D  ,  il  en  réfultera  que  les  triangles  B  AD>: 
ADC  &tont  femblables  entré  eux  .Sciix  xriaugb  total 
BAC.  .  :  . 

;   Il  en  réfultera  auflS-  que»  U  perpendieuldirQ  AD  fer0 
moyene  proportionelU  mtrc  les  fagmtnts  B  D  ,  D  C. 

It  en  céfultera  enfin-  que.  ctiaque  coté  AB*  ou  AC 

,  du  triangle  redtangle  B,  AC  fera  moyen  proportionel  entre 

l'hyppténufe  entière  BC  &  le.  feg.ment  adjûoem  à  ce  cèté  v 

ç'eft-à-dixe  qu'on  auta  B  C  î  A  B  ;  ;  A  B  ;  BD  ^  &  BC  t; 

ACi;AC;DG..       v.  :    .  _ 
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V.  Le  triangle  rcdangle  BAD  a  pn  angle  aigu  B   Fisi 
commun  avec  Je  triangle  reâangle  BAC.  Donc  fl  lui    '/* 
eft  femblable.  Le  triangle  redangle  ADC  a  auffi  un 
angle  aiga  C  commun  avec  le  triangle  B  A  C  ;  il  lui 
eft'donc  femblable  auffi.  Or  ideux  triangles  femblables  à 
un  même  triangle  ,  font  femblables  entre  eux.  Donc ,  &c. 
,   U^.    De  la  fimilîtude  des  triangles  BAD,  ADC, 
QndcduitBD:AD::AD;DC.DoncAD*  =  BDx   • 
DC.^ 

nr.  A  caufedes  triangles  femblables  BAD,  BACn^ 
pnii  B  P  :  B  A  :  :  B  A  :  B  C  ,  &  par.  la  même  raifon  les 
triangles  BAC,  ADC  donnent  D  C  :  A  C  :  :  AC:  BC» 

Or  de  ces  deux  dernières  proportions ,  on  tire  A  C  =« 
DCxBC,&BA^  =  ÈDxBCDoncBA'  +  AC*=s    ; 
tDC-HRD)xBC=BCxBC=:BC\ 

4.40.  Et  par  conféquent  dans  tout  triangle  reSangte 
le  tjiuarré  de  Vhypoténufe  eji  égal  à  la  fomme  des  quarrés 
4es  deux  autres  côtés:  proposition  célçbre  par  fa  grande 
utilité.  Elle  eft  la  quarante^feptieme  du  premier  Livre 
d*Euclide.  ^ 

441.  Soir  le  côté  AB?=^  ,  AC==:J,   BC=c^ 
on  aura  c*==a*-+-i*,,  doù  il  fuit  que  deux  quelcon-. 
ques  des  côt^s  d'un,  t-riapgle  redangle  .étant  connus ,  le* 
rroifiemeTeft  immédiatement.  Ainfi  cs=  ^Z"  (a*  -+•  A^) . .  ^ 
i  =  ^  (  c»  —  rt*  ) . . .  azs=i  y^  (  c'.-**  ^t  )•  Si  ^  =*  * ,  on  a 
c= a  |/'2,  Or  dans  ce  cas  B  C  eft  la  diagonale  du  quatre   48» 
ABCD  dont  le. côté  AB=^.  Donc  la  diagonale  eji 
incommenfurable  avec  le  côté  du  quarré. 
;  442.  De  ce  qui  précède  ,  on  peut  conclure  que  fi  du 
fommet  A   d'un  ttiangle  quelconque  ABC  on  abailï^    49^ 
fur  la  bafe  BC  la. perpendiculaire  AD,  on  aura  cette 
proportion  :  la  bafe  B  C  eft  à  Ja  fomme  A  C  -f-  A  B  dt^- 
deux  autres  côtés,  comme  leur  diiOférence  A  C  —  AB 
eft  à  la  fomme  ou  i  la''  différence  DC  ±  D  B  des  feg- 
nients  DC,BD.  (On  doit  prendre  la  fomme  des  feg-î 
ments  loxfquc  cette  perpendiculaire  tombe  en  dehors  du^ 
uiangle).  .     .  .    . 
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?ïG.       arAB*~DB*=AD*=5AC'— DC\DoikAC*— 
4P-    AB*  =  DC*  —  DB*  ;  d'où  l'on  tire  BC  :  AC  -h  AB  :  s 

AC— -ABrDCdbDB. 

Des  Lignes  proporUonelUs  cûnjîdérées  dans^  U  Cercle* 

443.  Si  Hun  point  quelconque  M  pris  fur  la  demî^cir-^ 
CQ  ^^f^^^^^  AMB,  on  mené  la  perpendiculaire  M?  far  le 
^  *  diamètre  AB ,  cette  perpendiculaire  fera  toujours  moyenc 

prpportiontUe  entre  la  deux  fegmenu  ou  ahfcijfes  AP  »  PB  ; 
enlorte  que  Ton  aura  toujours  P  M*  ï=  A  P  x  P  B. 

Car  fi  on  mené  AM  &  MB  »  le  triangle  AMB  fer« 
re£langle.  Donc  M  P"^  =  A  P  x  P  B.  On  a  auffi  le  quatre 
AM*  delacordeAM,  =  APxAB. 

444.  Soit  le  diamètre  A  B  =  ^  4  ,  rabfcifle  A  P  =»  jr  ; 
ce  qui  donne  2tf — x  pour  l'autre  abfciflTe  B  P.  Soit  la 
perpendiculaire  onVordonnée  PM=s=^,  &  nous  aurons  géné- 
ralement^ jr=s  (  2  a  -«-  AT)  or  =3  2ax  —  xx'^  équation  fon- 
damentale que  nous  retrouverons  fouvent  »  &  qui  exprime 
la  propriété  fi  connue  du  cetcle ,  d'avoir  toujours  le  quatre 
de  chacune  de  fes  ordonnées  égal  au  produit  àt%  abC* 
ciflès  correfpondantes.  On  Tappelie  à  caule  de  cela  Yéqua* 
tion  du  cercle. 

Si  on  cfit  fait  PCstsaf,  c'cft-à-dîre,  fi  on  eût  mis  V origine  Aes 
abioflès  aQ  centre  lu  cercle,  alors  en  eût  trouvé  par  le  triangle 
reâangle  CPM,  ré({uaô<m  yy^sAaa^^xXy  laquelle  exprime  la 
Htéme  propriété  da  cercle. 

Et  fi  au  lieu  d'appeller  itf  le  diaraetre,  on  l'appelloît  a,  les  deux 
éqoatbns  précédentes  dcvîendroîent  yytszax^^xx ^  ^  yyz=z\aa 
—  **;  ce  qui  rcvîendrcwt  toujours  au  même. 

44  j.  Imaginons  maintenant  la  tangente  M  T ,  ^  prolongeons  Taxe 
. .  A  B  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  cette  tangente  au  point  T ,  la  ligne  P  T 
eft  ce  qu'on  appelle  h.foatqngenu* 

Pour  en  trouver  rcxpreffion  ,  rappelions -nous  que  !e  triangle 
CMTeft  reaangle  en  M.  On  a  donc  TPxPCssPM».  Donc  PT 

s=:—--^SoitCV=ix,  Se  on  aura  PT  = .Donc  PT+ 

CP  .  X 

.     CP=CT=— .Ce  quf  donne  cette  ptt)pordon,  CP:CA  ::CAî 

CT,  Don  il  eft  Facile  de'  connoître  le  point  T,  &  par  conféqucfit 
de  mener  la  tcngcntc  TM,  le  point  M  étant  donne. 
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[  Vent-on  maintenant  avoir  rcxprciEon  de  la  tangente  T  M I  Le  trian-  FIG. 
McTMCrcaangIecnMdonneraTM  =  /'CCT*  — CMV=x..«     r^ 

i    44.6^.  Si  deux  corda  fe  coupent  dans  un  cercle ,  leurs    ' 
^rties feront  réciproquerhentproportiondles^  c'eft-i-dire  qu'on    r  t  • 
raaraCF:AF::FB:ïï'D,ouCFxFD  =  AFxFB:  .     * 

Car  fi  on   mené  AC,BD,  les   triangles  ACF^ 
;  F  B  D  feront  femblables ,  puifque  l'angle  C  FA  =  D  F  B  ^ 

&  que  l'angle  CDB=CaB*  Donc  CF:AF::FB: 
FD. 

447.  Par-là  on  peut  réfoudre  les  deux  problèmes  fuîvants. 
1.  Mener  par  le  point  donné  A  la  corae  BAD  de  manière  que' 
AD  foit  à  AB  ::m:n. 

Par  le  p^nt  A  8c  par  le  point  C  je  mené  d'abord  le  diamètre  F  G  ;: 
puis  je  remarque  que  le  point  A  étant  donné,  on  connoit  Cz  dif- 
tancc  AC  au  centre  C.  Soit  donc  ACssA,  CF:=rf,  ADsexx^^ 

fix  nx^ 

k  on  aura  AB=:—  ,  BAxADs  —  s='fAxAG  =  aa^ih^ 
m  m 


ya; 


Donc  fi  du  point  A  comme  centre  &  d'un  rayon  y^  [—  (aw-^-Hj] 

fi  •  's      - 

on  décrit  un  arc  de  cercle ,  cet  arc  coupera  la  circonférence  en  un  - 

point  D  par  lequel  &  par  le  point  A  u  on  mené  D  A  B  4  elle  fera 
u  corde  demandée. 

II.  Par  le  point  A  mener  la  corde  BAD  égale  à  une  droite  donnée 
c.  En  gardant  les  mêmes  dénominations,  on  aura  AB=c-Ar,  & 
AhxADzzcx'Xxts^a-iù,  D'où  Ton  tire  AD  ou  x  =  ^c-**v^ 
(icc^èi^aa),  6c  AB^i^c-V  (icc-hii—aa). 

448.  Si  du  même  point  B  pris  hors  la  circonféc^actc 
d'an  cercle  on  mené  l«s  deux  lecantes  A  B ,  A  C  ,  l&urs 
parties  extérieures  AD,  A E  feront  réciproquement  pro^  5*3 • 
portiomUes  aux  fécdntes  entières -j  en  forte  que  l'on  aura 
AD;AE::AC:AB.  Car  C\  onmeneBE,  DC,  les 
triangles  A  B  E ,  A  D  C  feront  femblables  ,  ayant,  outirÉj 
1  angle  commun  A ,  les  angles  D  B  E ,  D  C  £  égaux.  D<jaic 
AD:AE::AC:AB-  Donc  ADxAB^AExAC^ 

44p.  Si  l'une  des  fécantes  devient  la  tangente  A  M/        « 
cette  tangente  fera  moyene  proponionelle  encre  la  fç-  ^^ 
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^       caote  endere  A  B  &  fa  partie  extérieure  A  D. 

Mr  Car  fi  on  mené  MD,  MB,  les  triangles  A  MU,' 
AMB  feront  femblables,  puifqu'outre  l'angle  commua 
A,  les  angles  AMD  ,  ABM  font  égaux,  ayant  cbcim 
pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  M  D.  Donc  A  D  :  AM:^ 
AM:  AB,  &  AM*  =  ADxAB.  Donc  les, deax  tan. 
gentes  A  M ,  A  N  menées  dii  même  point  A  font  égales. 
4f  o.  Si  quatre  cordes  forment  un  quadrilatère  infcrit ,  k  prodo^ 
des  deux  dî;^onales  B  D  ^  A  C  fera  égal  à  la  fommc  des  dcuxprochritt 

Si*    de  chaque  côté  par  le  côté  oppofë ,  c*eft*a-dire  qu'on  aura  AC  x  B  D :3 
BCx  AD-f-ABxCD. 

Menons  DE  de  manière  que  l'aàçle  ADE=:BDC,  les  triangles 
A  E  D,  B  C  D  feront  femblables ,  puîfqac  par  la  fuppofîtion  A  D  E  is 
BDC„  &queranglcDAE  =  DBC.Donc  BD  :  BC  :  :  AD:  AEs 
gCxAD^  ^^  j^  triangles  B  A  D ,  E  DC  font  auffi  fcmblabte ,  paif- 
qaeABD=ACD,&:que  ADB  =  CDECcarADB=:ADE-BDEs 
BDC— BDE  =  C  D  £>  Donc  BD  :  A  B  :  :  CD  :  C  E  =  — j^* 

ABxCD-f-BC  X  AD »  u     jr* 

Ponc  AE  +  CE==AC= -— — --^~ 

BD 
ACxBD  =  ABxCD-4.BCxAD. 
4^1.  Pour  faire  quelque  application  de  cette  propriété,  (oient  les 
56.     deux  arcs  A  C ,  C  B ,  &  ajrant  mené  A  B  ,  propofons-nous  it  trouver 
une  équation  générale  qui  exprime  le  rapport  qu'il  y  a  entre  A  t,- 
CB,  AB  &  le  rayon  du  cercle.  . 

Je  mené  par  le  point  C  le  diamètre  CD  &  les  cordes  A  D ,  l^Bye 
nomme  enfuitc  CDCza) ,  AC  (B) ,  CB  (c),  AB  (d)y  ceU  ç«» 
k  quadrilatère  infcrit  AC  B  D  donne  iad  =  CBx  A  D-f-  ACxBi^- 
ot  AD=>^rCD»- ACM,&  BDzsV'CCD'  — CBy.Iw°; 
2iirf=c^  (^4  tf»  --^t^  -H^  V  (^4  il*  — c»;,  équation  générale  p«^ 
fc  moyen  de  laquelle  on  peut  réfoudre  les  problèmes  f*^^^*"^!! 
I.  Étant  donnée  la  corde  AC  d*un  arc,  trouver  la  corde  a 
'         du  double  de  cet  arc. 

On  a  dans  ce  cas  &=sc.  Donc  <£=  AB=— |/C4<**— **^* 

IL  Eunt  donnée  la  corde  AB  d*un  arc,  trouver  la  corde  A 
la  moitié  de  cet  arc. 
Soit  X  la  corde  cherchée  A  C  ,  &  on  aura  adszx  j/('4  ^*  "^  ' '* 

Donc  X  nj/iâ»  -1/^4^4 -û^^^sj/"  (à»-  -^{ad)'  V(  ^*  "^  ^^' . 
'  III.  Etant  données  les  cordes  A  C ,  C  B  de  deux  arcs,  troutcr  M 
corde  A  B  d'un  arc  ACB  égal  .à  leur  fommc. 
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TV.  Etant  données  les  cordes  AB,  AC  de  deux  arcs,  tromret  I4 

cde  CB  d'un  arc  égal  à  leur  difTérence. 

«Sok  CB  =  c=:xy  on  aura  xtf^=xv' f  4a*-*  5»^4.  ^1/(^44* _«^^ 

JD'où  Ton  mz  x^^V  Ua}  —  h'')^L  V  (^a'^-^d'). 

^  V.  Btant  donnés  trois  points  A  «  C  ,  B  ,  trourer  le  rayon  da  cer« 

Ick  qui  paiTeroit  par  ces  trois  points. 

"^  En  regardant â  comme rùicoonue  dansréquation  ij</=  c  1/  (^^-i^j 

h  c  d 
^i|/f4tf*  — tf*),  on  trouve  11=-— -r  -  «     * 

K4  ^*  1^»  —  f  i^»-t-  c» — i»;.\ 

Si  le  triangle  A  B  C  cft  redangle ,  on  a  ^  =  |  ^.  Donc  le  centre 
ilu  cercle  tombe  alors  au  milieu  de  A  B  j  ce  qui  d^aiUcurs  eft  éTÎdenc 

Solutions  de  qudques  frobtimes/ur  Us  lignes  froportionelUs.       1 

4  J2. 1.  Etant  données  trois  droites  Hyb^Cy  trouver  une    ^74 

quatrième  proportionelle  — • 

.  Ayant  mené  deux  droites  A  D ,  A  E  qui  fafleht  entre 
elles  un  angle  quelconque ,  je  prends  fur  A  D  la  panie 
AB=tf ,  &  AD  =  c,  je  prends  eiifuite  fur  AE  la 
ligne  AC  =  t,  &  ayant  menéCB,  je  tireDE  paral- 
lèle à  CB  .  Cela  pofé ,  je  dis  que  A  £  eft  la  quatrième 
{»rbporrioneIle  demandée. 
Car  les  triangles  AC  B ,  A  ED  font  femblables.  Donc 

AB:AC:;AD  ;  AE  =  — .  On  eût  trouvé  la  même 

a  .     .i 

chofe  par  l*interfeâion  de  deux  droites  entre  parallèles» 

S'il  falloir  trouver  une  troifieme  proportionelle  à  deux 
droites  données  aScb  ^il  eft  évident  que  la  conftruction 
feoit  toujours  la  même.  Il  faudroit  feulement  prendre 
AD  =  AC. 

45*3.  IL  Trouver  entre  deux  droites  aScb  une  moyene    j8; 
proportionelle  l/^ab. 

-  Ayant  mené  *la  ligne  indéfinie  A  P  B  ^  je  prends  fur 
cette  ligne  là  partie  A  P=ii,  BP:=3&  &  je  décris  une 
demi- circonférence  fur  le  diamàtre  AB.   Gela  pofé  ^ 
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ne.  il  eft  ckk  que  la  perpendiculaire  PM  menée  parie  p<»nt 
.  À  de  divifîon  P  fera  la  moyene  propordonelle  demandée. 
^^-   Car  PM*t=APxPB. 

S 9'        4^4*  I^I-  Divifer  une  droite  donnée  a  de  la  même  manière 
qu'une  aucre  droite  AB  eft  divifée. 

Far  Tune  des  extrémités  A  de  la  droite  A  B  je  mené  A  C 
égale  à  la  droite  donnée  a  &  qui  faiTe  avec  A  B  un  angle 
quelconque.  Enfuite ,  je  tire  C  B ,  &  des  points  de  di* 
vifion  I ,  F ,  D  de  la  ligne  A  B ,  je  mené  parallèlement 
à  CB  les  lignes  DE,  FG,  IH  qui  diviferont  AC 
de  la  même  manière  que  la  droite  AB  efl:  divifée.  Car 
les  lignes  BC»  DE,  FG,  IH  étant  parallèles ,  on  a 
ÀB:AC::AI:AH::IF:HG::FD:GE::DB:EC. 
6o.  ^SS-  IV*  Divifer  une  droite  A  B  en  un  nombre  quel- 
conque n  de  parties  i%^les. 
t,  '\  Par  le  point  A  on  làenera  la  ligne  indéfinie  A  C  fut 
laquelle  ayant  pris  un  nombre  n  de  parties  égales  de 
telle  grandeur  que  Ton  voudra  AE,  EG,&c..é.LC, 
on  mènera  par  Textrémité  C  Se  par  le  point  B  la  ligne 
CB.  Cela  pofé,  les  lignes  LK,  IH,  &c,  parallèles  à 
CB  diviferont  la  li^ne  A  B  en  un  nombre  n  de  por- 
tions égales.  Car  AB:AC::  AD:AE::DF:EG.; 

FH:GI,5rc.OrAE  =  EG  =  GI=IL=^AC. 
Donc  AD=DF=FH=-ï-AB. 

rt 

'éi.  45^^'  V*  "^^^îf®"^  "^  droite  donnée  A  B  en  moym 
Gf  extrême  raifoni  c*eft-à-dire ,  de  manière  que  le  plus 
grand  fôgment  F  B  foit  moyen  proporôonel  entre  la  ligne 
entière  AB  &  le  plus  petit  fegment  A  F. 

Par  l'extrémité  A  de  la  ligne  A  B  élevez  la  perpen« 
diculaire  A  C  =7  A  B ,  &  ayant  mené  C  B,  prenez  FB=a 
CB-— *AC^  la  ligne  AB  fera  divifée  en  moyene  Se 
extrême  raifon  au  point  F.  : 

CarCB'ouFB*-HaACxFB-+-AC-=AC'+ 
AB\  Donc  FB*«=AB*— 2ACxFB  =  AB'-* 
AB)cFB«ABxAF.DoncAB;FB::FB:AF. 
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ConfiruSion  géoittàriqut  des  Equations  déterminéa 
du  premier  fr  du  fécond  degré. 

Parmi  les  déccmveites  qui  ont  rendu  Ddcartcs  fi  célèbre  ,  il  ii*ea 
^  point  qui  ait  plus  comribué  aui  progrès  des  Mathématiques,  que 
celle  de  rapplication  de  1* Algèbre  a  la  Géométrie.  Les  conftmâioni 
géométriques  font  pactic  de  cette  applicadon^  tû^n  nou9  imus  botno^ 
tons  ici  à  celles  des  équations  du  premier  &:  du  fécond  degré. 

457.  Conftruîre  géométriquement  une  équation,  c*eft  trouver  ca 
fignes  les  valeurs  de  l'inconnue. 

Si  l'équation  n*cA.  que  linéaire ^  ou  du  premier  degré,  on  itétet'* 
minera  tiMijours  la  vakur  de  l'inconnue  par  la  feule  interfe^oa 
des  lignes  droites. 

Si  réquation  di  quadratique  ,  ou  du  (ècond  degré  ,  auquel  cas  Tin- 
connue  doit  ayoir  deux  valeurs ,  on  les  trouvera  par.  i'inter(èâioa 
de  la  circonférence  du  cercle   avec  une  ligne  droite* 

Maïs,  fi  réquation  à  conftruire  eft  plus  élevée ,  il  faut  alors  Ce  {ervir 
de  (Uffi^rentes  courbes  dont  le  choix  Se  l'ufage  entraînent  beaucoup  de 
difficultés.  Cdle  de  les  décrire  exad^ment,  eft  fi  grande  que  les 
réfukats  donnent  des  racines  bien  moins  approchées,  que  ceux  des 
Ai^thodes  purement  algébriques* 

45s.  Si  on  a  -Y-==x»  on  prendra  (4^1)  une  quatrième  propor- 
b 

donelle  à  ^,  <r ,  c ,  &  on  aura  la  valeur  de  ;c.  Si  on  a  x  =:  — - — ,  01^ 

de 

prendra  m  =2  — ,  enfuite  n  =  —  ,  &  on  aura  n  =rx.  De   même 

d  e 

— —  (c  conftruit  en  prenant  une  Ugne  mas  —  ,  enfuite  une  ligne  ». 
s=:  -rr-  s   &  on  a  »  =  ,  Sc  ainfi  des  autres.  Ce  feroit  la  m£me 

:     fg  tfg 

«ofc,  fi  on  avoît  à  conftruire  -^   t-  .  -7-    ^^* 

45p.  Mais  fi  on  a  une  fraâion  à  conftruire  dont  le  numérateur  foie 

-     g  •  ahc^ccd-^ninp  .   ,  ,       . 

Mnplexe ,  comme         n  ,  on  prendra ,  par  ce  qui  pré- 

rq 

cède,  une  ligne  ^= ,  une  ligne  /  = ,  enfin  une  ligne  / 

rq  .     rq 

«s  •*-^,  &  en  ajoutant  Xr  «  f ,  /,  on  aura  une  ligne  égale  à  la  fraâion 

propotée. 
,^^0,  Si  le  numérateur  de  le  dénominateur  écotenl  cooçlexcs,  comme 
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Jans  ^-^ — ^,  on  prcndroît  une  ligne  l=sk  H ,  /&  k  frac* 

mk^-n  h  m 

tîon  propoféc  deviendrait  — -  4-  -^  que  Ton  conftruiroic ,  comme 
m/        m/ 

a-deflus.  De  même  fi  on  avoit  x  =^ --! — tt — -; »  oa 

/         q^  l'^klq^cma 

,    .            ,.        ^      .       ^^  .  ^mi    ^  .  aècc 

prendroïc  une  ligne/a=  «  —  —  -f- ,  de  on  auroit  x=ss  -- —  -f 

2-  -f.- —  ,  que  Ton  conftruiroic  comme  cî-dcffus. 

f        U  fqq 

'  4^r.  Au  refte,  il  y  a  plu^eurs  cas  oii  la  conftru^îon  eft  plus 
£icile  que  par  les  méthodes  ptécédences  \  nous  en  allons  domier  quel- 
ques exemples. 

Soit  x=s 7-,  Au  lieu  de  décompofer  <;etce  fraâion  en  dcu^ 

autres  -^— ^ ,' 9  on   prendra   une  quatrième  propordonelle  i 

€^d,a^c,  iy  &[on  aura  la  valeur  de  x. 
SoitJc=i£ > — ,  on  prendra  Une  quatrième  proportionelleà  c^ 

ooit  encore  — ; 5  on  prendra  une  ligne  m  =s  —  ;  k  oa 

abc-^c^  c  . 

anraxs^ ;  d'où  en  prenant  une  quatrième  propomonelle 

i  m-f-c,  c^^m,m*  on  aura  la  valeur  de  x. 

Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à  éclaircir  ces  exemples  par  des  figures^ 
cela  ne  peut  avoir  aucune  difficulté* 

4^1.  Voyons  donc  comment  on  peut  conftruire  les  radicaux  dt 
fçcond  degré. 

Si  on  avoir  d*abord  xxznzam^  OMX7=Ly/  am^W  faudroit  prendre 
une  moyene  proportionelle  entre  aêcm^  &  ce  feroit  la  valeur  de  x. 
Si  on  avoir  x^=i  yf  (ab^^bc)^  on  prendroît  entre  A  &  a  -f-  c  une 
moyene  proportionelle  qui  feroit  égale  ZV  (a  b-^bc). 

.  De  même  fi  on  avoit  x = ^  (a}  +  ^  0  «  on  prendroit  m  ==  —    ^ 

on  auroit  x  =s  v^  a(  a+m)  qui  fe  conftruiroit  comme  dans  le  cas 
précédent;  ' 

4^3.  Soit  maintenant X  ==)/ ("tf  c  '^bd)  ,  onprendram=:  — *. 

en  aura  ap=  Va  (c^m). 

^  Si  on  avoit  *  =  >^  (<«*  —  ^*^  >  on  prendroit  une  moyene  propor- 
*  tionelte 
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honellc  entre  a-^b  8c  a  —  ^,&  on  auroit  la  valeur  de  jc*  On  peut    flG< 
aufTi  conftruîre    V(a^^b^)   de  c^itz   autre   manière.  Soit  décrite 
du  diamètre  A  B  =i  ^  une  demi-circDnfcixncc  A  C  B ,  je  dis  que  ^  00 
y  infcrit  la  corde  AC=^,    en  menant  CB  ,  cette  ligne  fera  =^ 
V'ftf*  — ^*;.  Car  le  triangle  ACB  cft  reAanglc. 

Si  on  avoît  à  cônftruire  yf  (a}^h^)^  on  prcndroît  m  ==  —,  éû* 

faite  une  moyene  propottionelle  entre  a  &  a-^m  ;  mais  il  cft  plu^ 
fimpie  de  conftruîre  un  triangle  redangle  ACB,  dont  les  côtés  A  C  ^ 
CB  foient  «,   &  ^^  riiypoténu^è  AB  fera  épie  à  /  (a^'^h"^). 
S'il  y  ftTOit  fous  le  radical  propofé  plus  de  deux  termes    comme 

dans  V  (ah  -{■' hc -^  df)  y  on  prendroit  (^60)  ;«  =  —  4-  —  -+-/,  62 

d       d 
le  radical  deviendroit  V^^  quantité  facile  à  conftrUirei  si  on  avoir  x=ae 

}[  (ac  '^fg'^ mq-^rd)  ,  on  prendroit  a  =(r  — -ii  4-  ~  -H  — « 

k  on  aUfoit  st  =  /an  * 
464.  Soit  Texpreflion  à  conftruîre  j  |/  Cû*-+-i*  -4-t*-f-/*  -f-ôcc^j 


^= 


» 


C 


au  lieu  de  faire  comme  dans  la  méthode  précédente  m  =:  -^  -f-  «-^  Sià, 

a  a 
on  prendra  AB  =:  <2  ;  enfuite  on  mènera  B  C  =3  ^  perpendiculaire  à  AB* 
&  on  aura  C  A^  =  d^  -4-i*.  Si  on  mène  G  D  =3c  perpendiculaire  à  C  A^ 
on  aura  AD*  =  û*  -f-^*  -f-  c^^En  menant  DE  =âf  perpendiculaire  à 
DA,  on  aura  AE*t=û»  -+-  ^*  +  c*4-^S  &c.  &c,4*ôiiil  eft  évi- 
dent que  la  detnicre  hypoténufe  A  F  fera  V  (a^  •+-  A*  -f-c^  &c). 

S'il  y  avoit  dans  cette  expreffion  quelques  quarrés  négatifs ,  on  prcn*- 
droit ,  par  Ce  qui  précède,  un  feul  quarre  m^  égal  a  la  fomme  des 
quarrés  pofitife  *  un  autre  qUarré  n}  égal  à  la  fomme  des  quarrés  né^ 
gatifs ,  on  auroit  enfuite  à  cônftruire  V  (m}  —  n*) ,  ce  qui  eft  facile* 

465.  On  peut  réduire  à  la  conftruélîon  que  nous  venons  de  don- 
ner toutes  les  autres  quantités  radicales.  Si  oû  a,  par  exemple, 
V(ic^am"hdn^^cq)y  on  prendra  3  <?=/*,  am:=s:k*,dn^ 
i\cq=:p^  ,  8c  on  aura  à  conftruîre  /  (i^  -+-](.»-+./»  -^p*"). 

S'il  y  a  des  fra6l:ions  fous  le  radical  propofé ,  il  fera  aifé  de  ^*ea 

débarraifer.  Qu'on  ait,  par  exemple,  x=  V  (  — 7 ^,  on  prendra. 

7Î—  =:m,  -i —  =n  ,  &  on  aura  >:=  /  (bm->^dn) ,  qUaiitit 
facile  à  conftruîre. 

Suppofons  mamtcnant  quon  ait  ^  =2s  V  (<itf—  — — -j^J»  )C 

pfcnds  cC'k'dd^rimmy  V  (aB'^cd)i=i  n^  &  j'ai  *:±i !/('«<< —^ 

/fm/ra^^  je  prends  pss''-^  ,  &  j'ai  xss:iV(aa'^pp). 
nti  II  . 

T 


(J3. 
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^^        ^66,  Nous  avons  fuppofé  jufqu'ici  i*»,  que  la  quantité  donnée  étoîl 

^3*    homogène:  fi  elle  ne  Tétoit  pas  comme  -^ ^onlarcndroittellcj 

Cû  multipliant  fes  termes  par  différentes  puiffances  d'une  ligne  /  qu'on 
regarderoit  comme  l*unité ,  ce  qui  ne  changeroit  pas  la  valeur  de  la 

quantité;  On  auroit  donc  dans  cet  exemple  — — — ,  quantité  homo* 

gène  &  égale  a  la  propoléc.  Si  on  avoit  — — • ,  on  rcndroïc 

cette  cxpreUion  homogène  en  1  écrivant  ainfî -; —  ,  «c. 

^  ^  M-f-<zV — Pc 

4^7.  Nous  avons  fuppofé  i*>,  que  la  quantité  donnée  n'étoît  que 

tl'une  dîmenfion  5  {\  elle  en  avoit  plufîeurs ,  il  ne  ferok  pas  difficile 

de  la  réduire  à  une  feuîe  quantité  monôme  de  la  même  dîmenfion. 

Qu'on  ait,  par  exemple  , —*  Je  prendrois   (\6o)  /;=s 

zIIlAI  ,  &  j'aurois  pc  = -~^. 

1^6%,  S*il  entroit  deux  radicaux  dans  la  quantité  propofée ,  comme 
itns  V  [ff-^ g^  (^^  —  ^  ^^)],  on  prendroiti/  (kk-bb)  =  c,  cnfuîcc 
|/  iff-k-gc)  =  n:si/[ff'\-gV(kk^  bb)].Si  on  avoit  à  conftruire 

j/aiCy  on  feroit  <z  c = m*,  &  on  auroit  v (a^  m})  =  f^a  m  =  y^(a^  c). 
~  De  même  \/ abcd  fe  conftruît  en  prenant  ab=im}  ^  c  d:=in'^,  ce  qui 

4  4 

ifonnc  1/ tf^<:<£=/m  «.Enfin,  fi  on  avoit  V  (  à}  fg-^bcfk  —  ii^f)^ 

fa         h  ù  fk 

on  prendroit  /w=:i^-+-  — ^^ /,  &  le  radical  propofé  devicn- 

droit  V  a}  niy  quantité  facile  à  conftruire. 

En  général ,  on  voit  que  toute  quantité  dans  laquelle  il  n'entre  que 
des  radicaux  du  fécond  degré  ,  ou  même  du  q«:{atrieme ,  ou  du  hui' 
tîeme,  &c.  peut  toujours  être  conftruite  par  le  moyen  du  cercle. 

4^^.  De-là  il  fuit  que  toute  équation  du  fecona  degré  peut  être 

réfolue  par  le  moyen  du  cercle.  En  effet  l'équation  xx — px=:zjq, 

qui  peut  repréfenter  toutes  celles  du  fécond  degré,  donneurs  y/' ï 

^        y dpp^qq)^  quantité  facile  à  conftruire  par  ce  qui  précède. 

^4*        470.  Pour  donner  quelques  exemples ,  propofons-nous  de  mener  du 

point  donné  A  hors  des  parallèles  £ B ,  CD  la  droite  A K  de  manière 

'   que  la  partie  Kl  interceptée  par  ces  parallèles  foit  égale  à  une  droite 

donnée  <r. 

Soit  menée  A  F  perpendiculaire  fur  les  parallèles  AB  ,  C  D,  &  foit 
AF  =  tf,FGr=3,FK  =  ;«r.OnauraAK|/('j*-hAf»;:  AFf^tf;:: 

I K  CO  :  FG  (b).J>^û  Ton  tire  ^  :=:y  (a"-  ^x^) ,  &  par  confi- 
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t|uctit5:==  -T-v'r^*.— ^*^i  ce  qui  donne  cette   conftruâ:îon*  F^G. 

/^ 
Du  point  G  comme  centre  5£  d'un  fayon  égal  à  la  droite  donné  c  ,       4* 
fait  décrit  un  arc   de  cercle ,  qui  coupe  en  H  la  ligne  F  î ,  )e  dis  que 
AK  parallèle  à  G  H  fera  la  ligne  demandée* 

Car  FG  C^;;AF  (a):  :  lÊ  H  (  V^  TT^èJ  )  j  FK  fj^j  «s  A 
V(cc  —  ti  ).  ïl  cft  pourtant  à  remarque^  que  l'équation  fl  anâ 
V fa* -+-X*;,  donne  Jj(?^=—-j-  vT^^^^  — ^i^  atiffi-Uenqùci»  car 

Maïs  pour   favoir  ce  qUe  fîgnifie  cette   valeur  négative  —  — . 

o 
%/(£€ — ifè)y  il  faut  obferver  que  l'arc  de  cerck  décrit  du  .centra 
G  &  du  rayon  G  H  =  c ,  coupe  la  ligne  F  B  en  deux  points  M  &  Hw 
D'oii  il  fuit  que  AK'  parallèle  à  MG  n*eft  pas  moins  propre  à  ré-* 
ibudre  le  problème  propofé  que  A  K  5  c'cft  donc  FK'  égale  &  direc- 
tement oppofée  àF  K,  qu'etprime  la  valeur  négative  -—  -7-  V  f  c^  —  6^  h 

b 

D'où  l'on  peut  conclure  en  général,  ^hrfjue Uréfultatitan  cai^ 

cul  donne  une  Valeur  négative  de  l'inconnue.  Cela  fignifie  qu'on  doit 
prendre  cette  inconnue  dans  un  fens  oppoje  a  celui  oh  on  Uavoitprije 
d' abord, 

471»  Soît  propofé  maintenant  de  décrire  un  cetcle  qui  paiîê  par  les     ^ 
deux  points  donnés  A  &  B  ^  &  qui  touche  la  droite  C  F  donnée  de     ^X* 
)>ofîtion* 

Le  problème  fe  réduit  à  trouver  le  point  M  on  le  cercle  touche  k 
droite  CF5  car  ce  point  étant  trouvé,  fi. on  fait  paffer  une  circon- 
férence de  cercle  par  A ,  B  ,  M  ^  elle  fera  la  circonférence  cherchée. 

Soît  menée  par  les  points  A  &  B  la  droite  A  B  F  qui  rencontre  en 
Fia  droite  CF,  &  foit  divifée  AB  en  deux  également  au  point  D5  en 
nommant.  F  M  ('a?;,  FDfû;>  AD=DB=i^,  on  aurax:>f  =  BFx  AF 
tta»  —  h^.  D'où  ;tf  =:  y/  (a^  —  b^)  ^  ce  qui  donne  cette  coniftruâion. 

Sur  le  diamètre  D F  foit  décrit  la  demi-circonférence  DGF  dartô 
•laquelle  ^  on  infcrît  k  corde  DG  =  D  B  ,  je  dis  que  GF  fera  égale 
àF  M  3  car  F  G  =  vTd^  — 3*^  =FM.  Or  le  pomt  M  étant  déterminé^ 
k  problême  eft  réfolu. 


Tij 
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2^2  Leçons  Elémentaires 

Des  Figures  femblables. 


472.  Deux  figures  font  femblablesj  lorfqu'ayant  un 
égal  nombre  de  côtés,  tous  les  côtés  de  l'une  font  pro- 
portionels  aux  côtés  homologues  de  l'autre  »  &  que  de  plus 
tous  les  angles  de  Tune  font  refpedivement  égaux  à  ceux 
de  l'autre. 

D'où  il  faut  conclure  que  tous  les  polygones  réguliers 
d'un  égal  nombre  de  côtés  font  des  figures  iemblables ,  & 
que  par  conféquent  les  cercles  font  tous  femblables  en- 
tre eux ,  puifqu'on  peut  les  regarder  comme  des  polygones 
réguliers  d'une  infinité   de  cotés. 

^<  473.  Si  deux  figures  ABCDE,  abc  de  font  fem- 
tlables  ,  le  contour  ou  le  périmètre  de  la  première  figure 
fera  au  contour  de  la  féconde ,  comme  un  côté  quel-r 
conque  A  B  pris  dans  la  première  figure  éft  au  côté  homo* 
logue  a  b  pris  dans  la  féconde ,  ou  comme  un  nombre 
quelconque  de  côtés  AB-+-AE-+-DE  pris  dans  la 
première,  eft  au  même  nombre  ab^at  ^-  4e  de  côcés 
homologues  pris  dans  l'autre.  , 

Ca  r  A  B  :  tf  A  :  :  B  C  :  i  c  :  :  D  C  i  4  c  :  :  D  E  :  i  e  &c  ; 
donc  la  fomme  des  antécédents ,  ou  le  périmètre  de  la 
première  figure  eft  a  la  fomme  des  conféquents ,  ou  au 
périmètre  de  la  féconde ,  comme  A  B  :  a  i^ ,  ou  comme 
AB-+-AE-+-DE,&c:flt-Hac4-.de.  &c. 

<Î7«  De-U  il  fuit  que  les  contours  de  deux  polygones  ré- 
guliers ABDEFG,  abd  efg  font  entre-eux  :  :  le  coté 
À  G  :  au  côté  homologue  a  g  :  :  la  portion  B  A  G  F  du  péri- 
mètre du  premier  polygone  eft  à  la  portion  homologue 
hagf  du  fécond.  Or  fi  C  eft  le  centre  de  ces  polygones, 
à  caufe  des  triangles  ifofceles  &  femblables  ^C  g ,  A  CG, 
on  aura  A  G:  tf  g:  :CG  :  Cg.  Donc  ABDEFG  :  abdefgr. 
BA.GF:bagf::CG:Cg. 

itfS,  474"  ^^^  circonférences  de  deux  cercles  font  donc  entre 
elles  comme  leurs  rayons  &  comme  deux  arcs  quelconques 
A  M,  BN  compris  entre  deux  rayons  C  A  »  C  M* 
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Ec  puifqu'on  a  d'ailleurs  C  M  :  C  N  :  :  A  M  :  B  N  ,  on   Fia 
aura  auflî  AMF:  BN  D  :  :  l'arc  AM  iFarc  B  N::la  corde 
AM  :  k  corde  BN:  :  CM  :  CN. 

Ainfî  les  circonférences  AMF,  BND  contenant  cha- 
cune 5(îo  degrés,  leurs  arcs  correfpondants  AM,  BN, 
contiennent  autant  de  degrés  l'un  que  l'autre.  On  voit 
donc  bien  que  la  mefure  d'un  angle  en  degrés  eft  tou- 
jours la  même ,  de  quelque  rayon  que  Ton  décrive  l'arc 
qui  doit  mefurer  cet  angle. 

47y .  Si  dans  deux  figures  femblables  ABCDE  ,ahcde  66. 
on  mené  les  diagonales  AD  &  AC,  âd&cac^  elles 
fcronf  proportionelles  entre-elles  &  aux  cotés  homologues 
A  E ,  ae.  Car  les  triangles  A  D  E ,  a  de  font  femblables  , 
ayant  I^  un  angle  égal  E,  e  ;  2%  les  côtés  autour  de  cec 
angle  proportîonels.  On  a  donc  AD  :  ^  i  ;  :  AE  :  ^e.  On 
prouvera  de  même  que  AC:ûc::BC  :bc  ::AE:ae:z 
AD  :  ad.  En  général ,  la  propriété  des  figures  femblables 
tft  d^ avoir  toutes  leurs  dimenjîons  homologues  proportionelles. 

Cela  pofé,  s'il  s'agîflbit  de  décrire  un  polygone  fem-  6$. 
blable  au  polygone  donné  ABCDEF,  &  dont  le  côté 
homologue  à  AB  fût  donné  ,  on  prendroit  fur  A  B  pro- 
longé, s'il  éroit  néceflaire,  la  ligne  A  b  égale  au  côté  homo- 
logue à  A  B  donné  par  la  fuppoficion.  On  meneroic  en- 
fuite  du  point  A  les  diagonales  A  C,  AD,  A  E,  &  les 
parallèles  *  c  à  BC,  cdaCD  ,  i^  àDE,  e/ à  EF  fox- 
mçroient  le  polygone  demandé. 

Car,  par  la  conftrudion,  les  angles  des  figures  ABCDEF  ^ 
dbcdef  {ont  refpeftivement  égaux.  D'ailleurs  leurs  côtés 
font  proportionels  à  caufe  des  triangles  femblables  ABC  » 
abcy  ôc  A  CD,  Acd  Sec.  Donc  l^s  figures  ai  cdc/^ 
ABCDEF  font;  femblables. 


Tffl 


2^4  liE^JOlKS     ElÉMP,  N  TAIRES 

SECONDE   PARTIE 

Des  Éléments  de  Géométrie^ 

475.  O  N  appelle  Surface ,  Aire ,  ou  Superficie  tout  ce 
que  Ton  conçoit  n'avoir  que  deux  dimenfions  dç  l'étendue  ^ 
la  longueur  &  la  largeat. 

Suppofons  ,  par  exemple ,  que  ce  Livre  foit  partagé  en 
deux  moitiés,  &  que  chacune  de  ces  moitiés  foit  par- 
tagée en  deux  autres ,  &  ainfi  de  fuite.  11  eft  clair  que 
chaque  feuillet  peut  fe  divifçr  de  même  ;  &  qu'après  avoir 
épuifé  tous  les  procédés  des  Arts  pour  divifer  &  foudivifer 
un  feul  de  ces  feuillets ,  on  conçoit  encore  poflîbles  des 
divisons  fans  fin ,  d'où  réfulteroient  à  chaque  fois  des 
feuillets  de  plus  en  plus  minces ,  quoique  toujours  égaux 
çn  longueur  ^  en  largeur  au  premier. 

Mais  comme  à  Tirnage  diftinde  des  premières  dlvi-^ 
fions  fuccédent  des  idées  confufcs  du  nombre  de  ces 
feuillets  lequel  va  toujours  croiflaitt ,  &  de  leur  épaiffeur 
qui  diminue  de  plus  en  pluSj,  tout  cç  que  l'or^  retire  de 
cette  confidération ,  eft  une  idé^  bien  imparfaite  de  ce 
que  l'on  appelle  infiniment  grand  &  infiniment  petit.  Il 
en  refaite  cependant  d'une  manière  fort  claire  ,  i*^,  qu'à 
force  de  divifer  &  de  foudivifer,  on  approche  de  plus 
eh  plus  du  terme  où  le  feuillet  n'auroit  aucune  épaiffeur  : 
2%  que  pour  atteindre  ce  terme,  il  faudroit  un  nom- 
bre vraiment  infini  de  divifions  :  3  °,  que  ce  nombre  eft 
impoflîble ,  &  que  par  conféquent  on  n'arrivera  jamais  i 
ce  terme,  quoique  l'on  en  approche  de  plus  en  plus. 

477.  On  appelle  des  Limites  ces  fçrtes  de  quantités 
vers  lefqueiles  d'autres  tendent  fans  pouvoir  jamais  y  attein- 
dre. Ainfi  on  peut  dire  que  la  furface  eft  la  limite  du 
corps  y  que  la  ligne  eft  la  limite  de  la  furfacç>  5c  que 
le  point  eft  la  limite  de  la  lign.Q. 


DE  Mathématiques.  apj 

On  peut  dire  aufli  que  la  furface  d'un  corps  eft  cette  H6U 
enveloppe  extérieure  donc  il  eft  revêtu,  &  lur  laquelle 
tombent  nos  regards.  Pour  en  déterminer  la  grandeur, 
cherchons  d  abord  quelle  eft  en  général  la  melure  natu- 
relle des  furfaces ,  &  nous  verrons  enfuite  comment  oa 
évalue  en  particulier  celles  des  différents  polygones  qui 
peuvent  fervir  de  faces  aux  corps. 

478.  Il  faut  1%  que  la  mefure  des  furfaces  foit  elle- 
même  une  furface  à  laquelle  on  puiife  rapporter  celles 
que  l'on  veut  évaluer.  Cette  furface  primitive  eft  en  quel- 
que forte  la  bafe  de  toutes  ces  évaluations,  comme  l'unité 
eft  la  bafe  de  tous  les  calculs  des  nombres.  Il  faut  2° , 
que  cette  mefure  foit  la  plus  /impie  de  toutes  *,  il  faut 
donc  que  fa  longueur  &  la  largeur  foient  égales ,  &  que 
chacune  de  ces  dimenfions  foit  repréfèntée  par  l'unité. 
Or  la  largeur  fe  mefure  en  prenant  la  diftance  des  extré- 
mités parallèles ,  &  la  mefure  de  cette  diftance  eft  la  per« 
pendiculaire  qui  les  joint  (3  7a; }  donc  la  mefure  la  plus 
naturelle  des  furfaces  eft  un  quarré  plus  ou  moins  grand , 
que  Von  prend  toujours  pour  Vunité  de  furface. 

Une  furface  d'un  pouce  de  long  fur  un  pouce  de  large  ^ 
par  exemple  ,  eft  la  mefure  commune  des  lurfaces  eftimces 
en  pouces  quarrés,  Ainfi  on  dit  qu*il  y  a  144  pouces 
quarrés  dans  une  furface  d*un  pied  de  long  fur  un  pied 
de  large,  &  quil  y  en  a  5*184  dans  une  toife  quarrée* 

47p.  Ceft  parce  que  la  mefure  commune  des  furfaces 
doit  toujours  être  un  quarré ,  que  Ton  nomme  Quadrature 
l'évaluation  d'ime  furface.  Ainfî  le  problème  fi  connu  de 
la  quadrature  du  cercle ,  confîfte  à  tromper  un  auarré  égal 
en  furface  à  un  cercle  donné ,  c'eft-à-dire  qui  renferme 
précifément  autant  d'efpace  que  ce  cercle. 

En  général  j  lorfqu'on  fe  propofe  de  mefurer  une 
furface  ,  il  faut  chercher  combien  de  fois  elle  contient 
le  quarré  que  Ton  prend  alors  pour  l'unité.  Or  cette  recher- 
che eft  aifée  dans  toutes  les  figures  reftilignes,  commô 
on  va  le  voir. 

Ck)mmençons  par  le  quarré  ABCD>  autre  que  celui  701. 

Tir 


1^6  ,  Leçons  Elémentaires 
^^^»  qui  lui  doit  fervir  de  mefure  &  que  nous  repréfente- 
tons  par  abcd.  Il  cft  certain  que  fur  la  bafe  AB  on 
peut  mettre  autant  de  quartés  égaux  au  quatre  abcd^ 
que  cette  bafe  contient  de  fois  le  côté  ab  ^  oa  l'unité 
de  longueur.  Donc  A  B  étant  la  fomme  de  ces  unités , 
fi  on  exprime  par  s  la  furface  du  petit  quatre,  on  aura 
A  B  X  j  pour  celle  de^ous  les  petits  quarrés  qui  peuvenc 
être  mis  fur  AB,  &  qui  forment  le  reékangle  ABFE, 
Mais  n'eft-il  pas  évident  que  la  furface  du  quarte  total 
ABCD  contient  autant  de  fois  celle  de  ce  reftangle, 
que  la  ligne  AD  ou  AB  contient  AE  ou  ad  y  unité 
de  largeur  ?  Donc  A  B  C  D  ,  ou  A  C  f  car  on  défigne 
fouvent  les  quarrés  &  les  redangles  par  deux  lettres  dia- 
gonalement  oppofées  =  A  B^  X  j  ,  &  comme  5==  i  ^ 
on  a  ACœ^AB*  :  c'eft-à  dire  qat  pour  avoir  la  furface 
d'un  quarréy  il  faut  multiplier  l^unité  de  furface  par  le  quarrés 
du  nombre  des  unités  pmples  contenues  dans  un  defes  côtés , 
&  non  par  le  quarré  d'un  de  fes  côtés. 

Remarquez  en  effet  qaç  cette  dernière  expreflîor^  n'eft 
pas  exaâe ,  puifqu'on  ne  multiplie  jamais  une  ligne  par 
une  autre.  Mais  comme  elle  eft  uficée ,  nous  nous  en 
fervironç  dans  le  fens  que  nous  venons  d'indiquer. 

„-^       480^  Cela  pofé^  cherchons  la  mefure  dç  la  furf^^cç 
dun  redangle  quelconque  A BGD, 

Si  on  décrit  fur  fon   plus  grand  côt^   AB  le  quarré 

A  B  E  F  ,  ce  quarré  contiendra  autant  de  rectangles  égaux 

è  A  B  C  D  j  que  A  F  contient  de  fois  A  D.  Il  en  con- 

.       ,      *  -  .      ,  A  F  AB  ^ 

çiqnara  donc  un  nombre  exprune  par  ^j  ^^^ÂD'  ^  ^ 

on    appelle  x  la  furface  du   re(^angle  ,   on  aurj^  AB^ 

A  B  ' 

5=^  rg  j:  ;  d'où  a:  =  A  B  X  A  D  j  c'eft- à-dire  que  la  furface 

^\tn  reBangh  quelconque  eft  égale  au  produit;  d^  Ja  bafe 
far  fa  hauteur^ 

.    Par  exemple ,  fi  un  re^bqgle  a  7  pouces  de  long ,  fur  j 
pauçç4  de  large,  Çf^  furfaçQ  çonçiçnç  21  pouces  ^uapré^. 
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Ce  que  nous  difons  des  poupes  quarrcs  peut  s'appliquer  ^^ 
i  couce   autre  mefure  femblable, 

481.  Il  fuie  de  ce  que  nous  venons  de  prouver,  1%   ji, 
que  la  furface  du  triangle  reârangle  ACfi  eft  égale  au 

I  produit  de  fa  hauteur  par  la  moitié  de  la  bafe.  Car  ce 
triangle  eft  la  moitié  du  redangle  ABCD. 

I      a%  Que  la  furface  d'un  triangU  quelconque  ABC  eji     '   ^ 
égale  au  produit  de  Vun  quelconque  AC  de  fes   cotés  par 
la  moitié  de  la  perpendiculaire  menée  de  Vangle  oppofé  B 
fur  cette  bafe  prolongée  y  sHl  ejl  néceffaire. 

Car  le  triangle  ABD  =  7BDxAD,  &le  triangle 
CDB^^BDxDC  Donc   CDB^:  ABD,  ou  U 
furface   du    triangle  ABCss^BD  (DC±AD;  = 
iBDxAC. 
48  a.  Donc  la  furface  ffun  parallélogramme  quelconque    jj. 

.  ABDE  eJi  égale  au  produit  de  la  bafe  AE  par  la  dif-- 
tance  des  côtés  parallèles  AÉ,BD,=:AExBC.  Car  fi    , 
on  mené  la  diagonale  BE,  le  triangle  ABE  fera  égal 
au  triangle  B  E  D.  Donc  la  furface  du  parallélogramme 
ABDE  eft  double  de  celle  du  triangle  AEB. 

483.  Pourmefurer  la  furface  d'un  rrapeze  quelconque    «74; 
ABCD,  foit  menée  la  diagonale  A  C  ;  on  aura  ABC  = 

llii£  =  5£ii£l  &ACD=ADxiCF.DoncABC 

+ACD  =  ABCD;=.iCFxCBC  +  AD);  c'ea. 

à-dire  que  la  furface  d\in  trapèze  quelconque  ejl  égale  au 
produit  de  la  demi-fomme  de  fes  bafcs  par  la  perpendicu» 
laire  qui  en  mefure  la  diftance. 

484,  Il  eft  également  facile  de  mefurer  la  furface  d'un 
polygone   quelconque  régulier;  car  fî  du  centre  de  ce 
polygone  on  imagine  des  rayons  menés  à  tous  fes  angles,        ^ 
ces  rayons  diviferont  le  polygone  en  autant  de  triangles 
çgaux  &  femblables  qu  il  a  de  côtés.  Or  la  furface  de 

Tun  quelconque  de  ces  triangles  eft  égale  au  produit  de 
b  moitié  du  çoié  du  polygone  par  le  rayon  du  cercle 
infçrit.  Donc  la  furface  d'un  polygone  régulier  quelconque 
^ft  égale  à  la  moitié  du  périmçtrç^  multipliée  par  le  rayon 
k  amk  infçriu 
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^  *        Donc  la  furface  d'une  portion  B  C  G  de  polygone  rc^ 
'*   gttUer  ,  comprife  entre  deux  rayons  CB,  C  G  &  les  cocéf. 

B  A  &  A  G ,  eft  égale  à  la  portion  ; — — —  du  périmètre  ^ 

multipliée  par  le  rayon  du  cercle  infcric.  ' 

Donc  la  furface  d*un  cercle  quelconque  ejl  égale  au  pro^ 
àuit  de  fa  circonférence  far  la  moitié  de  fan  rayon ,  & 
par  conféquent  la  furface  d'un  fe<3:eur  quelconque ,  eft 
égale  au  produit  de  fon  rayon  ,  par  la  moitié  de  l'arc 
qui  le  termine. 

Pour  avoir  la  furface  ou  la  quadrature  d'un  cercle, 
il  faudroit  donc  connoître  le  rapport  du  rayon  à  la  circon- 
férence. Mais  on  n'a  pu  le  déterminer  que  par  approxi- 
mation i  &  on  a  trouvé  que  le  diamètre  d'un  cercle  cft 
à  fa.  circonférence ,  à  peu-près  comme  7  à  2a ,  on  comme 
113  à  35'y  ,  oi>^lus  exactement  ,  comme  i  à  3  , 
;i4.ij'9265'3 5*89793 2  avec  cent  onze  autres  décimales, 
ce  qui  fait  une  approximation  prefque  infinie.  Voyei  THif- 
foire  des  Recherches  fur  la  Quadrature  du  Cercle,  & 
THiftoire  des  Mathématiques*,  Ouvrages  de  M.  Mpntncla, 
généralement  eftimés. 

4.8^.  Soit  TT  le  nombre  3  ,  1415'P  &c;  on  aura  1 1 
V  pour  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence.  Soit 
r  le  rayon  d'un  cercle  quelconque ,  on  aura  i  :  ^  :  :  2r  : 
^nr  pour  la  circonférence  de  ce  cercle.  Sa  furface  fera 
donc  7rr  , 

'  485.  Soit  propofé  maintenant  de  mefurer  la  furface 
d*un  polygone  quelconque  irrégulier. 

On  le  divifera  d'abord  en  triangles  ;  on  prendra  enfuite 
la  furface  de  chacun  de  ces  triangles ,  &  la  fomme  de 
ces  furfaces  fera  évidemment  celle  du  polygone  propofé. 
Mais  s'il  s'agiflToit  de  trouver  un  feul  triangle  égal  en 
IS*  furface  à  un  polygone  donné,  (  au  pentagone  ABC  DE, 
par  exemple  )  ,  on  meneroir  la  diagonale  C  E  pour  re- 
trancher l'angle  D  ;  enfuite  par  le  point  D  on  meneroit 
D  G  parallèle  à  cette  diagonale  ,  &  qui  rencontre  en  G  le 
côté   AE  prolongé.  Cela  pofé,  fi  on  mené  CG>  te 
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quadrilatère  A  B  C  G  fera  égal  en  furface  au  pentagone  ^iq^ 
A  B  C  DE,  puifque  le  triangle  CKD  =  le  triangle  EKG  ;    « j. 
ce  qui  fe  prouve  par  régalité  des  triangles  C  G  E ,  C  D  E  , 
dont  les  bafes  &  les  hauteurs  font  refpe6tivement  égales, 
de  manière  qu'en  retranchant  le  triangle  commun  CK  E  , 
il  refte  CKD  =  EKG. 

Si  on  mené  à  préfent  la  diagonale  C  A  ,  &  BF  parallèle 
à  cette  diagonale  ,  on  prouvera  de  même  que  le  triangl© 
F  C  G  eft  égal  en  furface  au  quadrilatère  B  C  G  A ,  Se 
par  conféquent  au  pentagone  propofé  qui  fe  trouvera  pac 
ce  moyen  réduit  en  un  triangle  de  même  furface. 

Par  cette  méthode,  on  peut  réduire  un  polygone  quel- 
conque en  un  triangle  de  même  furface,  d'où  il  fuit  qu'on 
peut  trouver  la  quadrature  exaSe'de  toutes  les  figures  rec'^ 
îilignes. 

De  la  comparaifon  des  Surfaces. 

487.  Si  B  repréfénte  la  bafe  &  H  la  hauteur  d'un  triangle 
quelconque,  fa furfacewfera  S=:^BH:  de  même,  fi  on 
nomme  ^  &  fe  la  bafe  &  la  hauteur  d'un  autre  triangle 
dont  la  furface  eft  j  ,  on  aura  j  =  -j-  i  fe.  Donc  S  :  i  :  :  B  H  : 
h  h ,  d'où  il  fuit  ....-..- 

I'*.  Que  les  furfaces  de  deux  triangles  quelconques 
font  entre-elles  en  raifon  compofée  de  leurs  bafes  &  de 
leurs  hauteurs. 

IP.  Que  deux  triangles  qui  ont  la  même  bafe  ou  àts 
bafes  égales  font  entre-eux  comme  leurs  hauteurs.  Car 
alors  B=:i.  Donc  S  :  j  :  :  H  :  fe. 

III.  Que  deux  triangles  qui  ont  des  hauteurs  égales 
font  comme  leurs  bafes,  puifque  H  étant  égal  à  fe,  on 
aS:j::B:è. 

IV  ;.  Que  deux  triangles  font  égaux  en  furface ,  lorf- 
que  leurs  bafes  &  leurs  hauteurs  font  en  raifon  inverfe. 
Car  fi  B  ;  fc  :  :  fe  :  H ,  on  a  ife  =  BH  ,  &  par  conféquent 

S  =  5. 

V*^.  Quci  les  furfaces  de  deux  triangles  femblables  font 
comme  les  quarrés  de  leurs  dimenjîons  homologues.  Car  dans 
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^G-  ce  cas  B  :  t  :  :  H  :  A  ;  d'ailleurs  S  :  j  :  :  BH  :  t  ft.  Donc  S  : 

5  :  :  B*  :  t^  :  :  H"  :  fe*,  camme  le  quarré  d'une  dimenfîon 
prife  dans  l'un  eft  au  quarré  de  la  dimenfion  homolo- 
gue de  l'autre. 

4  s  s.  Dc-Iàil  fuît  1°,  qneîa  furfacc  du  triangle  équîlatéral  cîrconf- 
crit  cft  quadruple  de  celle  du  triangle  équilatéral  infcrit.  Car  le  côté  de 
fan  cft  double  du  côte  de  l'autre  (^4x7^. 

i*>  Que  le  quarré  circonfcrit  eft  double  du  quarré  înfcrît.  Car 
CR  appclknt  a  le  rayon  du  cercle ,  leurs  côtés  font  xa  ^  a  v^  i.  Or 
le  quarré  de  i  a  eft  double  de  celui  de  <2 1/  2. 
<7(^»  4^9*  ^^  àsMx  triangles  BAC,3<tc  ont  chacun  un  angle  égal  A» 
'  *  4t;jcdis  que  leurs  iTlrfaccs  feront  comme  les  produits  des  côtés  qui 
entourent  l'angle  égal  dans  chacun.  Ainfî  on  aura  B  A  G:  3  tf  c  :  : 
ABxACrtf^Xûr. 

Car  fi  on  mené  les  perpendiculaires  B'D ,  ^  ^'fur  les  côtés  AC, 

o  tf 

4tr,  on  aura  BAC:  hacw  BDx  AC:  ^<^xûc:  :  AC  :  ^ ex  —-. 

Or  à  caufc  des  triangles  fcmblablcs  ABD,   ahd ^   on   a  —  =3 

*^     »^        «A^     r  *^    acxaè     -^      ^^  - 

-—-.  Donc  BAC  :^tfr::ACr  -— :  ACx  AB:  acxtfi. 

AD  AB 

TT*       Four  faire  quelque  application  de  ccttc*propriété  ,  propofons-nous 

ic  mener  du  point  donne  B  la  droite  B  F  fur  le  triangle  A  CD,  de 

ipanierc  au*il  foit  divifé  en  deux  parties  AEF,EFDC  dont  les 

fiirfaces  loient  dans  le  rapport  de  m  à  /t. 

Paifque  A  EF  :  EFD  Cumin,  donc  AEF  -f-  EFDC,  o»  A  CD: 

AEF:m-f-n:m.  Or  A  C  D:  AEF  :  :  AC  x  AD  :  AEx  AF.  Donc 

Jit-Mi  :/n::ACxAD!AExAF.  Cela  poff ,  foit  mené  BI  paraHdc 

à  AC»  &   foient  nommées  les  connues  BI  (a)  ,  AI   (c) j  AC 

(à) ,  A  D  (dj  ,  &  Tinconnuc  A  F  (x)  ;  à  caufe  des  triangles  fé»- 

bIabIesAEF,BIF,onaura  F  I  f  a:  -f-  c;;  BI  (a)  ;  :  AF  (x)  :  AE=: 

Doncm-i-nimiibd: -.  D  ou  Ion  tire*  x  — 


hcdm     ^  hdm -H  v^  C3 *<£*;»*  -f- ±ahdmc  (m-h  n)!    -.^ 

.^Donc  jf  =s :== — i 1--- i ^■».  De 

a'm^n)  laÇm-hn) 

CCS  icttx  valeurs ,  Tune  pofîtive ,  l'autre  négative  >  il  n'y  a  que  la 

podtive  X  = ■  —  qui  foit  propre  à  réfoudre  la  qucftîon  pro- 

za  (m  -{^  nj 
ppféc. 

Pour  favoir  ce  que  l'autre  fignifie  ,  il  faut  obfervcr  que  fi  AC  ,  A  D 
(B ,  d)  étoicnt  toutes  deux  négatives ,  c*eft-à-dire  devenoicnt  A  C, 
A  D' ,  cela  ne  changeroît  rien  du  tout  à  Téquation  trouvée  ci-dcfo; 
d*ou  ii  fait  que  cette  équation  doie  donner  aufli  la  folution  du  cas 
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«d  11  s'agiroît  de  mener  du  point  B  la  droite  BE'F'qui  dlvife  le    pj^ 

ukngie  A  D'C  en  deux  parties  dont  le  rapport  foit  — .  Ceft  donc    77. 

n 
A  F'  que  fignific  la  valeur  négative  trouvée  ci-deffus.  Or  A  F'  eft 
^eâement  oppofée  à  A  F.  On  voi^  donc  fc  confirmer  ce  que  nouf 
avons  déjà  dit  des  quantités .  négatives  C470J. 
Si  le  point  donné  B  étoit  fur  le  côté  AC  comme  en  £ ,  on  aaroit 

alors  AI  fr )  =  o ,  &  AF  =  — ■  ;  &  fi  ce  point  étoit  en  de- 

dans  du  triangle  ACD ,  on  auroit  «  en  falfant  a  négatif  dans  la  for- 
mule trouvée  ci-deffus,  la  folucion  de  ce  ca» 

45)0.  Lorjque  deux  fgures font  femblables  ^  leurs  furfacn 
font  toujours  proportionelles  aux  quarrés  de  leurs  dimtn^ 
fions  homologues. 

Car  foienc  A  &  B  les  deux  dimennons  dont  le  pro^ 
doic  donne  la  furface  S  de  la  première  figure,  Se  a^  b^ 
les  deux  dimenfions  homologues  dont  le  produit  donne 
la  furface  s  de  la  féconde.  On  aura  S  i  s  1 1  kh  i  ab.  Mats 
par  la  nature  des  figures  fembiables  ona,A:a::B:^; 
donc  S  :  i  :  :  A*  :  fl*  :  :  B*  :  t\  Donc  les  furfaces  des  figures 
fembiables  font  comme  les  cjuarrés  de  leurs  dimenlioas 
homologues. 

491.  De-làil  fuît  1%  que  les  furfaces  des  cercles  font 
tomme  les  quarrés  de  leurs  rayons ,  comme  les  quarrés  de  leurs 
diamètres  ^  comme  les  quarrés  de  leurs  circonférences,  &*  en 
général  comme  les  quarrés  de  leurs  dimenfions  homologues. 

2%  Qu'une  figure  quelconque  ALMNOconftruice  fur    '^ 
Thypocénufe  AC  d'un  triangle  redangle  eft  égale  a  la  fom- 
me  des  deux  figures  fembiables  ADFGB ,  BHIKC  conf- 
truites  fur  les  deux  autres  cotés. 

.  Car  ALMNC  :  ADFGB  :  BHIKC  :  :  AC*  :  AB*  :  BC\ 
Donc  ALMNC  :  ADFGB-H  BHIKC  :  :  AC*  :  AB^  H- 
BCi.  Or  AC*  =AB*-t-BC\Donc  ALMNC= ADFGB 
^  BHIKC. 

Donc  fi  fur  rhypoténufe  AB  on  décrit  un  demi-cercle 
AGE ,  il  fera  égal  en  furface  à  la  fomme  des  demi-cercles 
ACD ,  CF  b:  conftruits  fur  les  deux  autres  côtés  AC ,  CB.    7P- 
On  aura  donc  AECGB=ADC  +  CFB,  &  en  retran- 
chanr  les  parcies  copimunes  A£CA;4-;  CGBC>  jcefteronc 
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^      les  efpaces  curvilignes  ADCE  A  H-  CFBGC  égaux  en  l*ulf- 
.     '   face  au  triangle  ABC.  Si  AC  écoit  =x  CB ,  chaque  efpace 
feroic  çgal  au  triangle  AOK ,  ou  KGB.  On  nomme  ce» 
efpaces  Us  Lunules  d'Hyppoctate ,  parce  qu'un  ancien  Géo- 
mètre de  ce  nom ,  en  trouva  la  quadrature. 

492.  Nous  allons  terminer  cette  matière  par  la  réfo- 
lution  de. quelques  problêmes. 

L  Etant  données  les  deux  figures  femblahles  ADFGB, 
«y8»    BHIKC ,  rrouver  une  troifieme  figure  ALMNC  égale  à  leur 
fomme  ,  Gr  qui  leur  fait  en  même  temps  femblable. 

On  difpolera  à  angles  droits  les  deux  côtés  homologues 
AB,  BG,  &  AG  fera  le  côté  homologue  du  polygone 
demandé.  Il  fera  donc  facile  de  le  décrire. 

Donc  pour  trouver  un  cercle.égal  à  la  fomme  de  deux 
outres  cercles ,  il  faut  difpofer  les  diamerres  ou  les  rayons 
de  ceux-ci  à  angles  droits ,  Thypoténufe  AC  fera  le  dia- 
mètre ou  le  rayon  du  cercle  demandé» 

IL  Trouver  une  figure  ADF  Gh  femblabh  à  deux  autres 
figures  ALMNC»  BHIKC,  Êr  qui  Joit  égale  à  leur  dif^ 
férence. 

De  l'un  quelconque  AG  des  côtés  de  la  plus  grande 
figure  comme  diamètre ,  on  décrira  un  .demi-cercle  dans 
lequel  on  infcrira  la  corde  BC  égale  au  côté  homologue . 
à  AG  dans  la  féconde  figure.  Gela  pofé ,  je  dis  que  ÀB 
*  fera  le  côté  homologue  du  polygone  demandé.  Car  AB' 
-=3  AC'— -BG'^*  Il  âl  donc  facile  de  décrite  un  cercle 
égal  à  la  différence  de  deux  autres  cercles  donnés. 

III.  Trouver  une  feule  figure  égaie  k  la  fomme  ou  a  la  difirend 
de  tant  de  figures  fcmklMes  quon  voudra ,  &  qui  leur  foie  en  même 
'temps  femblable. 

Soient  A ,  B  ,  D ,  &c  les  côtés  homologues  des  figures  qu'il  fattt 
ajouter;  foient  â»  ^,  ^,  &c  les  côtés  homologues  des  figures  à  fouf- 
traire  ;  foit  enfin  x  le  côté  homologue  du  polygone  demandé,  on  aoia 
ac*=r  A* -f-fi*-f-D»-H&c  ....  — a"- — 6*— </*  .  .  .  &c.  quan- 
tité facile  à  conftruire  ('4^4^.  On  peut  donc  trouver  un  feul  ccrdc 
égal  à  la  fomme  ou  à  la  difFcrcnce  de  tant  de  cercles  qu'on  voudra. 

IV.  Trouver  une  figure  femhlahlt  a  mu  autre  figure  donnée  &  ^Jcit 
avec  elle  dans  le  rafport  de  m  an,        .  ' 

Je  nomme  a  un  côté  quelconque  de  ta  figure  donnée ,  &  x  le  côrf 
liomologue^  dans  la  figure* cherchée.  T2I dôhc à*  ;'x^'::m:  «.  "D'où x 
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.t=2  |/  f  —  <2*  )  =  tf  /  —  rs  -^  1/ w  « ,  quantité  £icîle  i  cofiArmxc     -ri^ 

m  mm,  • 

On  peut  donc  trouver  deux  cercles  qui  foîent  entre  eux  ::  w  :  », 
quel  que  foit  ce  rapport,  fut-il  même  incommenfurable. 

V.  Trouver U  furfact  &  les  cotés  d'un  reBangle  ABCD  dont  on  ne 
connoit  que  le  périmètre  (^)  ^  &  la  diagonale  AC  (2,). 

Soit  AB  =  x,  AD=y,  on  aura  «.-♦-y=ïi?,  &jc*+y»sstf».  La 
première  équation  donne  xx^  ixy  -^yy^^^pp^  D'oii  xy,  ou  la  fur- 
I    face  cherchée  =  |/?/7  — lû*,&Jf  =  Afi  =  ii>4- V"  ({a^  --^p^J, 
'  y^Aïy=ip-i^(ia'--/,pp). 

VI.  Trouver  la  furface  d'un  triangle  dont  on  ne  connott  que  Us  trois  côtés.     Q^ , 
Soit  AC=:tf,AB=^,BC  =  c,la perpendiculaire B D  =x , on  mJ^^ 

^yxt^hl>=V(bb'Xx)....ï>C=zyf(cc'Xx).l)oncAÏ>--^ï>C=m^^^SZ^\ 
^J^(bb-  xx)  -*-  V  (cc'xx) .  D'oiî  Ton  tire  *a  —  >/  [^^h^'(a^ -^'^^^^^^^^JjZ^rr^ 

^»-c*;^]  Doncfî,  ou  la  furface  demandée  W  =  ^•[4tf***-f^^r^^r 
(a^^ h^ .c^y  ^^\vl  (h^- a^) a^  +  (xc^- h^)  i^^  (va-^c  ) fl*^*^ 

^...:Lyf(ct^(a^hy)((a-hb)^—c^)  = =i»-'-^*^" 

k  demi-fommc  des  trois  côtés ,  ou  ç  = ,  on  aurai  xq  —  ^T^^i^'li^Z 

iû  =  i-|-c  —  a^iq —  i^=tf-f-c  — ^,  ig  —  ic  =  flH-^  —  ^'iljA^^A^ 
©ofic  k  fiirfacc  st=i\/'(q,q  —  a  ,  q --^  b  .  q-^  c).  ^^t^^c^^^tjji^  «.«» 

Si  C  N  eft  le  rayon  du  cercle  infcrit  dans  le  triangle  A  B  C  ,  en  me-  «  ^^J/iâfci»^^ 
nant  C'B,C'A,C'C  &  les  perpendiculaires  C  M  ,  CP ,  on  auc» 
le  triangle  ABC=:C'N  x^  AB,  BC'C  =  1C'P  xBC  =iC'NxBC, 
AC'C  =  ïCNxAC5  donc  la  furface  s  du  triangle  A  BC  =  C'N  x  \ 

(m-  i  +  c>  Donc  le  rayon  C'N  s=  ■  '   *-     —t LJt 

a-^b'^G 

Si  le  triangle  A  BC  cft  reétangle  en  A;  on  a  cc=a» -4- 3»,  &C'N=: 

VII.  Etant  donnés  l'hypoténufe  d'un  triangk  re^angle ,  &  U  rapport 
de  fes  deux  autres  côtes  y  trouver  fa  furface, 

SoitAC=£:d;  BC:  AB::/n:«j  ABsssy^BC  fcra^,  &  an 

n 

.    ^^    î        ,     TN.    '                a^n"^      *^  mx^  ,     « 

aura  *»  4-  —  x^  =  «*.  D  ou  x  as _   ^ ^  ou  la  (ur-    • 
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^^     ficcchcrch^c=4-^.OûaaufEAB==,^^^^,&BC« 
am 

Vlir.  Etant  donnts  le  rapport  des  trois  côtts  d'un  triangle  qiulcon^ 
que  ,  &  leurfomme  ,  trouver  la  furface  de  ce  triangle. 
80.        Soit  AC  =  je,  ABr=y  ,  BC=:{,  le  t)érimctrc=:;»  =«-Hy-f-î, 
le  rapporc  des  trois  côtés  x\y\  7^1  lail:  c.  Donc  ar  +  j^  -H  :f  ovLp  : 

a  p  

a^b-^c  :  :  X  :  tf  ;  :y  :  A  :  :  r  :c  j  d*od  Ton  tire ...»  =3 ...yss, 

^  ,  y  = ~1 — ,  Or  les  trois  côtés  étant  connus ,  on 


.  .  .  ,  —  — 

a  la  furface. 

'    IX.  Le  périmètre  d'un  triangle  rectangle  étant  donne  ,  avec  le  rap* 
81     P^^  ^  thypoténufe  a  lafomme  des  deux  autres  côtés  ,  déterminer  la 
furface  de  ce  triangle. 

Soitp  le  périmètre  donné  ;  AC  :AB-4-BC::m:n*,  AC  =  a:,AB 
=y,  BC  =  {;  on  aura  ^  :y-+-  ij;  :  :  w  :  «.   Donc  x-Hy-H^j;,  oup: 

X  ::  m  +  n:m.  Donc  x  =3 ^   ^  . .  y  -f-  r  =  .  - .  V*  +  »y{ 

/n-t-«  OT  +  rt 

-f.y*  =  — ÎL^ i  ory* -i- r*  =  Jif'=  -— ^ —   Donc  la  furface 

ilierchée  lyi  =  lpp  (  —^ —  )•  Si  on  veut  avoir  les  côtés  du  triangle» 
m  -f-  n 

on  trouvera  que  le  plus  petit  =s  -^^ ("/i  —  K  ^'w* — «*  J  »  &  ^^ 

m-H/î 

ip 

plus  grand  =  ^^  f «  ^-  j/  %m^  —  /z^A 

DeJ  Surfaces  planes. 

On  appelle  Surface  plane  celle  dont  tous  les  points 
font  exaftement  de  niveau,  •  Telle  feroit  la  furface  d*un 
miroir  parfaitement  poli ,  s'il  exiftoic  un  miroir  de  cette 
cfpece. 

4P 3.  Le  plan  eftdonc  parmi  les  furfaces  ce  que  la  droite 

eft  parmi  les  lignes.  Mais  pour  nous  en  former  une  idée 

plus  diftinde ,  concevons  un  triangle  redtangle  A  B  F , 

qui  tourne  autour  de  la  perpendiculaire  immobile  A  B  :  il 

;  82*    dl  clair  que  Ci  dans. fa  révolacion  la  ligne  B  F  laiffe  des 

traces 
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traces  de  fon  pafTage  ;  elles  feront  toûces  dans  un  plan  cir-  ^^^? 
calaire,  pendant  que  les  traces  de  1  oblique  A  F  couvri-  8  a. 
ront  unefurface  convexe. 

494*  Il  refaite  de  là  ,  ï^jque  fi  une  droite  quel- 
conque a  deux  points  communs  avec  un  plan  ,  tous  les 
autres  points  de  cette  droite  doivehtctre  dans  le  même 
plan  j  &  que  pat  conféquent  fi  on  prolonge  tour,  al  la 
fois  ce  plaii  &  cette  droite  y.  ils  refteroat  tonjocu^  ^on* 
fondus.      . 

495*.  2%  Qu'une  droite  ;AB  perpendiculaire  à  un  plan 
eft  néceflairement  perpendiculaire  ai  toutes  les  droites.  RB , 
GB,  DB,  NB,  HB,  LB  qui  étant  dans  le  même 
plan  paiTent  par  Textrémitc  B  de  cette  droite. 

On  ne  peut  donc  mener  d'un  point  donné  A  hors 
d'un  plan  9. quf une- feule  perpendiculaire  AB  fur  ce  plaii^ 
Car  n  on  en  pouvoit  mener,  une  autre  comme  A  F  ,•  lan-r 
gle  AFB  feroit  droit  ainfique  Vangle  FBAj  on  pour- 
roitdonc  mener  du  même  potnrÀ.deux  perpendiculaires 
fur  la  mèmeiigne  FB;,  .ce  qui  ifeftimpofiiblé.  On  prou^ 
veroit  de  même  que  d'un  poinc  donné  B  dans  un  4>laa 
on  ne  peut  élever  qu* une  feule  perpendiculaire  à  ce  plan» 

3**»  Que  la  diftance  d'un:paim:.à.  un  plan  fe  mefure  .    s 
par  la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  le  plan. 

4**,  Quç  deux -droites  ABjMN  perpendiculaires- i 
un  même  plan  font  parallèles  entre  elles.  Car  alors  des 
angles  ABC  /M  N  C  ibnt  tbusideux  droits.  On  voit  même 
que  fi  ces  droites  étoient  également  inclinées  &  dans  Je 
même  fens  fur  le  plan  PQ,  elles. fer oiejic  encoise'  pajràl^ 
ieles ,  puifque  les  angles  A  B  C  ^  Mi'f'C  ferbient  eganis. 
.  4p5.'Lorfqûedeux  plans  fe  coupent,  iltA:  clair 'que 
leur  interfeâioii  n'a  qu'une  feule  dimenfion  'qui  eft  1a 
longueur,  puifque  les  plans  Ibnt  cenfés  n'avoif 'aucune 
épaiffeur.  Il  eft  clair  aufii  que  leur  interfedion  .eft..tour 
jours  une  ligne  droite.  ..     .  : , 

45)7.  Il  eft'  donc  évident. que  irais  points  >  non  en  Ugm 
droite^  'ddienninent  la  pùfîtian  d'un  plani.   i  v.i.y^  ..  .i 

On  voit  bien  ,  en  effet ,  qu'une  infinité ^dê^pb^ajÀi£-. 

V 
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FÎG.  férents  >  comme  H  D ,  C  G  ,.  peuvent  avoir  les  dtnx  points 
A  &  B  communs  entre  eux}  mais  on  voie  en  même 
temps  qu'il  n'y  a  qu'un  feul  ^e  ces  pians  qui  pailanc 
par  les  points  A  &  B ,  puilïè  paflfer  par  le  point  déter- 
miné C.  Donc  les  trois  points  Â ,  fi ,  C  déterminent 
k  poficion  du  plan  C  G.. 

JL)anc'i%  trois  points  ne  peuvent  erre  communs  a  deux 
plans  différents ,  h  ces  points  ne  font  pas  en  ligne  droite. 
4p8.  a'',  Deux  droites  CA&AU  qui  fe  coupent, 
font  dans  un  même  plan  PQ.  Car  les  trois  points  C, 
A>  D  déterminent  la  pofition  des  deux  droites  CA, 
AD.  D'où  il  fuit  qu'un  angle  quelconque  CAD  dé^ 
termine  ia  pofition  d'uii  platu 
S^  499''  3^  ^^  ^^^^  droite  À  B  eft. perpendiculaire  à  deux 
droites  FB,  GB  dans  leur  point  d'iiuerfedion  B,  elle^ 
fera  perpendiculaire  al  leur  plan  P  Q. 

Car  u  on  conçoit  que  FB  tourne  autour  de  la  ligne 
immobile  AB,  elle. décrira  dans  ce  mouvement  un  plan 
perpendiculaire  à  A  B.  Oc  il  eft  cbir  que  ce  plan  eft  ce- 
lui des  deux  droites  FB,  GB,pui£que  GBeftperpen^ 
diculaire  à  AB.  . 

83  •       joo.  Suppofons  maintenant  iquejdenx  plans  DH  &  CG 
fe. coupent  dans  la  ligne  AB,  &  menons  AC  dans  le 

f»lan ^C G V  perpendiculaire  a  AB,  &  AD  perpendicu- 
aire  à  AB.  dans  le  pian  D  H  ;  alors  l'angle  CAD  fera 
la  mefure  de  l'incUnaifon  des  deux  plans  DH,  CG. 
D'oè  Von  voit  que  les  inclinai£ons  des  plans  les  uds  à 
4'égai;d  :^des:  autres  fe  niefurent  comme  Celles  des  ligna 
dcoitès  ;<  enforte  que  • 

j\'l3tï  plan  qui  rencontre  un  autre  plan  fait  avec  lui 
deax>  angles  dont  ta  fomme  eft  de  xBo''. 

2^^  Dans  rinterfeâion  de  deux  plans  les  angles  of^fés 
-ou^fommet  font  égaux. 

3  ^,  Si  un  nombre  quelconque  de  plans  fe  coupent  fur 
4tne'  même  ligne  ,  là  fomme  de  tous  les  aâglies  qu'ils  fe* 
ront  deux  à  deux ,  tant  en-de^Tus  qu'ett-dieflbus  de  leor 
'Mmfliiir}eiâitèTfeâion>  fera  de  3^0^ 
V 
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4*»  P«  pîw  qui  coupe  deux  ou  pluficur»  plans  paral- 
lèle faic  ayec  eux  des  angles  correfpondaaw  égaux  ,  &c,  &c. 
5-01.  Si  un  plan  coupe  deux  oupluficurs  plans  paral- 
lèles ^  les  lignes  droites  qui  naîtront  de  leurs  interfec- 
lions  feront  toutes  parallèles.  Car  lî  elles  ne  rétoient  pas , 
elles  fe  rencontreroient  en  les  prolongeant.  Les|)Un$  dans 
lefquels  elles  font,  fe  rencontreroient  donc  auflî.  Ils  ne 
feroieiît  dcHic  pas  parallèles. 

yoa.  Si  le  plan  CG  eft  perpendiculaire  au  planPQ, 
&  û  Ton  mené  d*un  point  quelconque  B  du  plan  CG 
la  perpendiculaire  BA  fur  là  commune  interfe<aion  G  F, 
je  dis  que  B  A  fera  perpendiculaire  au  plan  PQ, 

Car  fi  dans  le  plan  PQ  on  mené  DA  perpendicu- 
laire à  C  A ,  Tangle  B  A  U  fera  droit  à  caule  de$  plans 
perpendiculaires.  Donc  BA  fera  perpendiculaire  aux  deux 
droites  CA  &  AD>  &  par  conféquent  (49$)  a  leiir  plan  P  Q, 

SO^.  Si  deux  plans  DH  ,  C  G  font  perpendiculaires  à 
un  troipenu  plan  PQ,  leur  interfeSiion  ÈA  fera  auffi 
perpendiculaire  à  ce  troijîeme  plan.  Car  B  A  eft  alors  per^ 
pendiculaire  aux  deux  droites  CA  »  A  O.  Donc  elle  eft 
perpendiculaire  à  leur  plan  PQ. 

Des  Lignes  droites  coupées  par  des  Plans  parallèles. 

;o4.  Si  dun  même  point  A  on  mené  à  travers  deux    8^ 
plans  parallèles  PQ^^f  tantde  droites  que  Ton  voudra, 
A  d  D,  A/F ,  &c ,  I®,  toutes  ces  droites  feront  cou- 
pées proportionellement  j  a° ,  les  figures  DFG£H ,  dfg  e  h 
leronc  iemblables. 

Car  (i  on  fait  palTer  un  plan  par  les  trois  points  A^D, 
F,  fes  imetfi^ons  avec  les  plans  parallèles  PQ  >  /^  9  feronc 
(;oi)  les  droites  parallèles  DF,  df.  Donc  les  triangl^r 
ÂDF,  Ad/ feront  fepiblables.  On  prouvera  la  mèipe 
chofe  des  triangles  AFG  &  A/g ,  AEG  &  Ae  g,  &c  ;  d'o* 
il  fuît  que  AD  :  A  d  :  :  DF  ;  dfi  i  AF  :  A/:  :FG  :/g  :  : 
^G  •  Ag^&c  :  :  ie^perpendiçolaii;^  AB  &  A  ^  menée$dift 
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même  poiric  A  fur  les  deux  plans  j.Donci  \  toutes  les  droites 
AD ,  A  F  ,  A  G ,  &c  font  coupées  proportioftellemenc 
par  les  plans  PQ,  Pî- 

.  2%  Paifque  D  F  :  df:  :  AF  :  A/:  :  F  Gif  g  ,  &c ,  on 
a  D  F  :  dfi  :  F  G  :/g.:  :  E  G  :eg^  &c  :  or  fi  on  mené  DG, 
dgjon  prouvera  comme  ci-defîiis  que  les  triangles  A  D  G, 
Adg  font  femblables.  Donc  AD:  Ad  :  iDG  :  dg  iiDY: 
df:  :  F  G  :/g  y  les  triangles  D  F  G ,  dfg  ont  don^c  tous 
leufç.  cotes  homologues  proportionels ,  ^  font  par  confé-' 
quent  femblables.  D'où  il  fuie  que  \es  angles  F,  /  font 
cgaux.  On  prouvera  la  même  chofe  des  angles  G  &  g, 
E&e,  &c.  Donc  tous  les  angles  de  Ta  figure  DFGEH 
font,  refpedivement  égaux  à  ceux  de  la  figure. i/ge A. 
D'ailleurs  tous  leurs  côtés  homologues  font  ptôportionels. 
Donc  elles  font  femblables.  .  ' 

j'oy./De'  ce  aue  l'angle  F  eft  égal  à  Pangle/,  U  fuit 
que  fi  deux  angles  DFG,  dfg  ont  leurs  côtés  refpedive- 
jnent  parallèles ,  ils  feront  égaux  quoique  fitués  dans  dif- 
férents plans  y  ce  que  nous  avons  déjà  démontre  poot 
le  tas  ou  ces  augles  font  dans  le  mcm^'  plan. 
^  -  Si^^lé^' lignes  A  i  D  ,  A/F ,  &c  au  lieu  de  partir  dan 
même  point  A  étoient  parallèles ,  il  eft  clair  que  toiices 
les  lignes  (i  D>  /F ,  ^  G  ,  &c  feroient  égales  entre  elles, 
&*Tes  figures  D  F  G  E  H ,  dfg  eh  feroient  égales  &  fem- 
blables. 

'     pe  ce' que  les  figures  DFGEH,  dfgeh  font  fem- 
blables' ,  U  fuit  qae  leui's  furfâces  font  cntrq  êlt^is  :  :  X)  F*  : 
'df-'.iyA'tit^'  iAd'  :  :  lei quatre  B  A*  de  la  dîftànce  du  point  : 
A  au  phîfPQ  eft  ail  qxcstré  IrA^  deVadiftancedu  iiicme  I 
point  A  au  plan  p^.  Or  le  rapport  de  AB*'à  Ai*  eft 
cônft'anb  pour  un  m&mè  poipt  A.  Donc  qUel  que  foie 
letiombcedes  droites  A  D ,  -  A  F  ,  &c ,  les  fnrfaces  des 
'iîgures  DtGEH,'(rf/g eft  feront  entre  elles- dans  le rap- 
"pôTE'cènffëftt*  de  A  B*  à  A  t* ,  &  lelirs  périmètres  feront 
'  aiifli  dans  la  raifon  conftatite  de  A  B  à  A^*-  - 

S'il  y  'avoit' uh  pîas?  grand  nombre  de'  pkns  parallèles • 
^  ils  •'auroicnr'yous'  les  mêtn^s  propriétés*  -  •  '--  c';  •   • 


TROISIEME  PARTIE 

1>BS  ÉLÉMENTS  DE    GÉOMÉTRIE; 

yo6*  vJ  M' appelle;  Solide  tout-  ce  <iul  rcanic  les  trois  di- 
menfions  •  de  retendue.  Ot  pour  former  un  folide ,  on 
peut  fuppoXer  que  plufieurs  plans  foiêrit  tellement  unis" 
par  leacs  .angles  ,,qu Us  enferment  de  tout  cot^-uncer* 
tain  efpace  yabis  on  aura  un^  Poliedre  dont  Iqs  faces  feront' 
les  plans  qui  concourent  à  le  former ,  &  dbht  les  angUi 
folides  réfulteront  du  çonçouirs  dei  angles  plans.  ' 
^  Si  le  polyexlce  n*a  que  quîiVe  faces  planes ,  an  Je  nom-- 
me  Tétraèdres  S'il  en  a  fix  ,  c^dk  un  Hexaèdre ,  &c  i  &c* 
Lorfque  tous  lès 'ahgles  d'un  golTOdre,  font  égaux  ^  &  que 
touces .  fes  faces^  font  des!  plans"  çigaiu  ^  iiemblables  «,cé 
polyèdre -lèîl  régulier.  >, .  

•  507.  On meuire  les  angles^ folides  en  prenalit  la  fomme    ^S* 
3es  angles  plaris^qui'les  forment.  L'angle  folide  B ,  pat 
exemple,  a  pour  méfurela  fomme  des  degrés  des  an- 
gles plans/A&G,  CBD,  ABÊ,  EBA-     - 

.  Or  il  eftaifé'Kle  voir  qu'il  faut -au  moins  trois  angles 
plans  pour  former  un  angle  fofide,  &  que  la  fomme  de 
dj^ux  quelçoi;qiiçs  de.  ces  angles  eft  toujours  plus  grande 
que  le  icoiiîeinetf  ..  ::  ,  . 

<5'o8.  D'où  il  fuit  qu'w^  angle  folide  eft  moindre  que 
3  60*^.  Car  foit*  la  pyramide  quadrangulâire  BACOE, 
dont  les  faces 'ftirit' les  quatfe- triangles -À  BE'i- £BD-> 
écCySc  doiit  li' bafe  eft  le  Quadrilatère  ACDEi  II  eft 
triait  que  fer  deux  angles  AEB-+-  D  E  B  font  plus  grands 
qujB  l'angle  AEDavec  lequeHls  forment  l'angfe' folide- B; 
donc  teur  fuppléfAénti  eft  moindre  que  celui  de'Tangle 
^A  E  D,  Par  la  même  raifon ,  le  fupplément  des  deux  anglé& 
HE  A  B  -H  CAR  éft  moindre  que  celui  de  l'angle  C  A  E  » 
'&  ainfi  de-'juite%'©onc  k' fomme  des  fupplcipents^  dei 
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huit  angles  inférieure  des  faces  de  la  pyramide ,  laquelle 
fomme  eft  Tangle  folide  B  ,  eft  moindre  que  la  (bmme 
des  fupplémencs  des  quatre  angles  de  la  bafe,  qui  eft 
de  3  5b*.  li'angle  A>lide  eft  donc  moindre  que  jdo*. 

<09.  Et  par  confé^ucnt ,  il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  Tolyedres  ri' 
guiiefs  ,.Ï4V^/>#  ttoU  dofit  les  faces  foitnt  des  triangles  iquzUui* 
raux;  un  dont  les  faces  f oient  des  quarrés,  &  un  dont  les  faces 
foient  des  Pentagones  réguliers* 

Car  puifqi^il  fant  au  moiiis  crois  angles  pour  fermer  un  an^ 
folide  «  6c  qm*a&  angje  fi>Ude  ne  peut  être  de  jéo  degrés  «  il  eft  clair 

3u*il  n*y  a  que  cinq  cas  oii  on  puiiTe  faire  un  ai^sle  folide  avec 
es  plans  de  Polygones  réguliers,  i*»,  L'ande  d'un  triangle  éqm- 
htéràl  étaàt  de  6o  degrés ,  trois  dé  ces  angles  font  un  angle  fi>Iide 
do  1^0  degrés  ;  ft  par  confisquent  quatre  trianglcr  de  cette  c(^çoe 
peuvent  faire  un  Titraedrs*  »%  .Quatre  triangles  équilatéraux  joincf 
cnfcmble ,  peuyent  faire  un  angle  folide  de  140  degrés  »  &  former 
un  corps  régulier  à  huit  fâces,  appelle  Oêlaedh.  i^^  Qm<\  de  ce» 
nikiA^les  joitifs  enftmblé  peurent  fbtnier  un^  angle  de  }oo«,  ftpar 
fonféqunH  Qn  en  peut  compofo  tm  corps  régitticr  à  lo  £icts  »  appctti 
Icofaeire  \  maiS/  ux  triaog^  équilatétaux  joints  enfemble  feroienr 
?  6o*>.  4^,  Chaque  angle  4!.uil  qûarré  valant  ^o»,  trois  de  ces  angles 
fctoiit  un  angle  folMe  de  17^»  8rpar  conséquent  on  en  pourra  com- 
pofer  un  corps  replier  à  fix  faces ,  appelle  Hexaèdre  \  mais  quatre 
fie  jQf I  âïigies  feroleot  \étxr^  te: qui  ne  peut  faire  un  angle  lolide. 
5 <".  Chaque  angle  du  Pci^ugonç  régulier  vfilapt  108%  trois  de  ces 
angles  joints  enfemble  pourront  faire  un  angle  folide  de  324^5  & 
bh  en  pbûri-a  faire  uù  corps  rég\jlîcr  4  douïe  faces  ,  appelle  Dodicaeêre\ 
mais  u  on  joignoit  quatre  dce«si^ngkt  »  oo^auroit  431**^  angle  fbtide 
iffl^oCible.  Enfin  Taille,  de  |!hie)cagonA  régulier  étant  de  1  io<>  »  fi  on 
en  ajoute  trois  enfemble^  la  fqfM!^e  )é^o*  montre  qu'on  ne  peut  £ûre 
d*anglcs  folid^s  ,  ni  par  copfôqueiît  de  corps  fégulier  avec  des  hexa* 
gones  j  &  à  plus  forte  raifoh  n'en  pourra^t^m  pas  faire  avec  des 
Heptagones ,,  des  Octogones^  &c  5  donc  il  ne  peut  y  avoir  qnc  cinq 
iporps  i?égi|U«rs.  ,  '^;        •      •     .      -'.^ 

flfX  Gomme  il  faut  a^  moins  croi$  angles  plans  pour 
fermer  uir aogie  ibiiide^  ic  qu  alors  même  ces  angles  laif* 
fent  un  «^uide  à  la  haS^ ,  il  faut  un  autre  ^plan  pour  le 
feçtner.  Ceftpo^rquçi  de  cou^  les  polyèdres,  le.plus  fîmpl^ 
eft  ia  pyramide  ccii^ogai^e;^  ou  le  ,céçi[aedrf  • . 

Si  tiu.iieu  dun  triangle  ou  d'un  quadi;iiarere  »  oit  fufih 

pofeqij^.jla  b^jife  d'une  pyramide  eft  un  polygone  d'un 

^pliK  ^rand^  non^bre  de^cocé^  ^  les  faco$  de  cette  pyramide 

.h  i^Hldplifrpnt  di^isli^  niè^me.  raf^t^  jufqui  cd  que  U 
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hx(é  étant  idevenue  un  cercle,  la  pyramide  alors  devienne  ^^^« 
un  C^iie* 

Si  ia  perpendicolaîre  abasflSe  da  Commet  de  la  pyra- 
mide foi  £i  bafe  paiTe  par  le  centre  de  cette  bafe,  la 
pyramide  eft  droite.  Il  en  eft  de  même  pour  le  cÀne: 
on  l'appelle  droit  ou  oblique^  félon  que  la  perpendîcu*  g^ 
hire»  menée  de  fon  Ibmmet  pafle  ou  ne  pafie  point 
par  le  centre  de  fa  bafe. 

5*1 1.  Attcre  manière  de  concevoir  la  formation  des 
fcdide^.  Si  la  bafe  ADHC  monte  parallèlement  à  elle*  ^7* 
même  te  long  de  G D  ou  AB^  la  fomme  de  tous  les 
élément»  ^aux  k  cette  bafe  &rme  un  folide  que  Ton  ap- 
pelle Prifme.  Il  eft  droit  ou  oblique»  fuivant  que  D6 
eft  perpendiculaire  ou  incliné  fur  la  l^e. 

Le  prifme  eft  donc  un  folide  terminé  par  des  hafes  égales 
ff  parallèles  y  Qrfaf  des  faces  qui  font  des  paralUlogrammes. 
Sa  groflèar  eft  donc  uniforme.  On  l'appelle  {>rifme  triangu^ 
laire^y  lorfqùete  polygone  générateur  eft  un  triangle  ;  priime 

Juadrangulaire »  lorlqu^it  a  pour  bà(è  un  quadrilatère  :  &    ^^^ 
ce  quadrilatère  eft  Un  parallélogramme  j  le  prifme  alors 
it  nomme  VaraJllelepipeaie. 

Ce  fea  an  parallélépipède  reftangle,  toutes  les  fois   ^ 
que  la  baie  fera  un  reâangle ,  8c  que  de  plus  k  ligne     7* 
le  long  de  laquelle  fe  fait  le  mouvement  fera  perpen^ 
diculaire  à  cette  bafe. 

Si  la  bafe  étoit  un  quarré;»  dont  le  côté  fèt  égal  à  la 
ligne  de  hauteur  ,  le  prifme  engendré  par  fon  mouve^ 
ment  feroit  un  hexaèdre  régulier ,  que  Von  appelle  auflS   ^ , 
tube.  Le  cnbé  eft  donc  tin  prifme  à  fix  faces  toutes  égales  ^  ' 
te  toutes  quattées^  Un  dcâ  à  jouer  \  par  exemple ,  eft  un 
cube. 

Lorfque  le  p($lygone  générateur  eft  un  cercle  y  le  prifme 
devient  rond ,  St  cm  1  appelle  cylindre..  11  eft  drbrt  ou 
oblique  félon  la  poiirion  de  la  ligne  de  mouvement  on 
de  fes  cotés  par  rapporf  à  jâ  l^fe. 

y  12.  Troifieme  manière  déformer  desfolides;  Si  au-» 
tour  d'une  ligne  immobile  C  A,  on  fait  tourner  une  figure  ^  * 
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ne.  quelconque  AFBC,  elle  engendrera  iin.foUîie,  appelle 
Jolide  de  révolution.  Son  axe  eft  la  ligne  immobile  C  A. 

Il  fjjfcic  jfc  trerce  defcriptîoii  qu'un  point,  quelconque  B 
de  $:ecre.  6gare  crace  dans  fon  mouvement  la  cicconfér 
rençe  d*un  cercle  dont  le  tayon  BP  éft  perpendiculaire 
.    a  Taxe ,  &  dont  le  ce<iLCfe:eft  P  :  ce  qui  fait  voix  que  toutes 
le^' feiiioTis  faites  :dans  tmfoUdé  de  révolution  pur  des  plans 
perpendiculaires  à  fon  axe  font  des  cercles. 
88,   .    Si  rie  polygone  générateur  eft  un  redangle,  il  engen- 
drera, un  cylindre  droit.  Si  cô  n*êft  qù^un  triangle  rec- 
^^'   tahgk ,  le'folide  de  rçvolucîpn  fera  un  ^ône  étoiù  Si  ceft 
lanjtoitié  .d'un  pplygone  d!un  ..grand  nombre  décotes, 
^IIq  produira. un  /^Aero'iWe.  Enfin  le. falide  de  révolution 
fera  xxnt  fphere,^  fi  le  deminpolygone  qui  Tengendre  eft- 
*in  demi  èerde-  -- 

^v^,  La  Sphère  efi:  dûJieunfolide  tel  que  tous  les  points 

de  f^Jitt^^'Jfint  égalefnenf  ,fhighés  d'un  point  en  dedans 

ique.  Von  nomine  cenfreàR'pttil  fuit  què.toute  ligne  droite 

qui  pafle.par  fon  centre ,  &  qui  eft  çeiftijinée  de  part  & 

'    ^d'aucte.à;fe  furfaçei'^:  égale  à  fon  axe. 

On  peut  donc  prendre  poinr  a«e  devja  fphere  toutç 
;droite  cpipaiTe  p^r  foi^TC^toeVôt  qui  aboutit  des  deux 
cotes  à  (a  :furfacQ«  Dope,  i^iioes  les  fediohs  faites  dans 
une  fphere  par  des, plains  qoi:p^0Qnt  par  fon  centre  y  font 
des  cercles  égaux.  .    ..:.     -     •''..: 

5'I4»  En  général ,  fi  *on  coupe  une  fphere  pat  un  plan 
qu^lçonqji^,-Jaf(5(3:ipn  fera *tou jours  un.icerclef  Car  h  d(^ 
centra 'd§rUf fphere  on  :fperie  un  diamètre  perpendicu- 
haire  ' au^  plan  .coupant ,  qiiî./pouçra  regard.er  -  c^.  diatnetre 
comme  Taxe,  autour  duquel  Ia,fpher^ji^:jéç4., engendrée. 
Or  dans  ce  cas  la  feûion  eft  un  cercle  (y  12). 

On  app^ll^  grands  cercles  d'ùne-fphei'e  tous. ceux  dont 
les  pliiis  paAT^nt  par  fon  centre.  On  appelle /?emi  cerc/es 
ceux  dont  Jçs- plans  paifeût  au-dieflus  ou  au-sdeffbus  du 
centre ,  &  il  eft  évident  qUe  plus  ces  cercles  «fl  foiit  çUÀr 
gnés,  plu^  :if$ -font  petij$.  \  :     . 


De  la  m^furei  dei  Surfaces  des  Solides. 


IIG. 


SIS''  Nous  appellerons yî/r/àc^  latérale,, on  fimplement 
farface  d'un  folide  celle  de  fes  faces,  faiis  y  comprendre 
celle  des  bafes ,  &  nous  appellerons  furface  totale  d'un 
folide  celle  de  fes  bafes  &  de  fes  faces. 

Un  polyèdre  étant  terminé  par  des  faces  planes,  il  eft 
aifé  d'en  avoir  la-  furfâce^'-Ceft  pourquoi  nous  ne'  nous  y  •    ''. 
arrêterons  pas. 

S 16.  La  furfkc-e  d'un  prifme  quelconque  eft  égale  à  k   pl4 
longueur  BC  m»lnplice  par  le  contour  GIH  de  lafec- 
tion  faite  dans  çq  pnfme  .pax  un  pian  perpendiculaire  à 
BC. 

Car  la  furface  du  parallélogramme  BCED  =  D'Ex 
G'I=2BCx  GI  • .  ..La  furface  du  parallélogramme  ABCF 
=  B  C  X  IHj  enfin  celle  du  parallélogramme  A  F  DE  =b 
AFxGH  =  BCxGH.  Donc  la  fomme  de  tous,  ces 
parallélogrammes  ,  ou-la  furface  du  prifme  :=BCxG  I H. 

jlY;  De-là  il-fuk  qnt  la  furface- d^ un'  prifme  irôit\ 
^. par  cônféquent^ celle  d'un  cylindre,  dnpit  ». efi  égale, ^ an 
produit  du  contour  de  fa  bafepar  faliauteur ,  ou  par  la.dif- 
tancè  de  fes  bafes  parallèles. 

ia  Turfâcc  du  cylindre  ©bîiquc  AB'CI>  cft  dotoc^offi  éçalc  a  fa     8p. 
longueur  .A  B  muldpliée  pac  le  contour  G  M  £M  G  de  là  feâion  faits 
$ir  ^n  phn  çerpendicuIairG  ^à  AB.       .  :...'.     . 

Ôr  il  eft  aifé  de  s*affurcr  que  cette  fç^bion  cft"  une  el^pfc;  en 
effet  par  un  point  cjuelconque  P'de  Taxe  GI,  faîfbnsoafTer  un  plan 
'pairaiklr  à  U  bafc  du:cy tindre ,'  fon  interfcdidn  avec  laiurfacc  -cqurbe  ,  '  "^ 
fera  m^  cjçrcle,,  &  fgn  interfeiflion  avec  le. plan  GMI  fera  la  droke 
M  P  M  perpendiculaire  à' l'axe  G I.  Cela  pofé.,  foit  GP  =  a;  ,  P  M  =y, 
LP=5r,  GI  =  tf,  LK  =  BC==AD  =  ^.  On  aura  par  la  pro- 
priété du  cercle ,yy=îs^ç*— ^:f,  fc  à  caufe -des- triangles  (cmbla- 

Mcs  L  ix;;  PKI,  f  c=r  1-;  Doric  yy  =  —  f tf  ^^ x  x)  équation  à 
^  ■•         -  .  •     tf    ,  aa        ,     , 

Telfipre/dont  le  grand  axe  eft  i  &  dont  le  petit  axe  eft  a.  Yoye^ 
'les  Seif^ions  -coniques; ^    •*    •    '•  '  ,     .  ^ 

yi-S.'La  fûrfacé  d une  pyramide -régulière  eft  égale  à 
la  mpit^ië  dupérimettè  dti  polygone  ^di  lui  fért  de  bafe,  mut- 
tipUc^  parla  perpendiculaire  menée-dèibn  fommet  fut 
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Tan  quelconque  des  côtés  de  la  bafc ,  &  que  Ton  notxnne 
Jpothême.  Cela  eft  trop  évident  pour  avoir  befoin  de  dé- 
monft^ation. 

II  fuit  de  là  que  la  furface  du. cône  <îroît  eft  égale  au 
produit  de  la  demi-circonférence  de  fa  bafe  par  fon  apo- 
thème ou  par  la  diftance  de  fon  fommet  à  l'un  quelcon- 
que des  points  de  fa  bafe* 
^a.  Sip*  Suppofons  le  cône  droit  ABC  coupé  par  un 
plan  DE  parallèle  à  fa  bafe  AC,  &  propofons-ttous  de 
mcfurer  la  furface  du  cône  tronqué  AC£D. . 

Soit  A C  =r^ ,  DE^b,  EC têfte  de  l'apothfïn^  ^ C 
5=»^j  BEsssX)  on  auraiT  H^^  :4  t  tx  li  y  d'où  jr=a 

-^♦Soit  exprime  par  i  :  car  le  rapport  du  diamètre  i  la 

cicconférence^onaura&v  ^  a  v,  pour  lès  circoiifécençesdtis 

Bafcs  DE  &  AC  Donc  B  Cx  ^&  BE  x  ^  feront  !c» 

iatkcùs  des  cônes   droits  ABC,  BDE;  &  p^  con- 
^uent  leur  différence  ^  ou  la  furface  du  cône  tronqué  =s 

eft  la  circonférence  du  cercle  qui  tient  le  milieu  entre 
ks.  bofes  DE.&'AC.  Donc  h  fwrfact  du  cânt  trottfué 
fji  égale  au  produit  de  ce  qui  rtjîe  de  V apothème  y  par  laci^ 
conférence  moyenne  proportionelle  arithmétique  entre  eella 
ies  bafes  fupérieure  &  inférieure. 
j^5«  -  520..  Imaginons  maintenant  que  le  demi*p<^ygdiae  cé^ 
golier  SAN  tourné  autour  de  Paxe  S  N  qui  pafle  par 
fon  centre  C,  &  cherchons  la  furface  da  fphcroïde  que  ce 
.dcthi^polygone  engendre  par  fa  révolution^ 

H  faQt  d'abord  obferver  qu'il  y  a  deux  .c6cé$  ÂzM  ce 
polygone  qui  décrivent  des  cônes  :  Ce  font  les  cotés  BS  & 
1  N/  Le  feul  côté  A  Ë  décrit  un  cylindre  :  cous  les  autres , 
coinnte  B  A  &  I E  décrivent  des  cônes  tronquée  Or  il 
iiaic  de  ce  qui  précède  que  la  furface  de  l'un  quck«mqae  de 
i^  coms  tronqués  eft  égale  au  produit  da  côté  générateur 
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(  AB,  par  «xcmole  ),  par  la  circonférence  da  cercle  que   *^^* 
décric  le  milieu  M  de  ce  côté.  ^3. 

Cela  pofé,  foie  CM  le  rayon  du  cercle  iofcric  dans 
le  polygone  donné ,  6c  foienc  menées  les  perpendiculaires 
BQ,  MP,  AR,  fur  l'axe  SN,  &  foit  mené  BD  pa- 
rallelemenc  à  Q  R;  les  triangles  reftangles  ABD»  CFM 
font  Semblables  3  puifi^u'ils  ont  leurs  côtés  homologues 
oerpendiculaires.  Donc  A  B  :  B  D  ou  Q  R  :  :  C  M  :  P  M  :  : 
la  circonférence  qui  a  pour  rayon  CM:eftà*Ia  circon- 
férence qui  a  pour  rayon  P  M  :  :  cire  C  M  :  cire  P  M*  Ponc 
ABx  cire  PM;»  ou  la  furface  du  cône  tronqué  décrit 
par  A  B  =  QR  X  être  CM. 

Par  tm  raifonnement  femblable,  appliqué  aux  folides 
décrits  pat  les  autres  côtés  du  polygone ,  on  prouve  que 
la  (iirface  du  fphéroïde  eft  égale  à  (  S  Q -*«*  Q  R  *f- R  K  ^ 
KL-hLN)  ou  SNxcirc  CM.  Donc  la  furface  d'un 
fphéroïde  quelconque  ejl  égale  au  produit  de  fort  axe  par  la 
circonférence  du  cercle  auquel  il  eft  circonfcritm 

Or  U  fphere  peut  être  regardée  comme  un  i^héroïde 
d'une  infinité  de  cotés.  Donc  la  furface  de  la  fphere  efl 
égde  au  produit  d^  fon  axe  par  la  circonférence  da  Vun 
quelconque  de  fes  grands  cercles. 

Et  lafurfyçe  £mz  calotte  fphérîquepri^ditfxe  par  la  re-    po. 
vcUuim  du  demifefffnetu BC?  ejl  égale  à  Upaiffeur  CP 
de  cme  calotte  y  multipliée  par  la  circonférence  de  Cun  des 
grands,  cercles  de  lafpk^re*      .  » 

5-21.  Dont  1%  û  furface  de  la  fphere  eft  quadtuplt 
de  celle  de  Tun  quelconque  de  (es.  grands,  cercles ,  puif^ 
qu  un  grand  cercle  n'a  pour  furface  que  la  moitié  de  l'axe 
mulripUée  par  la  demi-circonférence. 

^**>  La  lurface  de  la  fphere  eft  égale  à  la  furface  conr 
vexe  du  cylindre  circônfcrit,  puifqu'ellps  ont  toutes  4l^l^ 
pour  mefure  le  produit  de  l'axe  EK  ou  FA,  par  la    g^ 
circonférerjce  d'jini  des  grands  cercles  de  la  fphere ,  ou  par      *^ 
la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  A  B. 
-    î°^:  La  furface.de  lafphcte  çft.à  la  furface  totale  du 
^yiiiKlr^  circonfçrit  :  :»i  3,  Car  les  deuxbafes  du  cylior 
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'^«    dm  font  chacune  égales  i  un  grand  cercle  de  la  fphere.' 
!   Donc  la/urfaçe  de  la  fphere  eft  à  la  fiirface  rotale  dvt 
cyliftdre  citcônfcrit  :  :  l  :  7  :  :  :2  :  5 .  '        '  '. 

OA,    •    Jïi:  Si  on  conÇOTt  titi  cône  équiiatéral  D  IL  circonfcrit  à  la  (f hcrc , 
ùt  ^uftcç  totale  fcr^  à  ccBç  de  la  fphere  1:9:4. 
}   Car  t)it  S  la  furfacc.d'un  des  grands  cercles  de.  la  fphere ,  &  a  foo, 
âhm^tîc\  on  aura  î  L  =  tf  v^j  ,  &  A  B* Y^»;  :  IL*  ^ii^  •  •  ^  •  ^^ 
forfàcc  de  la  bafe  da  cône:^:  5  S.  Or  la  furfacedu  cône  éqaOatéral 

cft  triple  de  celle  de  Çi.bafc,'puifqu'çlle  eft  ^galç  à  —  x  çirc  I  L  -H 

-! —  X  cire  IL  =  3  X  r  IL  c/Vc  IL.  Cette  furfkcc  cft  donc  égale  à 

5  S.  D'ailleurs  la  furface  de  la  fphere  çft  4  :S.  Donc  &c,  -  ,'î  A  '  .  * 
Les  furfaces  totales  de.  la  fphere ,  du  cylindre  cirçonfcrit  ,ôi;  du  flônc 
ifquilatéràl  circonfcrit  j  fopt  donc  :  :  4  :  ^  :  51".  D'où  il  fuit  que  Ja 
forfacc  duéylihdirccircônfcHt'eft  moyenne" proportionellc  ontreteHer 
^la  fpEieré  êc  ce(ic  ^Li^cone  équiiatéral  circonfcrit  ;  on:  ttott^ttokiéi 
hk  ttiéme  manière  que  h.  furt^ce  de  (a  fphçre  eft  à  celte  du  cylindre 
îafcrit^  eft  à  celle  du ^ cône  équiiatéral  infcrit:  :  16:  ix  :  9.  .Donc  la 
fîirfôcc  totale  du  cylindre  infcrit  eft  auflî  moyenne  propbrtîohelle  entré 
«Hc  de  la  fphere -'tfé  celle  du  cône  équiktéral  infcrit. 
V  5'à3 .  La  compâ^raifon  des  fùrtaces^  de  deux  folides  qÂet' 
conques  eft  forcaiféiôV  Car  appellaiit'S  &:  1  ces  fur&ces, 
A'^S  les  faâreurs  de  la  \ptetnireTe  ,  a  ôc  b  Us  faâeurs 
delà  féconde,  on   aura-rôuj'oUfs  S:j::ABtii>. 

D  où  il  ftm  t-i  tçifè  fi  A=:i2  ^&i  aurais  :€ .:  :  B  :  *.  >2% 
que  fi^'A  î  a:-:  b  i  B ,  oh  aura  S«=2=  .f#  3'',  que  fi  A  tàï:  Bi 
b ,«  an  aura  S  :  i  :  \.  A*  s^*  :  >  B/  i-i^y  Ce  dernier  cas  a  lie* 
dans  les  folides /cmiZ^^Wci.  OiS' àppçHe  ainfi  celi*  dont 
ièsidîmenfîons  homologues  font  propôradhéites.  îc^iMie- 
Toi ,'  par  exe Alpk-  y^fonc  des  folides  lemblabliJs.  Akifi  leurs 
fûrfeGes  iôm  &kit4  ^ll©s,  coitimôlesquarrès  de  leurs  raycn$v 
onde  leurs  diamètfôs,  ou  des  citcoftfcrences  de  leursgrands 
•Cercles ,  &  en  'geiiéral',  comme  tés<quarres  de  leàrs  dimen- 
fiôns  homologues.  '  -         '    '  -  - 

^.  .•       '    - -i;    .  /         •'■  _.I.   :.      \     ')  :;.;!-•     n   *:•'        •"     ••   *:.. 

**  "       \  •     -    '     '^    Dt  ta  mefure  h'i rSètiâes.    *- 


-     yh^,  L  A  î  fôIUUé  d'un  Corps  ^ftl  -  la  f^rticn  d-cjcndac 
comprit  enccefes^ateis.Âin^d^^*  cylindres  de' mènie 


^ofÇém  Se  de  mcme  hauteur  ont  une  même  folidité ,  4e   ^^ 
quelque  matière  qu'on  les  fuppofe,  Tun  de  plomb  maffif, 
0ar  exemple,  l'autre  de  liège.  Il  ne  faut  'donc  pas  con- 
fondre le- poids  d'un  corps  avec  fa  {olidiré. 

S^S'  On  fait  i%qiie  pour  mefurer  la  longueur  deç 
lignes  3  on  fe  feit.  d'une  mefure  que  Ton  regarde  comme 
Vanité ,  &  que  cette  mefure  eft  elle-même  une  ligne  droite; 
2^,  Que  pour  mefurer  les  furfaces,  on  a  recours  auffi  i 
la  plus  fimple  d^enrre  elles,  qui  eft  le  quarré ,  auquel 
on  rapporte  toutes  les  autres  comme  à  leur  itnitc.  Donc 
pour  mefurer  les  folidîtcs  ,  il  ny  a  qu'à  voir  quel  eft  le 
îblide  le  plus  fimple  ,  afin  de  le  prendre  pour  Tunité  com- 
mune à  tous. 

Or  le  plus  fimple  des  folides  eft  celui  dont  les  trois 
dimenfions  font  égales  ,  &  dont  chacune  eft  égale  à  Tunicé. 
C'eft  donc  le  cube  qui  eft  la  mefure  la  plus  naturelle  des 
folidités.  Auifi  dit- on  indiâféremment  la  cubature  ou  h 
folidité  d*un  corpsl,, 

La  recherche  de  la  folidité  d'un  corps  fe  réduit  dooc 
i  trouver. le  nombre  de  fois  qu'un  cube  d'une  grandeur 
déterminée  ,  qiie  l'on  prend  alors  pour  1-unité  de  folidité, 
eft  contenu  dans  ce  corps.  Si  l'on  veut,  par  exemplp,  et 
timer  un  folide'  en  pieds  cubes  ,  on  imaginera  un  autre 
folide  plus  petit ,  donc  la  longueur ,  la  largeur  ,  &  répaiC* 
.feur  foient  chacune  d'un  pied  ;  ce  fera  un  pied  cube,  ou 
Tunité  à  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  rapporter  le  folide 
propqfé ,  pour  fe^oir  combien  de  fois  il  la  contient» 

5*25.  Cela  pofé,  cherchons  la  folidité  d'un  cube  autre    g^^ 
que  celui  que  l'on  prend  pour  lunité.  * 

•    Je  fuppofe  que  le  cube  à  mefurer  foit  ABCDF, 
&  que. celui  que  Ton  veut  prendre,  pour  fa  mefure  foit    9^ 
abcdfi  il  eft  clair  i^  que  Ton  pourra  mettre  fur  U 
bafe  A'BGD  an   nombre  de  ces  petits;  cubes  exprimé     * , 

par  — j-^j-  =a  -^j  2  ,  quil  y  aura  dans  I^  grand  cube 

-  —  ..■.  i*  .  ■  '  *•    .  ".  AB* 

,  autant  di'  tfanches  çom'pofées  d'u^i -nombre  '^rz  de  peries 
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^^*  cubes  >  qa*on  pourra  en  meccre  fut  la  hauteur  A  E  ;  3% 

que  le  nombre  de  ces  tranches  fera — *-•  Il  y  aura  donc 

dans  le  cube  ABC DF  un  nombre  de  petits  cubes  abcdK 

,^      ,         AB»       AE  AB5     ^        ..  , 

reprcfentc  par  jjr  X =  -^'y  &  puilque  tf  t=  i , 

Texpreflion  de  la  iblidité  du  grand  cube  fera  amplement 

AB^ 

Donc  la  mefure  de  la  foUdicé  d'un  cube  eft  le  produit 
deTunUé  de  folidité  par  la  troifieme  puiflance  d'une  quel- 
conque de  fes,  dimeniions.  Un  pied  cu^e»  par  exemple, 
contient  1728  pouces  cubes 'y  une  toife  cube  ^ss  216  fitdi 
cubes  =t  21 6  X  1728  pouces  cubes  i  &c. 

Propofons-nous  nuintenant  de  mefurer  la  folidité  d'un 
parallélépipède  reâangle  HDMPL 
^6.  Pour  cet  efFet ,  je  fuppofe  que  fur  le  plus  grand  coté 
D I  de  ce  parallélépipède,  on  ait  conftruit  le  cube  ABCDF; 
il  eft  clair  i^,  que  ce  cube  doit  contenir  le  parallélépipède 
propofé ,  autant  de  fois  que  fa  bafe  contient  celle  du  paral- 
lélépipède^ 2^,  que  ce  nombre  de  fois  eft  exprimé  par 

ÎÎDMP  ~HDMPÎ3'>^^^^^  ^^^^^^^ 

égale  i  celle  du  parallélépipède  »  prife  ce  nombre  de 
fois.  Appellant  donc  x  la  folidité  du  parallélépipède  ,  on 

aurax  j5^^=DPid'où:r=DIxHDMP=5DI){ 

DHxDMssle  produit  de  la  furface  de  iâ  bafe  par  fii 
hauteur. 

5*27.  Il  fuit  de4à  que  lafdiiité  Hunprifmt  qutlconquey 
droit  ou  oblique ,  ejl  égale  au  produit  de  fa  bafe,  par  la  per- 
pendiculaire abaijfée  d*un  des  points  de  la  bafe  fupérieurc  fur 
la  bafe  inférieure ,  prolongée  s* il  efl  nécejfaire. 
Sn*  Qar  foit  le  prifme  A  B  C  D  £  F ,  droit  ou  oblique  »  il 
n'importe.  On  peut  réduire  fa  bafe  à  celle  d'un  reâangle 
abc  dy  (ùr  lequel  on  peut  former  un  parallélépipède  rec- 
tangle abcdf  àont  la  hauteur  foit  égale  à  la  hauteur 
G  O  du  prifme.  On  peut  aufli  dirifer  ces  deux  folidet 
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mr  dés  plans  paralldw  à  leurs  bafes  ,  &  former  oînfi  des  ïW» 
ferions  IKJLMN,  ii/m  qui  feront  toutes  égales  aux 
bafes  &  par  coaféquent  égales  entre  elles.  Or  ces  fedions 
auront  toujours  la  même  propriété,  i  quelque  point  de 
hauteur  qu*on  les  faffe,  &  leur  fomme  eft  égale  dans 
ies  deux  folides.  Donc  la  folidité  du  prifme  eft  égale  i 
celle  du  parallélépipède;  elle  s'eftime  donc  en  multipliant 
la  furface  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

Le  cercle  pouvant  être  regardé  comme  un  polygone 
d'une  infinité  de  côtés,  le  cylindre  peut  être  regardé  auffi 
comme  un  prifme  dont  la  bafe  eft  un  cercle  j  ainfi  U 

I   mefure  de  la  folidité  d'un  cylindre  eft  toujours  le  pro- 

î   doit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur,  ^ 

J28.  Soient  à  préfent  deux  pyramides  S  A  B  C  D  E,  ^9. 

\   sab  c  ,  dont  les  hauteurs  S  F ,  j/  foient  égales  ;  (î  1  on 

I    coupe  ces  pyramides  par  un  plan  parallèle  à  celui  de  leurs 

'  bafes  ,  les  levions  feront  deux  polygones  lKLMN,i<t£ 
également  éloignés  des  fommets  S ,  5.  On  aura  donc  (roc) 
SF*:SP*::ABGDE:IKLMN::j/:ip*::flAc: 
îkl'y  d'où  l'on  tire  ABCD  E:aic  :  :IKLMN:  i*i; 
&  par  conféquent  la  fomme  de  tous  les  éléments  IKLMN  , 
ou  la  folidité  de  la  première  pyramide ,  eft  i  la  fomme 
de  tous  les  i  i  / ,  ou  à  la  folidité  de  la  féconde ,  comme 

;    la  baib  ABCDE  eft  à  la  bafe  abc. 

!  Cela  pofé,  foient  deux  pyramides  d*une  même  hauteur 
û ,  &  appelions  X  la  folidité  de  la  première ,  B  fa  bafe  ; 
X  la  folidité  de  la  féconde,  b  Ùl  bafe  :  nous  aurons  Xzx 

B 
:  :  B  :  i,  &  par  conféquent  X  =  -r-  J?  ;  ce  qui  fait  voîç 

que  la  folidité  d'une  feule  pyramide  une  fois  connue,  on 
aura  immédiatement  celle  de  toutes  les  autres  pyramides 
qui  auront  la  même  hauteur.  Cherchons  donc  à  conncâtop 
ia  folidité  d'une  pyramide  de  hauteur  donnée. 

yap.  Je  nie  repréfente  un  cïibe  comme  formé  par  FaC- 
fêmbUge  de  fîx  pyramides  égales ,  qtii  toutes  vont  fe 
réunir  pair  leur  fommet  au  centre  du  cubej  &  qui  00c 
cHacune  pour  bafe  une  de  fes  &cës.  La  hauteur  de  ces 
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tlG.  pyramides  fera  donc  égale  à  là  moitié  de  la  hauteur  d(t 
cube;  de  manière  que  fi  la  hauteur  du  cube  efk  2a, 
l'aurai  8  a^   pour  Texpreffion  de  fe  folidité ,  &  par  cou- 

féquent  — 7->  oti ,  pour  Texpreffion  de  la  folidité  x 

jje  chacune  dé  ces  pyramides»  D'ariUeûrs  Uur  bafe  b  = 

'^a^j  donc  la  formule  X= -r- x,  devient  X  =  jaB. 

c'eft-à-dire  que.  la  folidité  d'une  pyramide  quelconque  ejl  égale 
au  tiers  du  produit  de.  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

Donc  1%  la  pyramide  eft  le  çiers  du  prifme  de  mênie 
bafe  &  de  même  hauteur;  2%  la.  folidité  du  cône  eft 
auffi  le  tiers  de  celle  du  cylindre  qui  lui  eft  circonfcrit. 
^2»  5*3  o.  Pour  trouver  celle  du  cône  tronqué  A  DEC, 
menons  la  perpendiculaire  B  F  fiir  fes  bafes  ,  &  fuppofons 
AC  =  /2,  DE  =  i,  GF=^j  le  rapport  du  diamètre 
à  la  circonférence. :î=5  i  :  tt,  &  la  partie  BG  =  jif.  Nous 

aurons  donc ,  x  \x^  d::  b  :  a.  D*aù  x  =s  — t.  Or  les 

furfaces  des  cercles  qui  ont  D  E  &  A  C  pour  diamètres, 

font  exprimées  par  —  &  — .  Donc  les  folidités  des  cônes 

ABC&BDEfontC;c+4)  — &   — ;  &parconfé- 

quent-  leur  différence  ou  la  folidité  du  cône   tronque 

ACDE;=^-^(Ca^— .^^1;,  +  ^^^)==;^ 

ri  ^^ 

en  mettant  pour  x  la  valeur  — r-. 

5-31.  Pour  mefurer  la  folidité  d'un  polyèdre,  on  le 
.'divifera  en  pyramides  dont  on  calculera  féparément  h 
folidité.  Leur  fomme  fera  celle  du  polyèdre  propofé.  Si 
ce  polyèdre  eft  régulier  ,  on  multipliera  le  rayon  de  la 
fphere  à  laquelle  <mj  |fe'ût  le  concevoir  circonfcrir ,  par 
le  tiers  de  fa  fujifëte  ,  &  on  aura  fa  folidité.  Car  on  peut 
concevoir  que  da'  centre  de  la  fphere  infcrite  on  ait  mené 
à  tous  les  angles  .du  polyèdre  des  droites  qui  le  divifcrtt 
^en.autanc:  de.  pyramides  égales  qu'il -a  de  faces.  Or  la 

folidité 


lolidicc  de  lîune  quelconque  de  ces  pyramides  eft  égale    piQ^ 
au  tiers  de  fa  bafe  qui  eft  uiie  des  faces  du  polyèdre , 
multipliée  pat  hr  perpendiaulaire  niençe  de  fon  centre 
fur  cette  face ,  c'eft  à-dire  ,   pat  le  rayon  de  la  fphera 
infcrite.  ,^^ 

5  j  :2.  A  l'égard  d3*i  fph^e  mcrtie ,  fa  folidité'  eft  égâU 
au   tiers  de  fa  furface  itiuUipliée  par  fon  rayon. 

Car  on  peut  concevoir  la  fphere  divifée  en  un  nom« 
bre  infini  de  petites  pyramides.,, ^i  ont  toate$^  peut  fom-i 
met  le  centrç  même  de  cette  fphere ,  Se  pour.  ba(e  une  ' 
Portion  infiniment  petite  de  fa  furFace.  Or  là  folidltc  de 
iune  de  ces  pyramides  eft  égalé  au  produit  du  rayon  pac 
le  tiers  de  la  portion  infiniment  petite  de  la  furfacede 
la  fpher*e  ,  qûî  lai  fert  de  bâfe.  "Donc  la  fbmme  de  routes 
ces  petites  pyramides ,  ou  lafoliiité  de  la  fphere  ift  égale  atà 
firaduiï  de  fonràyéri  par  /e  tiers  de  fa  furface.  - 

)'35,  Soie  s  la  furface  d*un  des  grande  ôetçïès  :  de  la 
fphete  &  a  fon  rayon,  fa  foliditc  fera  4  ^  ^«  Ôr  Je  cy-  '  - 
Undre  circonfçrit  à  k  fphere  a  pour  folidité  2  a  s.  Donc 
la  folidité  de  la  fphere  eft  à  celle  du  cvlindre  circonfcriç  . 
t:^  as:  2  a  s  ::  2  :^.  Archimede  qui  le  premier  *  dé- 
couvrit ce  rapport  j  fut  frappe  de  ^n  ide*uicé  avtc  celui 
des  furfacçs  d^^  mêmes  foîides. 

La  Cntbcc^iç  U  bsi(è  du  cône  équilat^rai  écant  is^ècùi  batlteiir  )  ég 
Ùl  folidité  eft  5  -tt  st  Bonc  la  fphere  eft  àU  cône  éqtfilat^cal  :  { 4  :  p  ^ 
lapport  qui  eft.  eîicore  le  même  qaé  celui  de  lettfs  fisxùiceii 

Si  l'oû  conçôis-iin cône  AEB  qui  ait  même  Inoteui;* 
que  le  cylindre  circonfçrit  à  la  fphere  j  la  foildité  de  ce   ^^ 
cône  fera  le  tiers  de  celle  du  cylindre.  D^où  il  fuit  que 
le  cylindre,  la  fphere  &  le  cô^e  font  alors  :  :  5  :  a.:  i. 

SH^*  Suf»polbns^iiiaihtenanc  qu^un  feâeur  circulaire  BCD    ^^ 
tourne  autour  du  rayon  D  C  j  il  décrira  uri  fedkeuf  fpKérique    ^  ^ 
BCDM  :  J^lpôxicmefurer  la  folidité  de  ce  fe^'uf  »  (ait  BD 
«  a ,  X  a*=,  GP, ^  qui  eft  1  cpaifleur  de  ta  Càlm^  BCM.,  foit  ' 
I  ;  TT  le  ra)pxH:>rr  .âa  diamètre  à  la  circonférence.  On.ajura 
tkdTT  pour  la  circonférence  d'un. des  grands  cerclest  de. 
U  fphere  »-  &  2  a  ^r  a^  fera  laJarÊu:e  décrite  par.  B  CL  Donc: 

X 
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KG.   la  folidi.té  du  /^eûeur  fphériq.^e  B  C  D  M=  ^^~^.  DU 

l'on  voit  que  dans  la  même  fphere ,  les  fedeurs  fphétU 
eues  font  .encre  eux-»  c^smime  les  épaUIèur^  àt%  calottes 
fur  lefquelles  ils  font  appuyés. 

J5y.  A  i  égard  de  la  calotte  décrite  par  le.  demî-fejf- 
ment  fi  C  P  >  la  iblidité  eft  égaleà  celle  du  fedeur  fphé- 
fique  BCMF  moins  celle  du- cône  droit  décrit  par  le 
triangle  B  PB.  Or  il  ëft.aifé  de  trouver  que  ce  cône  a 

cour  foUjiitç  ^  (  2  tf  4P  -r<  Vy  j  ( a^rrx)  j  donc  une  ca- 

}pcte  i^bérique  donc  l'épaifleiir  eft  ar,  a  pour  expreflion 

àéfafolidité  --  |^2a*Â:  — (2a^  —  x x)'{a--^ x)'\:=i7fX^ 

(4r-fr^.  ..    ■ 

%%€.  De ssaoep  dernière  exptcfioQ  on  àiiok  fiiciletnent  celle  de  la 
^lidi^ 4e t^jpoitîon fphérique engetidrée parla révolut&oûda  trapèze 
50»  cirçul^e  P PB  F 5  car  en  nomnianij  (on^ipàifTeur  DP,  on  a  tout 
de  fuij;c^  r<«  ^  ?  "^  T  îV  N^^  fa  foHdité.  On  trouve  de  même  qu'ca 
nommantal^àiffeutDQ,  kfokîën  (phériqué  décrite  par  le  tra- 
pèze X)  Q  ÈI  Ru^our  îxçtc(Uoa.^  Tf  «  «  -^  t  ^^M.  ^  ' 

I)  n!fe^  4^f^as  difici^e  de  coimoicre  la  (plldicé  de.la  Zojk  cngen* 


tt^-r^ 


dbée  parle  crapeeieQi?  BN^  Sbn  Gqxreffion«ft  «-("iiirx  7*  bh — --!•> 

Or  appellant^  fon  épaiflcur  PQ,  y -fon  plus  grand  rayon ,  on  la  plus 
p:ap4«  ^tà^i^iê  VQ»  /^  la-  pte  petite^  BP,  dn»a::|:ï=«i4.f  ;  ce 
^i^.4pppfe  d'iyHW  P$WH:  14  folidiié^  Tjgr^^ûtf  —  «^^^ 
^  on  a  cvifmf^y  ^04^^if'i4^<Và.yy  rf-i<tt;?4<t=/yrf-  «  «H-  >^tt 

-4»jr ^ Obnc ^ tt i±:  J^2^7I&  ^TTff  ;  de  paâr 'eonfiiqiieix  là  ibâité 

2,       ,  ^  6 

(3Jfy,'^^yy^'^^i)'  Aîttfi^tiandinêmeonnccènnoîttoit  pa<  le 
xiafoa^Sek^pmedaxftCime:zoae&k.fe^^  détemttxieSDic 

^^j^'  Manicenanc  pour  comipa;rerdeiK^ :ibKAes  enleia- 
fait  )  ^a^Bcms  S  latoiyi«é^^emidr.^^A/ft»G,fes 
tfOf&  &i^utsç  s  la  &ilid«oé  da:'fecoml:,^â,  b^c  (es  àc- 
telles;  Hi^ê  aoroo^  docicS  :  i^:  :  ABC  zai  a;  D'où  tl  fait 
[tf'-j-  4ur  -{i' Afe»4ySli  »-{^  BC:  i*,^%  Qoe  focigoeA :^ 


DE     MaTHÉM  AftQttËSl»  Jâ} 

lÉ  t  :  ^  c  :  B  C ,  on  a  S  =  5.  3  %  Que  dans  Us  fqUd  ts  fenil^ 


blables  ,  S  :  j  :  :  A*  :  a'  5  i  BM  iM  j  C*  :  c'  ;  enfor" 


par 


exemple ,  que  les  folidités  des  fphens  faut  entre  elles  camme 
les  cubes  de  leurs  rayons ,  ou  de  leurs  diamètres  ,  ou  de  leurs 
>  iimçnfions  fion^ologues  quelconques. 

Uiuit  de  là  que  les  rbliditéi)  des  fpheres  font  proportion 
nelles  aux  cubes  de  leurs  rayons ,  tandis  que  les  furfaces 
dès  cercles  font  proporcionelles  aux  quarrés  des  rayons» 
&  que  les  circonférences  fuivent  le  rapport  fimple  des 
rayons* 
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5^4  LSÇONS    EtiMENTAlREi 

APPLICATION  DES  PRINCIPES 
DE  GÉOMÉTRIE  ET  D'ALGEBRE 

.    Au    CALCyt    D£S    SlNU$    £X    A   LA    TaiGONOMâTRIC». 


XL  écoic  naturel  de  chercher  à  réduire  toutes  les  figuret 
reâfilignes  au  triangle  ,  parce  que  le  triangle  efl:  la  plus 
fimple  de  toutes  ces  figures.  Auflî  voyons-nous  que  les 
anciens  Géomètres  avoient  déjà  ramené  l'arpentage  à  ce 
point  de  (implicite  :  ils  partageoient  en  triangles  les  ter- 
reins  qu'ils  avoient  i  mefurer.  De  là  vient  le  nom  de 
Trigonométrie  à  la  fcience  qui  apprend  à  réfoudre  les 
Triangles. 

Quand  ils  font  formés  par  des  lignes  droites,  on  l'ap- 
pelle Trigonométrie  reSiligne.  Quand  ces  triangles  font 
formés  paf  des  arcs  de  cercle ,  on  l'appelle  Trigonométrie 
fphérique^  L'une  &  l'autre  Trigonométrie  font  d'uite  grande 
utilité  :  mais  pour  être  wi  état  d'en  juger ,  il  faut  com" 
mencer  par  (e  rendre  familière  la  théorie  des  Sinus^ 


Du  Calcul  des  Sinus. 

5*38.  O  ^  appelle  Sinus  d'un  arc  ou  d'un  angle,  toute 
^^,  ligne  qui  partant  d'une  des  deux  extrémités  de  cet  arc 
ou  de  cet  angle ,  tombe  perpendiculairement  fur  le  rayon 
ou  le  diamètre  qui  paife  par  l'autre  extrémité.  Ainfî  la 
perpendiculaire  BD,  menée  de  l'extrémité  B  de  l'arc 
ÈA,  fur  le  rayon  CA,  qui  paffe  par  l'autre  extrémité 
A ,  fe  nomme  le  Jînus  de  l'arc  A  B,  ou  de  l'angle  A  Cfi 
que  cet  arc  mefure» 
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yjp.  Si  EB  eft  le  complément  de  l'arc  BA,  fon  finuâ 
G  B  eft  le  finus  de  complément  3  ou  le  cojînus  de  l'arc 
AB.  Or  il  eft  clair  que^CDssBG,  &  que  BD=GC 

^4.0,  La  peroendiculaire  AT  menée  par  le  point  A 
fur  le  rayon  G  A  jufquà  la  rencontre  du  rayon  G  B  pro- 
longé, fe  nomme  la  tangente  de  Tare  AB,  &  G  1  en 
eft  hfécante.  De  même  la  tangente  EM  de  l'arc  EB 
eft  la  tangente  de  complément,  ou  la  cotangentt  de  l'arc 
AB,  &  CM  en  eft  la  cofécante. 

On  nomme  encore  finus  verfe  Se  cofinus  rerfe  les  lignes 
AD,  EG;  mais  on  s'en  fert  rarement. 

Pour  abréger,  nous  écrirons ^n ,  co/,  tang^  cotpfecy 
cofec ,  fin  V ,  co[  v  ,  au  lieu  de  finus  ,  cofinus  ,  tan- 
gente, cotangente,  fécance  ,  cofécante ,  finus  verfe  &  co- 
finus verfe. 

j'41.  Il  fuit  de  la  définition  des  finus,  que  le  finus 
iun  arc  quelconque  eft  la  moitié  de  la  carie  d\n  arc  double. 
Car  fi  on  prolonge  BD  jufquenF,  BDfera  la  moitié 
de  BF,  corde  du  double  de  l'arc  BA. 

Et  c'eft  de  là ,  pour  le  dire  en  palFant ,  que  vient 
probablement  la  dénomination  des  finus  :  car  autrefois 
les  cordes  d'un  cercle  s'appelloient  infcriptce ,  &  leurs  moi«> 
tiés ,  ou  femijfes  infcriptœ ,  fe  défignoient  par  S.  ins.  On 
finit  donc  par  prononcer^znaj  dans  un  temps ,  où  la  plupart 
des  mots  fe  terminoient  en  us. 

De  ce  que  le  finus  d'un  arc  eft  la  moitié  de  la  corde 
qui  foûtend  un  arc  double  >  il  fuit  évidemment  que  U 
'finus  d'un  arc  de  ^o?  eft  la  moitié  du  rayon  (420). 

5*42.  La  définition  des  finus  fait  voir  avec  la  mémo 
clarté,  que  le  finus  d'un  angle  aigu  quelconque,  BGA 
eft  le  même  que  celui  de  l'angle  obtus  a  GB,  qui  lui 
fert  de  fupplément. 

5*43 .  Quant  au  cofinus  d'un  angle  obtus ,  il  eft  tou- 
jours négatif.  11  en  eft  de  même  de  fa  tangente ,  cotan- 
gente, fécante ,  &c. 

5*44.  On  voit  bien  que  les  finus  croiflent  depuis  o*, 
auquel  cas  leur  cofinus  eft  égal  au  rayon ,  jufqu'à  $o\ 
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FIG.   AloK  te  fmus  dévient  égal  au  rayon,  &  le  cofinus  s'évanoùîc.' 
Les  fiiius  croiffent  enluitô  depuis  5)0**  jufqu'à  ï8o^  où' 
ils  dèvieiihenc  nuls ,  pendant  que  leur  cofirius  devient 
cèal  au  rayon  pris  négativement, 

r4  c.  On  voit  également  que  les  tangentes  &  les  fécantes 
ctôilTènt  depuis  o  >  où  la  tangente  eft  nulle ,  pendant  que 
U  fêcante  eft  égale  au  rayon ,  jufqu'à  5)0**  où  la  tangente 
&  la  fécante  deviennent  égales ,  parallèles  &  par  coa- 
féquent  infinies*  La  cotangènte  eft  alors  nulle  ,  &  la  cofé-' 
cante  égaie  au  rayon. 
Depuis  ^o«  jufqu*à  180%  elles  décroîffent  de  plus  en  plus;  roaîs- 


,  Dans 
point  la  eotangcnte  &  la  cof*écantç  dçvïçrincnt  égales  & 
infinies  négatives, 

^^6,  La  tangente  de  ^y*^  eft  égale  au  rayon  ^  ainfique* 
99*  là  cotangente.  Car  alors  les  triangles  reâiangles  C  E  M^ 
G  T  A  deviennent  égaux  &  ifofceles. 

5*47.  Cela  pofé  ,  foit  lare  BA=s  A,  le  rayon CB  =3 
C  A  =5  I  (fuppofition  que  nous  ferons  déformais,  afin  do 
rendre  le  calcul  plus  facile  ) ,  on  aura ,  à  caufe  des  trian- 
gles reaangles&femblablesCBD,  ÇGB,CTA,CEM/ 
Içs  proporticins  &  les  équations  fuîvarites. 

I,  CD*H-BD'===:CB*;ou7rn*A-f.c(?/ A  =  T  = 
/zn*  B  •+-  top  B  ( B  étant  un  autre  arc  quelconque).  Donc 
Rn  A  -^fin  B  ;  cofh  ^cofA  :  ;  <:(?/B  -^  cofA  \jîn  A  — 

>B. 

IL  CT*-^  AT*  ==«AC*. -/ec*  A  — r^ng*  A«f. 

IIL  GE*=CMV— EM*  ,  .  .  i=cofec^k  — 
çot^  A  =*/ec*  A  —  tang""  A. 

IV.CD:BD;;CA:AT  .  .  .  cofAifinAim 
tang  A,  Donc  Jin  A  ==  cofA  x  tang  A  *  •  *  cofA^ 

jSnA  .  fin  A 

V,  CB:BD::CT:  AT  .  •  .  I  ifinAiifecA: 
Wg  A,  Donc  fec  A  =  -^^  =^  7^^ 

YI.  CG;GB;:CE;EM  •  •  .  fin  Aico/Aiii.: 


100. 
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.  .       eçfA  I        -ex  *  à  TlGm 

:  cdr  A=3  -g— =  ^ — r.  Donc  (î(7r  A  x  tafig  A  =7=  i. 

5*4.8.  Soie  propofé  maînténaiic  de  déterminer  le  finve 
&  le  cofînus  de  la  fomme  de  deux  arcs  donnée  A  fi  &  B  £. 

Je  nomme  s  le  finus  BD  de  Tare  A  B  * . .  c  fon  do-» 
£nus  CD ...  y  le  finus  EG  de-  l'arc  C  E  B  •  . .  (/  fon 
cofinus  C  G  • .  •  •  enfin  x  le  çofinus  cherché  C  F  =»=s  €^f 
CAB-+-BE),&^  le  finus  EFiifc=jin  (AB^BE). 

Cela  poiîé,  à  cadè  des  triangles  femblabLes  CBD^ 
CFH,EGH,on  aura  CD  (c  )  :C  F  C^f  )  ::CB  (1  >t 

CH=^::BD(0:*H=— . 

EnfuiteCD(c):EG(/)::BDCi>rGH((^^^):: 
CB(i)  :EH  C;^  — •^).Donc  Aa^cc'— ^5  &  /  :*â» 

La  première  équation  donne  x=zcc^^^ss\  Se  fub£- 
tituant  cette  valeur  dans  la  féconde ,  on  a ,  (  en  faifanc 
attention  que  l  —  i*  =  c*), jy  =s=  i  c'  H-  j'  c.  Donc  en  géné- 
ral a  &  &  étant  deux  arcs  quelconques  »  on  a 

Sin  (  tf +6 )  =7?/!  tf  co/i  ^finb  cofa. 

Cosla^b)=sz cofa cof  h ^fin  afin i. 

J49.  Soit- a  ^bsssc^  00  aura 

binc=:finacof(c^a)^cofafin(c — -a). 

Cofc=:cofa  cof( c—  a)  ^^fin  afin  (c -^tf  ). 

Or  en  traitant  T^i  (c^^a)  Se  cof{c'^a)  comme 
des  inconnues,  on  ttovLVt  fin  {c-^a^zszfinc  ci>f  a*-^^, 
fin  a  cofc  .  . .  ..8ccof(c*r^a)s=i  cofc  cof  a*^  fin  afin  c. 
Donc  en  général ■ 

Sin  (a^r^b  )=fina  cofb  — fin  b  cofa^ 

Cof  (a  —  by=^cofacofb^fin  afinb.. 

En  i^ifant  a  =s  K  on  zfin  2,  at=st  2  fin  a  cofa,  &  cof  2  m  » 
as  co/*  a  — ^71*  a  8=2  cof^  tf  —  I  (en  mettant  pour. 
fin^  a^  fa  ^leur  i  ^^copa).  Il  eft  .donc  bien  facile 
d'avoir  le  finus  Se  le  cofinus  du  double  d'un  arc  dont  on 
cannok  dc|a  le  finus  &  le  xofinus» 

Xiv 


On  trouYQ  avçc  la  même  facilité  1§  finiis'8c  lo  cofi- 
rius  de  U  moitié  de  cet  arc  Car  fi  on  fait  2  a  =c, 
on  aujw  Jîn  çsa  2  fin  i  c  câ/-î-  c ,  &  cofc  4^  i  =»  a  ci^* 

i  c.  Donc  c(>/i  c  «  !/•  (i^î=^^ 

Mais  comme  ces  formules  fuppofenc  que  les  finus  & 
cofinus  font  déjà  connus,  il  faut  »  avant  d'aller  plus  loin  j 
apprendre  à  jes  connoître. 

yyo.  Et  d'abord,  il  eft  clair  que  (î  on  calcule  les  finus 
de  tous  les  arcs  compris  dans  un  quart  de  cercle  i  depuis 
l'arc  de  i''  jufquà  rare  de  00%  on  ccnnoîtra  cous  les 
finus,  depuis  celui  de  i'^  ju^u'à  celui  de  180®  (  542  )• 
Or  depui?  180*"  jufqu'à  360**,  les  finus  font  les  mêmes 
que  depuis  o^  jufqu'à  180,  au  figne  près  qui  eft  négatif. 
Donc  îe  calcul  des  finus  fi  réduit  à  cehi  de\  finus  d'un 
quart  de  cerck. 

M  eft  clair  enfuite  que  les  çofinus  peuvent  aîfcment 
fè  déterminer  par  la  formule .  • . .  cofa  ==  j/^  (i  "^fin^  ^). 
Occuponsrnous  donc  feulement  du  calcul  des  finus. 

On  fait  (48^)  que  le  rayon  étant  i ,  Tate  de  90* 
eft  repréfenté  par  i, 5*707^^5 167^48^5  ,  &c  j  dope  Tare 
de  i^'  eft  de  0,000004848  &c  parties  du  rayon;  & 
comme  uri  arc  auflî  petit  ne  di|Fere  pas  fenfiblement  de 
fon  finus  j  on  ti  pris  0,000004848  &c ,  pour  finus  de 
rare  de  i!'.  On  a  doublé ,  triplé  cette  fraftion ,  &  oa 
%  çu  les  finus  de  2'' ,  de  3'',  Ac. 

Oa  aurçit  pu  calculer  le  finus  de  ^ ,  puis  celui  de 
3"  &c j  par  les  formules  fin  z  a=t  2  fin  a  cofa ,  &  fin 
(  a^h)  :=afin  a  ccfS-^fin  h  cofa  :  mais  on  »  trouvé  que . 
U  différence  entre  des  arcs  aufii  petits  &c  leurs  finus  étoit 
xHx^  i^eâifiblé ,  pour  ne  pas  prendre  chacun  de  ces  arcs 
au  Ir^u-de  fon  finus  refpedif, 

pn  s'élevant  ainfi  des.'  ccondes  jufqu'aux  minutes,  iC 
en  ÇQttl^uant  le  calcul  depuis  les  minutes  jufqu'aux  dc^ 
^xés ,  pai:  le  moyen  des  deux  formules  f  récQ4^nte$  ^  oa 


parvient  au  finus  de  3*o^  Ce  finus  devant  être  cgal  à 
la  moitié  du  rayon ,  on  peut  vcrifier  par  là  les  calcult 
ajntérieursj  &  on  fe  trouve  avoir  tous  les  finus  depuis 
celui  d'une  féconde  jufqu'à  celui  de  30^  Mais  pour  ne 
pas  trop  groffir  le  Volume  des  Tables  ,  on  tfy  fait  entrer 
que  les  finus  des  minutes  &  des  degrés, 

jyi.  Suppofons  maintenant  que  û=  30%  on  aura 
/nC30^-H*  )— /n  30''  cofb -H  cof^o^'fin  h.  Otfin 30* 

==| &:co/30^  =1/^(1  ~^)  =  ^|/'3.Donc/ii 

(SO''-hb)=\Jînb}^:i+{cofb &/n(30o~t) 

—  i.  cofb  —  {Jîn  *  j/"  3*  Donc  Jîn  (  30''  -*-  A  )  =Jîn 
(30**  —  b)  '^fin  hx/'  3.  Il  fuit  de  là  que  connoiflanc 
tous  les  finus  depuis  o"*  jufqu  a  3  Q^  ^  on  a  racilem«nt  tous 
ceux  qui  font-depuis  30«>  jufqu'à  ^o*. 

.  55-2.  Cela  pofé,  foit  a  =:=  60%  on  aura /?n  (  Ccf  ^h^ 

—  ^cofbi^^^^Jinb  ....  &>C  <îo^—  b  )  =  lcoflt 
1/^3— T  fin  b.  Donc  fin  (do°H- è)  =jî/î  (5o*~è,) 
+Jinb.  Par  exemple,//!  66^ :=^fîn  ^^"^ ^fin  6^^ 

ConnoiflTant  donc  les  finus  des  arcs  qui  font  entre  30* 
&  60^ y  on  aura  tout  de  fuite  ceux  qui  font  depuis  60T 
jufqu  à  50**  ;  ce  qui  complétera  ce  genre  de  calcul. 
,  yy 3 .  Reprenons  les  deux  formules . . .  .fin  ( a  •+•  i  )  *=» 
fin  a  cofb  *+^  fin  b  cofa . . .  ^fin  (a-^^b  )  =^fin  a  cofk-'^' 
finhcofa  ,  &  ajoutons -les  enfemble  \  nous  aurons 
Sin  a  cof  b  —  ^fin  (d'+'b )  "i-  {fin  (  a  —  b  ). 

En  fouftrayant  la  féconde  de  la  première ,  nous  rtoa* 
verons  ,  .  .  • 

Sin  b  cofa  =z3  {fin  {a^b  )  —  \Jîn  (  a  —  i  ) 

Faifant  les  mêmes  opérations  fur  les  deux  autres  £br-. 
mules  . . .  •  cof(a^b)  =;  cofa  cofb  — Jîn  afin  b  • . , , 
cof  (a^^b)  :=='  cofa  cofb  -^  fin  afin  b  , 

i/j  •  Cofacofb^=:::\:Cor(a^b)'^\cof(a-^b) 

en  en  dedmra . .  ^.^^^^  fc^|co/(^_4  -!«/(.-+./) 

Ces  quatre  dernières  formules  font  iitiles  quand  on 
veut  transformer  dç5  produits  de  finus  en  finus  fimples. 
les  quatre  iliivantçs  lerveiit  à  fubftitacr  à  des  femmes 
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on  à  des  Mkencts  de  finus ,  des  produits  d'autres  fiims^ 
afin  oue  le  calcul  pat  lôgatichmes  puiflTe  s'y  appliquer. 
yy^.  Soit  a-^b==p.  .  ,a^b^qy  on.auratf=s 

l±î.  .  ..è=!=^-=i.  Donc 

Sinf  — fm  q  =  2jin  — —  cof—^. 
Coff  ^cofq  =  2cof  -^  cof  —^. 
Cofq  —  cofp=  2  fin  —^fin  -^. 

j5  î.  Suppofons  dans  les  deux  premières  Formules  ;>  =  ^o» ,  &  dam 
les  deux  dernières  j  =  o  ,  nous  aurôûs .... 

>=  *  dp  C45**  +  T  ?;  =»  ^^A-  î- 
I  —  cofpz=zxfin*\p:=zfinv.p. 

1^6.  Divifons  maintenant  les  formules  du  n""  j'5'4* 
les  unes  par  les  autres ,  nous  aurons  •••••• 


finp-^finq  _ 


fin 


i'-Hg 


cof 


finp^finq       ^^jl±q         ^„ 


=  tOttg  ^—r^  COt  — -—  — 


tang' 


tang 


p—q 


finp+finq  ^^^  P±S^ 
cofp-hcofq  » 

cofq  —  cofp  1 


cofp -^  cofq  » 

finp—finq_^^^  P-*-1_ 
cofq  —  cofp  » 
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^Jq — cofp        .       i  1 

557'  En  divifant  de  même  les  unes  par  les  autres,  quelques-unes  « 
des  formules  du  n«  555,  on  trouve 


-h<l     fin'  (A,^-^\q)      <:o/Y45^H-iî/ 
^^ço(j       CQp\p  _ 
7^  =  77-7-7-  ^cot^{p. 

±finjfin}(^^^^{q) 


-^cofp  coj^'^p 

^-finq^cofv.  q_fin^C4S''^i^) 
'-cofq      fin  V,  q      r  fin}  \q 

y  5*  8.  ReprencMis  encore  une  fiws  les  valeurs  de  fin  {a  -4-  h) 
fin{a  —  h)^  crf(a^b)^  cofCa-^b)^  nons  en  dé- 
duirons ..... 

Knacofb        fin b  cofa 

finja^hb)  __  finacofb'hfinbcofa_finafi^^fi7^fi7b 

fnÇa-^b)        fin  a  çofb^m^finb  çofa      fin  a  cofb       fin  bcafa 

fin  afin  b       fin  a  fin  b 

(tfb       cofa  I  X 

fin^i      fin  a  _  cot  b --h  cot  a  ^  tang  b        tang  û.  ^  tang  a^tangi  ^ 

î^^  ^^f^  '^  Cofb  —  CQt  a  i I       "^  tanga — fangt^ 

fin  b     fin  a  tang  b        tang  a 

cofb       cofa 

fin(a^  -Jrb)  ^fina  cofb  '^fin  b  cofa  ^fin  b      fin  a  ^cot  b^  cot  a 

(of(a^'hj     cofaçofb-^finafin  b"^  cofa  cofb         "  i-^cotbcota^ 

•  fin  afin  i 

tang  a  J^  tang  b 

l^ù^ngatangb 

^ifa  —  b)  ^fin  a  cofb  -finb  cofa^  cot  b  -  cot  a  ^  tangua."  tang  ^ 

^^/(^  -i-  ^)      cofa  cofb  -fin  afihb     çot  bcota^i     1  -  tanga  tang  ^' 
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cofCa^h)    cofacofh  -fin  afinh    cùth-tanga  _\-tangaumgh[^^ 
cof(arhfcofacofh -^finafinh     cotH-tang a''  i-^tangatangh 
€otM  ^tangh 
eota'h  tango 

«»/r«4- 5>  ~  i-ungatangh       cotacotb-t 

i  î  —  Mttg  g  tang  h  _^ 

Dc^cot  C*  +  *;  =  — ^— pj-j  --^  a  -h  tang  h 

tôt  eteoth—x 
tôt  n  -i-  cot  b 

l^^-  tang  a  tang  h       cot  5  cot  a-t-  t. 
Donc  cot  f  «  —~  5  )  =^  — — ' 7  ^ ï 1    • 

jyp.  Soit  a  =  4j'  ;   on  aura  rang  C  4y'  •+  O  =^ 

cofi— t 

i  tangd 
Si  Ton  fait  tf  =  i  =  7  c ,  on  aura  tOTg  2  tf  =:  ,_,^^/ 

^cotA  —  f  r^ng  û. Donc  cotc=:^\  cot^c  —  \ tang \c^ic 
iot  j  c  s=  2  cot  c  H-  tang  i-  c.  Or  (  J45)  )  rang  7  c  ==: 


X  —  co/c  V  1  —  çofc 

^i^coj  c  fine 

5^0.  Puif<juc  fec  a  ws  — —  ,  &  cofec  a  *=  - — ,  on  a  .  .  •  4 


co/ tf  fin  a 

I 

^^  ^^  cofacofb'fmafinh'^      fin  a  fin  b     i^tangatang^ 

cofa  cofi 
tofecacofic  h 

90tacoth^  i 
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S<c  (a^h)  = 1 i 

I  +  tang  a  tang  o 

CofccÇéL-^h)  s= 1 ,, 

Cotb-^  cot  a 

■        cor  5  —  cot  a 

S€u  Soit-i  =  h,  on  aura  cofec  i  a  =  f2^1f  =  l±5fîLf  a 

1%  €ot  a  %  coi  A 

a— i  Dodc  c<>/ltf  «  s= î 2-i^.,Or  cot\tLzA 

»  cor  tf  -4-  w/if  1  a  (^S9)'  J^onc  co/cc  4  =z  cot  a  ^  tang  7  4  ss 

iTor  7  tf-H tang i-a  . 

-  333  cor  7  4  —  cor  tf ,  en  mcttaût  pour  tang  l  a  U 

valeur  cor  7  tf  — 1  co/tf^ 

i^tang\a        1  *Ai/|^*  n.  I  —  /^m;^»  a 

^»  ■■    » — — —  sas  •*■■■*'<    >■  ■  "    *—   »  ^     -,  JKUus  "       -a* 

^    I  -  tang'^  a        i  —  tang  a         x  -  taug^  a  1  —  tang  a 

.              *     -     *  tang  a 
'^«^  C4J'  +  ^^  >  & ^  =5=  w/ï^  1  a. 

Donc  ftc  X  a'=;^tang  C45'  4-  «J  —  r^»^  1  n,  ^  fie i^^szutnf 
(45**  -^  r  ''^  —  ^^'^l'  «  =  ^^^  r45'  —  T  «j  —  ^'«'y  ^* 

♦    Dcccqucyccaas  — —-  ,  &  que  cofe^  a  sar  ——  ,  ona/rctf-si 

tang  a  cofec  a  ;  &  en  fubllituant  toutes  les  valeurs  de  co/rc  a  trouvées 
cLnleâus,  on  aura  fec  a^sn  — £—  (cot  i  tf -H  tang  \  a)  z=ztang 


X 


(cot  a  +  r<27i^  I  tf^  =5  I  4-  r^njf  <i  roff^  ^  a  sk  tang  a  (cot  \a'Cot  -a^ 

.  tang  a 

tsiptngacotja, —  i  =s — 2- m^  j^ 

tangfa 

'  Aa  refte  toutes  ççs  formules  peuvent  être  varices  d'âne 
infinité  de  manières,  en  le^  ajoutant,  fouftrayanr,  divi- 
fant^&c.  Mais  il  'eft  inutile  dlnfiffecïur  une  maneré 
âafli  facile  ^  voye»  rinccciduâbn  i  ranalyfe  des  Infinis  pac 
M.  Euler, 
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Du  Calcul  des  Tabks  de  Sinus  par  les  Séries» 

11  eft  arrivé  pour  les  Tables  des  Sinus ,  ce  qui  écoU 
déjà  arrivé  pour  les  Tables  des  {.ogarithmes.  Les  premiers 
Calculateurs  avoient  fini  depuis  long  temps  leur  travail  > 
lorfqu'on  imagina  des  moyens  de  le  mnplifier.  Ces  moyens 
cependant  n'en  font  pas   moins  ingénieux  ^  comme  oa 

{»eut  en  juger  par -celui  que  Jean  BernouUî  propofe  cUns 
e  11*^  Volume  de  fes  Ouvraggs.  {41  voici  à  peu-près 
Tanalyfe. 

jôa.  Si  Ton  remoînte  1  la  valeur  de  tang  (a'i-b)j  on  en  cié- 

Soifinc  dû^c  a^  b y  c  les  tangente^  refpei^ives  des  arcs 
A,  B,  C  i  on  aura  tang  (A^+nP+C;  =  TT^^T^TTr/ 
Pareillement  ûdyi ,  c^d  font  les  tangentes  refpcâdvcs 
de  quatre  arcs.  A ,  B ,  C ,  D ,  oji  aufa 

t4ng(AH-B+CH-D)='  ,.];B^,c-uk-Bc-Bd-cd^;â^  ■ 
lyott' H -fuit  »  eh  général ,  que  (i  Ton  a  un  nambre  quel- 
conque d*arcs  A,B,CiD,  &c,on  aiura  en  nommant 
s  U  fpP^me  dfiJe^^s  ti^ngent^s^  V'-'^^J^^  produits  de)ix  i 
deux,  i"*  leurs,  produits  trois  à  trois,  &c)  .  •  .  •  .  . 

.  iSuppofons  pour  un  mpment  que  tous  les  arcs  A ,  B ,  C,  &c 
fcient  égaux  i'ft*rôh  nomnie  n  lelir  nombre,  tang  A  la 
tangente  de  l'un  quelconque  de  ces  "ftfcis-^oiiaata  (513) 

.  Oa  a  donc  généralement 


„   -^  4  •  • 

1 .  j 


TângnK^' 
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tang^k-^ — 1^ 


«,«-1         ^.        ».ix-i  •7i*i.;x-2 
I  — tang*A^ ^— '/tf«^  A— &c 

fo  A        /i .  /ï  -  1  .  «  -  1  ,j!n^  A        ^ 

w/A  1 . 5  *i>/îA    .  ^ 

I ^1_.  -H  &c 

X         tfiï/*A. 

«co/«-i Ajâi A—  '''^'^^"*   cof^'iKfifi^  A-H&c 

.  v  -*-î^  -         _^ .        

^Y-À-  l:^:i  cofn'^Kfin^K^  nji-i.ft^%.f^i  cof^'^ Kfm^ K^Uc^ 
•*  ».  3-4.  , 

Soit  N  le  numérateur  de  cette  dernière  quantité,  loit  D 

le  dénominateur  ;  oii  aura ,  en  faifant  le  calcul 

•  N*  +  ly  =  co/^-  A  +  72  co/"-*'A//i*  A  -H  —■'-î 

6>f -♦  A7?«^A  -H  •'.  .>  *»  A = Cco/*  A  -+->*' Ar=  1. 
Mais  puifque  d'un  côté  on  a  N*  -f-D*  t=^  I ,  &  qae  de 

,  fautre  on  a  —  ::;^tmg^u  ^"=^^(^1^^^  ^^  ^^^  '^  =^ 
JînnAySc  que  pqF^co//i  A  ^  on  a  donc  ^sn  général  •  «  •  • 


co/^MAyîii'A.&c. 

^J"        A  /VA  /f.rt-I  /•«•lA/»'»*       .U./ï-I^JI-l-fl*} 

CofnAsicoP'A «^r-^A^n^A-H ^ 

C(»/^-  +  A>în*A— &c.  /    : 

Suppcfons  mainreiianfqpcj  l'arc  A  foîtirifinnrieac  petit, 
enforte  qu'il  faille  que  n  foit  infini  pour  qm  Tare  n  A  foit 
d'une  grandeur  finie  (i ,  on  aura  ,  ;^  .  •  •  HBj^  ^^  ^  >  parce 
qte  PatC'îttfihimênt  petit  ne  diffère  pas^^e  fpiî  finus. 

On  aura ,  2**..*.  .c/A=±=  i^  parce  que' le  colînus  d'un 
arc  infiniment  petit  eft  égal  ag  r.ây.Qn..,Ç)n  aufa,  j^  .  • . . 
n*— .  I  =±-n353.«.—  2  =3a*fï  -i-  j -&<: ,  parce  que  n  eft  in- 
fini xk\.  auiia'«Qfia;v«A.^«B«i^  Ces  val  t^  ittbfti'^' 
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tuées  dans  les  formuies  précédentes  donnent  •  •  •  •   # 

Cùjà:=il 1 . ■ h ^ &c. 

*        2»3.4 


1.5.4.5.6 


*.5-4»j.^.7.8 


«ce 


1.3.4       ^.3.4.5.6        1.3.4.5.^.7.8 


—  &c 


^/t  ^ 


=  coi  tf  =  - 


1 


1.3.4 


1.3.4.5.6 


4-&C. 


tf5 


-1-&C 


.   1.5        i>3.4;5         *.5.4r^.7 
553.  Soit  maintenant  lare  a  une  partie   quelconque 

*- dépoli  cQmme  Tare  depq*^=i^j'707p.532(57^489dj 
&c  • .  •  •  on  aura  >  en>  appellanc  c  ce  nombre  •  .  •  •  •  • 


c»  - 


m      -»i    i.3Jit^      2.3.4.j.m5    i.3.4.5.'6.7./tt7      i.3...9.m' 


les 


Termes  positifs., 
— •  1,57^75^3*^7^^^ 

— .    Oy  07^6^1(^1  6246  167. 


I 

I 

m 
I 


— .  #,000160441184787 
—>  O,pooooo6î6^ii^i^ 

,  Q,0QjOQaDOQOOO6o66 


Termes  négatifs. 


.'  I.  ^ 
^j.  .ù,645p64op7  506146. 

— .  0,004^81754135318 

—-.  0,000003  j?8«45»jf 

-^.0^000000000668803 


^  rrr^  0^000000000900043 
■  te. 


On  aura  de  même  la  valeur  d'un  colioMs  quelconque  0j 
la  formule  fuivanfe     •••••.•  


^^I-^Jt 


m 


un*    ^^•3.4iB*    .  .^3.44^.6^1 


&c. 


qui  àcL  fiihfiitaattt.  les,  valeurs^ des.  puiilànces  de  c,ido(iiic 


t)E    MATHiMAtlQUEf.                  ^^f 
^  tiRMEs  Positifs.         |        Termes  négatifs. 

^  •+•-;•  0,1^^669^079610^% 

— .   ï,43376ôjyoi36iér^. 

i 

— .  o,ooo^i^i^c>i74835> 

1 

—  i  0,0208^34807^35;* 

—.0,000000471087477 

I 
— .  0,00002510104137$ 

I 

— ^.  0,0000000006^5 ^jp 

I 

— ^.  0,00000000^38^^0 j 

f 

—p.  ôjOdooooôocoooobj 

-— .  o,oÔoo6o6ooàooji^ 

-77.  OiOooboôoooooôobo  ' 

I 
-.  OjOÔOOOOÔOObOOOOO 

m** 

j'iJ4.  H  an  ^ft  de  même  pour  tang  -^,  &  jpout  cet 


ni 


On  peut  doiic  pat  le  moyen  de  ces  fériés  calculer  les 
•finus  &  les  tahgentes  de  tous  les  arcs  j  il  n'y  a  qu'à  fubfti* 
tuer  les  valeurs  convenables  de  m.  Pat  exemple  ,  pour  cal- 
culât le  finus  de  Parc  de  ^  0°  j  on  fera  m=B  5  ^  &  on  aura . .  ^ 

Sin  ^o""  t=i  0,5-23  jp8  jj$  J98  25?p 

H-  0,000  32'5^P53  15)4428 

/   *+*  0,000  000  008  lyi  2^6 

H-  0,000  000  000  000  05.6 

-^  0,023  P^4  ÎP6  ^03  5)35-   . 
•—  0,0Q0O02  140  7  ip  7dp 
•—  0,000000  000  Ô2Ô  3  ir 

*—  0,023  5)25  735  P44  oip 

Donc  Jî/i  ^ô*^  =3  o  j   $  i  comme  on   le  fait   d'aîï- 
lears(y4i;).  ' 

.    Au  tefte ,  comme  il  iuffit  de  calculer  les  anus  jufqu^l 

30*  pour  avoir  tous  les  autres,  la  fradkion—  fera  tou- 

jours  plus  petite  que  j  :  enforte  que  la  férié  égale  k  fin 

Y 
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^feu  très-convergente.  Veut-on,  par  exemple 5  avoir 

le  finus  de  ^^?  On  fera  m=  10 ,  &on  trouvera  auffi- 
tôt .  .  •  .^p^=3ïî  0,15-5434465-040^31. 

Si  on  propofbit  de  trouver  le  finus  d'un  arc  d'un  cer- 
tain nombre  de  degrés ,  avec  des  minutes  ,  des  fécondes  , 
&c;ilefl:clair  qu*onpourroit  le  trouver  par  la  même  méthode» 

j^y.  Les  finus  que  l'on  a  par  ce  calcul  conviennent 
à  un  cercle  dont  le  rayon  sce  I  ,  &  par  conféquent  pout 
avoir  ceux  qui  conviendroient  à  un  cercle  dont  le  rayon 
feroit^,  il  faudroit  multiplier  les  premières  par  a. 

Dans  les  Tables  ordinaires  ,  on  luppore  que  le  rayon 
s=s  10  000  000  000,  &  pour  faciliter  le  calcul,  on  y 
â  «lis  les  logarithmes  des  finus,  cofinus  ,  tangentes ,  ce- 
tangentes,  depuis  1'  )ufqtt*à  ^O®,  en  exceptant  ceux  des 
«xs  où  il  entre  des  fécondes,  parce  qu'il  eu:  facile  d'eo 
«reuver  les  fintis,  cofinus,  &c,  comme  on  peut  le  voir 
^ians  les  Tables  déjà  citées  (  2^0  )• 

$66.  Quant  Otux  iécantes  &  cofécantes ,  on  n*en  a  pomt 
fait  de  Tables  particulières,  parce  que  leur  ufase  eft  peu 
fréquent ,  &  qu^il  eft  aifé  bailleurs  de  tes  càrculer  par 

le  mpyen  des  foimules/à:  a  :x=ç  -yr  y  Se  eofec  a  =5  j: — ,  qui 
Reviennent  pour  le  rayon  il  des  Tables  ^fec  a=z  — pr- ,  & 

R* 
ccfec  a  :fc=  ^-^  )  d'ou  l'on  tir^  Log.  fec  a^=si2  L  R^ 

L  cof  a^=i  20.0000000  — L  cof  a^  Se  L  ccfec  a  = 
ao.ooooooo  -—  Lfîn  a^ 

5*67.  Après  avoir  réfolu  généralement  ce  problème: 
étant  donné  un  arc  y  trouver  fon  finus  ^  [on  cofinus  y  fa  tan- 
^frtre^  &c,  il  nous  refte  à  donner  la  iblution  da  pro- 
blême inverfe:  étant  donné  le  finus  ^  ou  le  cofinus  y  la  tofh 
gente  ou  lacotangente  tPun  arc,  trouver  la  longueur  de  cet  arc* 

Sil  on  donne  le  cofinusou  lacotangente,OQ  a  immédiac^ 
ment  le  finus  &  la  tangente.  Aînfi  le  problème  fe  réduit  à  troa- 
verlalongueurd'un  arc  dontondonnele  finus  ou  latangentt. 

S>t  1°  ,  frron  remonte  à  la  valeur  it  finay  on  en  déduira  par  h 


> 


»è  MAtHiitÀttqùÈH:  ^3j> 

miâïbic  învcrfc  des  ânts  (lU),  a zsifin  a ^^1^  +  ?Al5 

i*i  Si  i-OT  Aommé  ^  ia  tsuagt&Bt  de  l'arc  4,  on  atlta  (i^%)  t  =â 
a  — 1 &c 

t—    —H ^    4-ôcc  ^  *'5 

— —  -I-  &c.  Soit  tf  =  A  ^  4-  fl  r*  +  Or»  +  atc^  On  aura  tû 
*  •  5  •  4 

Mïftinunt  &  déterminant  les  incojinacs  À,B,C,&c,A=s:t,  B=ai 
-  f ,  d  =  f  ,  &c.  D'oii  tf  5«  tof  4  _  Îf2£!j^.  W^  à  ^ 

7 

5^8*  Ces  dcttjt  f^riçs  dMincnt^hc  la  foliitîon dâ  problème  ftopoCé^ 
Appli<mons-les  maintfeâant  à  la  recherche  du  rapport  du  diaractrc  àll 
ôrconFôcnce. 

Si  osi  fait  /«  tf  ;==  i^  oa  aura  la  longueur  de  Tare  Àt  ^o^  z±:^^ 
t  i  j  *  y  * 

4   ^  .1  '*'T^ T"^ — ' — ^   "  '  'L   -4-  &c*  Cette  duantîté 

multîjdîéc  pai*  ^  doûrieroît  la  dcmi-citconférciiée ,  &  par  conCiquent  le 
fappoft  cherché;  mais  comtrie  cette  (*érie ,  toute  cônverjgcrite  qu'elle 
eff ,  eft  aûdt  lon^e  i  calculer ,  fl  vaut  ntieûx  fc  fervir  &  la  féconde 

qui  doilne ,  en  mp^ôfant  Tare  d  de  4^*» , 4  =  1  « 

•*-T7-T-*^?  — rr-f-  &c.  Et  parce  que  la  marche  de  celle-ci  eé encore 
trop  lente,  eft  a  imaginé  un  moyen  plus  cxpéditif  pour  ayoir  la  lonéueuT 
de  ce  même  arc  de  41*».  ^ 

îf9.  Ce  moyen  confîfte  à  décompofcr  Tare  de  4J0  en  dcuï  autrei 
arcs  que  fio«^  appellerons  tf  &  i,  &  à  chercher  féparémcnt  leur  lon- 
gueur. Or  dans  cette  fuppofitioh,  ra«^Ctf+i;:=ïi  =  ^l±if2£i 

hoïictang  à  =t -JI1^2L-^  Soit /j«^  ^  ==  f ,  OU  aura  r^F^tsîa 

î  -4*-  ^tf «^  à  "         . 

!•  La  fonune  des  arCs  aJkù,  oU  4e  quaiît  de  la  demi-ciccoftfôreace  ir 
ieta  donc  • .  ^  •  • 

fit  fi  1         i 

l-f----— 4--—- — ^,-4- «ce! 
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d'ôiii*OQtîré9r=s3,i4i5^2é;35897^3i  &c;&lerappondH^amctre 
à  la  circonférence ,  comme  on  1  a  donné  (484). 

570.  Avant  de  terminer  cette  madère ,  nous  remargucrons  que  les 
formules  déjà  trouvées  pour  les  valeurs  de  tangnk ^finnh,  &c.  peo- 
jrem  fervir  à  trouver  les  finus  y  cofinus ,  tangentes ,  cotangentes  des 
arcs  multiples.  Car  faifant  finassas  ^  cofa  ==  c  >  tang  a  s=  r ,  oa 
aura  Ja  Table  fuivante 


/Ina  ^sss 

cofa  z=zc. 

fini  a  =  %sc. 

cof\az=Lc^'S'^. 

fin^a^sisc^-s^. 

cof^a^rzc^-^cs*. 

finé^azrz^sc^^^cs^. 

cof^a=:,  c^-6c^s'^  -♦-  J*. 

fin^  as^^sc^'^  loj'tf'  -f- j'. 

co  A  <x  ==  c^  -  I  OC^^*-f-  KCSK 

&c                           >                J 

-&c.                       . 

tang  a  s=t. 

t 
cot  a  ï= — . 

t    . 

it 

tangzass 

.              i-rr. . 

i.-rr 

tt'O' 
tang  la  :sz  l . 

i-ur 

4^—4'* 

1  -  érr  4-  r* 

cor  4â  = . 

4^-4/5 

""^^^       i-é«-^r*' 

&c. 

i-ior*H-5r* 
«ce. 

57 T.  On  peut  aufïî  par  le  moyen  des  mêmes  formules  trouver  les 
équations  qui  fervent  à  divifcr  un  arc  ou  un  angle  quelconque  en  un 
nombre  donné  de  parties  égales.  Car  alors /a  (nA)  cft  connu,» 
où  Cherche^»  A.  Soitdonc/«C;iA)  =  i,>A=:*,accoyA=ï; 

ou  aura  cette  équation  à  réfoudre  . , . .  A  =  i>  ^  «•>  x  «^ 


^•3 


.    Î-^^'H- 


n.  n'i.n-t.  n^^.n^^ 


^n-s  x'^  —  *&c.  Ainfi  en  àod> 


-  X  .  3*.4.  f 

nant  à  «  les  valeurs  fucccflivcs  t ,  5  ,  4,  5 ,  ,&c,  les  équations fuivanws 
fcrviront  à  divifer  un  arc  en  tétant  de  parties  égales. 


DE     MATHéMATlQUES.    *  541; 

*  =— i|;5f=3**/ Ci  —  ar*; pour  ». parties. 

^  ==5î;*:r  — ;i:*  =  3  a:— .4*^ j 

*==4{'*:  — 4f*J  =  C4x  — 8»î)f^('i-Arjir; 4 

^  =5|;*«-lO{**î4-*'=î*-^io;c*-f-i^x' J 

^7*.  Pour  fiiirc  quelque  application  de  ces  principes,  nous. allons 
donner  la  méthode  de  réfoudre  par  approximation  tonte  équation  du 
ttoificmc  degré  dans  le  cas  irréduâiblc. 

Selon  ce  que  nous  venons  de  voir  «  fi  â  eft  un  arc  dont  le  finus 
==  B ,  on  auraySn  f  iz  ^  ou  x ,  en  réfolvant  cette  équation  j^J  — .  i  x  -h  • 
^  5  =z=  o  ,  &  lotfque  le  rayon  du  cercle,  au  lieu  d'ctre=  i,  fera=r> 
on  aura  x^  —  ^r*A:-|-^3r*  =  o. 

Obfcrvons  maintenant  que  les  atcs  iSoo  -r-tf,  —  (  i8o*»-Htf) 
ont  le  même]  finus  que  Tare  a  ,  enforte  que  pour  les  divifcr  en  trois, 
parties  égales ,  on  a  la  même  équation ,  x^  —  |  r*  x  -+-  J  3r*  =  o,  à 
réfoudre  ;  d'oii  il  fuit  que  les  trois  racines  de  cette  équation  ,  font . 

finja^Jsn ,  — /« ^ou/rt  ja,  jfo(tfo*  — ftf  )^ 

Cela  pofé  ,  feit  Téquation  à  réfoudre  x'—  /»* -4-^=0, ffi  clic 
et  oit  x^  — px-^qzzzo  ^  il  fcroit  facile  de  la  ramener  à  la  forme 
précédente ,  en  faifant  x  =  — y  )  5  en  comparant  cette  équation  à  jc*  ' 
—  i  r  V  4-  ^  ^r*  =  o ,  on  a  I  r*  =  jP  ,  i  ^'•*  ==  î ,  d'oii  Ton  tire 

r:szzy^  jpy   i=rif.  Donc  fi  Ton  décrit  un  cercle  dont  le  rayon 
P 

fint  1  •  f /> ,  Tare  de  ce  cercle  qui  aura  pour  finus  -^ ,  étant  nommé 

a ,  on  zmzfin^  ay/!n(  tfo* — j  a  ) ,  — /«  (  6o'»-hj  d),  pour  les  trois 
valeurs  de  x.  mais  tout  finus  doit  être  plus  petit  que  le  rayon;  il  £iut  donc 

que  1  V  tP  furpaflc  H  ^  ou  que  X7p^  foit  plus  grand  que  J  ^*.  D'oii 

p 
il  fuit  que  toutes  les  équations  du  troîfieme  i^gri  dans  le  cas  irréduHible 
font  réjoluhles  par  cette  méthode, 

573-  Rcpréfentons  par  R  le  rayon  des  tables,   &  nous  aurons 

" — : pour  le  finus  tabulaire  de  1  arc  <z ,  ou ///:  tf  = -; , 

Or  a  étant  connu  ^  fin)a^J!n(  60^  -f-  \^  )  i  — /«  f^o*  H-  } <2  J  le 
feront  auflî ,  &  par  conféquent  les  trois  racines  de  la  propofife ,  feront 
Ccn  ramenant  ces  finus  à  ceux  qui  conviennent  au  rayon  *  1/  7/»  )  , 

Ex. I. Soitré<iuadonx!  -  }x-ht  =  o<I<uaonae/=: )  ,{s|}doa 

Y  iij 
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y7«  A=|R,  8c  4r=  $.a^  Lçs  trob-  ^wfckiirc  et  x  font  do«c  j»  » 

%  fin  10"* 

Ex^ILSoit*»^  — x-Hî»©*  CRI  auïa^=2i  ,  ^=fc|,/i»ii=a 
r-  V'3.  Donc  fl  =s  ^o<» ,  &  ks  trois  valeurs  de  *  lont  ;ff  =  ■  ^    — 

=»<>•  354^51 5  ^  =      j^^y    =^  <>•  74»»*7  ;  #  =  -^  --^^^ — 

p=— i.n7M8. 

Ex.  Ulf  Soit  encore  Téquatioa  x'-jx-f-jsOj^qui  doaoe  /»  =5  f  ji 
R         t' 
g=s3,7&ia  =  —  ^  -2^,&Ljfe<î  =  LR-H|Lj-Li4Lj==p.S433i8 

c:Ljp/t44**?i*S*"»  dooc  tf=;44«ii'5i",  &  Jcs  trois  valeurs  ^e  Vmm 

Rv^3 
1^  =  0.^56^15, xs=  1.8341)8  ,ar  =  — i.45K3ltf3. 

Rem.  Quoiqu'il^  ait  une  infinité  (l*^utrcs  arcs  dont  les  (înus  font  lar 
îftêmcs  que  celui  de  Tare  a ,  ils  font  tels  cependant  que  les  finus  de 
leucs  tiecs  peuy eat  fe  ramener  à  Tune  de  ces  trois  fermes ,  jSfz  7  «  » 
fin  (60"*  —  ja)^  — fift  C^o®  H-jûJ.  Ainfi  l'équation  du  troificniQ 
fkgré,  réfolue  par  cette  métfeodç  j  n>vM:a  jamîs^is  <juç  trpis  r^dçiçi^ 
Ç9mm^  ççla  àqit  êç^c, 


^«■^1 


/^ 
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Réfolution  dis  Triangles  ReBiligna. 

574*  Tout  triangle  rcûilignc  peut  être  inicrît 'dans 
un  cercle ,  &  dans  ce  cas  chaque  côté  de  ce  triangle  fera 
la  corde  d'un  arc  double  de  celui  qui  mefure  l'angle  op- 
poTé  t  c'eft-â-dire ,  le  double  du  fîniis  de  cet  angle  mefure 
dans  ce  cercle  :  donc  les  côtés  du  triangle  feront  entre 
eux  comme  les  finus  des  angles  oppofés,  mefurés  dans 
ce  même  cercle ,  &  par  conlcquent  comme  les  iînus  des 
mêmes  angles  mefurés  dans  le  cercle  qui-a  pour  rayon 
celui  des  Tables.  On  a  donc  cette  propontion  dont  Tufage 
cft  fi  fréquent  dans  la  pratique  de  la  Trigonométrie .  •  • 
Dans  tout  triangle  Us  finus  des  angles  Jont  proportioneU 
aux  cotés  Qfpofés  à  ces  mimes  angles.  Iqi^ 

57 y.  Donc  I®,  dans  tout  triangle  reâiangle  BAC,  le 
(Intts  de  l'angle  droit  A ,  ou  le  rayon  >  eft  à  Thypoténufe 
BC  :  ifin  G  :  AB  :  ;  7?n  B  ;  AC- 

2%Puifque  dans  tous  les  triangles  redanglcs,  lefinus 
d*un  angle  aigu  C  ,  eft  le  cofinus  de  Tautre  angle  aigu 
B,  on  a  Aoncjin  C^=scofB^  &  réciproquement.  Donc 
au  lieu  de  la  propofîtion  Jîn  Bifin  C  :  i  AC  :  AB ,  on 
pourra  toujours  fubftituer  celle-ci. 

finBicofBiiACiAl^ 
Mais  on  a  d'ailleurs  (  S^6)  Jîn  B  :  coTB  :  :  tang  B  :  R; 
donc  AC  :  AB  :  :  tangB:  K:  xcotCiK. 

Il  n'en  faut  pas  davantage  pour  réfoudre  ie  triaagle  rec- 
tangle ABC ,  quand  outre  l'angle  droit  A  on  conuoîc  deur 
de  ces  cinq  chofes ,  B ,  C  ,  AB ,  AC ,  BC  ;  paarvu  cepen- 
dant que  ce  ne  foient  pas  les  deux  angles  Car  alors  on 
ne  pourroit  connoîcre  que  le  rapport  des  trois  côtés.  Voyesf 
la  Table  fuirante. 


Yiy 


ne. 


lOOÎ 
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TAB  LE  pour  IctRêfolutiondes  Triangles  RèÏÏàngTési' 


Etant  donnés 

Trouver 

FORMULES,    . 

AB,AC 

BC 
B 
C 

BC=V('AB^H-ACV. 
AB:  AC:;R:W;25B. 
AC:AB::R:itf/z^C. 

AB,  BG 

AC 
B 
C 

AC=i^(^BC^— AB^). 
BC  :  AB  :  :  R  ;  cofB. 
BC:AB;:Rj/rtC. 

AC.BC 

AB 
B 
C 

•  AB=|/CBC*— AC*;. 
BÇ:AC;:R;/rtB. 
BC  :  AC  :  :  R  :  cofC. 

AB,B 

AC 
BC 

K:tangB::^B:AC. 
cofB  :  R  I  :  AB  :  BC, 

Ae,B 

AB 
.  BC 

R  :  cor  B  :  :  AC  :  AB. 

/«  B  :  R  :  :  AC  :  BC. 

AB,C 

AC. 
BC 

R  :  cor  C  :  :  AB  :  AC. 
/«  C  :  R  :  :  AB  :  BC. 

AC,C 

AB 
BC 

R:  rd«^C::AC:AB. 
co/C:R::AÇ:BC. 

BC,B 

AB 
AC 

R  :  co/B  :  :  BC  :  AB. 
R  ijtn  B  ;  :  BC  :  AC. 

BC,C 

AB 
AC 

R:/«Cî:BC:AB, 
R:co/C::BÇ:  AC. 

Quant  aux  triangles  obliquangles ,  ou  qui  n'ont  pis 
fâ'angle  droit ,  leur  folution  fc  réduiç  à  cellç  des  proplê-! 
mes  fuivaçts» 
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t        "  k  vif' 

[    i7^'  I.  Etant  donnés  deux  angles  quelconques  B ,  A ,  ""• 
fc  un  côté  BC,  trouver  les  deux  autres  côtés  BA,  AC.  io2» 
r      Faites  la  proportion  Jîn  A  :  BC  :  :Jin  B  :  A C==: 

--^^^::7?7iC:AB::/inCA-*-B):AB  =  — ^-~ -* 

Si  BA  eût  été  le  côté  donné  ,  on  auroit  eu^n  (A  -f-Bj: 
BA::7//ïB:  AC::7z/2A:BC. 

Supppfons  par  exemple  A  =  8  8^  B  =  3  6**,  &  BC  dç 
5*6  toiles  ,  on  trouveta  Lo^.  ABt=L  ^6  ^LJin  yô®— — 
LJîn  88'  =i  1,567027  ;  cPpù  AB  =  46',  4.J4.,  on  trou* 
vera  de  même  AC  =  32',  935. 

5*77.  IL  Etant  donnés  deux  côtés  &  un  angle ,  trouver 
Taucre  côté  &  les  deux  autres  angles ,  fâchant  d'ailleurs  d& 
quelle  efpece  ils  font  .  •  • 

Ou  l'angle  donne  eft  oppofé  à  Tun  des  côtés  connus^ 
ou  il  eft  compris  entre  ces  mêmes  côtés ,  ce  qui  fait  deux 
cas  différents. 

L  Cas.  Soient  donnés  les  côtés  AB  &  AC  avec  Tangle  B, 
on  aura  d'abord  Tangle  C  par  cette  proportion  . .  • .  AC: 
finE::  AB  ;  Jîn  C'y  ce  qui  fera  connoître  le  troifieme  an- 
gle A.  On  aura  donc  enfuite  le  côté  BC  par  la  proportion  • .'. 
^nB:AC::jf7nA.:BC. 

Maïs  pour  trouver  îmmcJiatcmcnt  le  côté  BC ,  foît  menée  la  per- 
pendiculaire AD  fur  le  côté  BC  ,  &  foit  nommé  AB  (a)  ,  AC  (i)  ,fit 

Bf^;,  cofB  (c)  on  aura  K  :  AB  (a)  i  :  J!n  B  (s)  :  AD  =  ^ 
::  cofBCc)  t  BD  =  îf  .  Donc  D  C  =s  VCAC»  — AD»;:^ 

vrr33-.^;,&DC  +  BD=BC  =  îf  +  >rr^3_:^*), 

5*78.  II,  Cas.  On  donne  l'angle  A  &  les  deux  côtes  AB, 
AC  qui  comprennent  cet  angle  ;  il  s'agit  de  trouver  les 
deux   autres  angles  B  &  C,  &  le  troifieme  côté  BC. 

Donc  AC  +AB:  AC— AB:  iJînB^JÎn  C: 

Donc  AC  -J-  AB:AC  —  AB:  :  tang  {(B-+'C)  :  tang^ 


flG. 


34^  Leçons  Éi.ixsiiTAXRE« 

(B — C).  Mais  puifque  B-hC=  180''  — A;  00  a 
donc  tang  |  (B  -f-C)  =  tang  (  <?o*  —  ^  A)  =  cor  f 
A;  A Ch- A B:AC—AB:: cor  1 A :fflng{:(B—C*. 
Et  par  conféquent  connoiflant  B  — C&B-4-C,U 
fera  facile  d'avoir  les  angles  B  &  C  ^  &  on  zvLï^Jin  B: 
AC::  fin  A  i  BC »  ce  qui  fera  cqnnoîrre  le  aoifieme 
côtéBC. 
[I02«  On  peut  encore  refondre  ce  problème  de  la  manière  fuiTante.  S«t 
menée  ta  perpendiculatre  BF  fur  je  coté  AC ,  &  foie  AB  ±:  <t  «  AC  :=  ^, 

fnhz=zSyCofk=^Cy  on  aura  R  :<i  :  ;  Jt:  K=  —  :  ;  c  ;  AF  =  — .  Donc 

IC  K. 

FC  =  ^  —  ^,  Or  dans  le  nîangle  reftanglc  BFC ,  on  a  FC  C^— 

--J:  BFt -—  >  ::  R  itangC^- ^.DcmemertfWFBsr— -— 7-% 

Si  Tangk  A  cftobnis^c  devient  négatif  ^&  on  a  itf«jrC=  — s 

,^  tfRH-ic* 

le  triangle  reébi^c  BFC  donne  BC  =:•  [  ^  H-  fi—  ^  JT 

R  R 

R  R 

eft  obtus. 

yyp.  De  la  proporrîon  ....  AC-4-  AB:  AC—  AB:  : 
Ung  i  (B-hC)  :  tangi  (B  — C),  il  fuit  que  iofis 
tout  triangU  lafommz  de  deux  côtés  quelconaues  tfi  à  leur  J^f- 
férence ,  comme  la  tangente  de  la  demi^jomme  des  angiti 
eppcfés  à  ces  côtés  tfi  a  la  tangente  de  la  demi-iijférenu 
^    de  ces  mimes  angles. 

.     SoitdoncACs=:ii,AB=:i/,  raaglcB=s*,ranglcC=cjOBaaa 

^angl(b^c)itangi(b^c)::a'{'d:a^d::K:  ÎH.  R::R5 


Donc  fi  — -  lefté&att  h^ttagentc  ^aa  aie  <]ucIconqne  a ,  » 
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w^  ï  r^  —  ^.)*  I^'o^  3  f«"t  que  fi  on  fait  cette  proportion . .  • .  le 
plus  petit  c^it  AB  eft  au  plus  grand  AC  :  :  R  :  la  tangente  d'an  arc 
quelconque  «  ,  &  fi  on  ôtc  4^  •  de  cet  angje ,  le  rayon  fera  à  la  tan- 
gente du  rcfte  :  :  tang\(B'-^c)  ;  ttmgl  (h  —  ç). 

S%o*  Ul.  Etant  (bnoés  ks  trois  cotés  d'an  triangle  »  tronrci  Ca^  ^ 
trois  angles*  ^       u  louc*^' 

Soit  BC  =s  a  .  • .  AB =5  . . ,  AC  =  rf . . .  R  =  I  ;  on  aura  co/B  ss^^/**»;**^ 
a» -4-^»  — ^*    V.                       /•«         if»  —  tf»  -».  id3  —  4»  ^^^.>M^^J€^ 
-. .  Donc   1  -  co/B  = =^U##r^^-«^ 

'• "'  '  ■  ■  =  * /**  T  5  >  d'oo  oïi  ?«<«  *«  ««««  proportion , .  if^^^'^fi^ 

^3.1ziîL±/x±t:fi:f .-R».&»«B  ^.^'^^^^^j^^^jt*^ 

au, _.  X K  -/te  »*';U;i.«*iï/^3^«*AB-' 

laquelle,   en  appcllant  <{  le  demi-périmetrc  ,  détient    f^.'-^^r'-A^*^^^^ 

ît  c'cft  par-là  que  Ton  calcule  ordinairement  la  valeur  d'un  angle  P«^  j<^^_,^ 

On  peut  la  calculer  auflî  par  la  formule  co/B  =  -^ — -  {a^  +  ^*  ^^^^^S*m4a 

•- <^J  ,  qui  donne    ,#' •••.     «^jsri/^l^f^a^ 

1  «3  :  tf»  -fr.  *»  -*-  <£»  !  :  R  :  ci>/B.  ^^(tAvUc^ 

Ccft-^-dire  que  pour  trourer  un  angle  quckonoue  dans  un  triangle  -^^^J  g» 
dont  on  conçoit  les  trois  côtés  ^  il  faut  d'aborii  faire  ta  fomme  des^  ^l^a^^^j 
qsarrés  des  deux  cétés  qui  comprennent  l'angle  que  l'on  cherche  ,  ^-jgz,  «.  /% 
retrancher  de  cette  fomme  le  quarré  duiroifieme  côté  :  cela  vous  don-  «r/»^-»-^- 
ncra un  refte.  Il  faut  enfuite  £ûre  cette  proportion  • ..  Le  douMe  A»'^^  ^  ^Ç^i^ 
rcdfcmgle  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  cherché  eft  à  ce  rcfte  ,  ç-J^  Z^- 
comme  le  rayon  eft  au  cofinus  de  l'angle  cherché*  ^^  * 

•  R  ^&fB- 

Si  l'angle  B  eft  obtus  ,  on  aura  co/B  ac  — ~  (d^  *  a^-l^).  Suppo- 

%  AD 

fons,  par  exemple ^  â=:i^  Toifes  . ,  «3  =  j5  . .  .<£  =  4o  ,  nous 
aurons  tf*H-3* — <£*  =  311  .♦  .  i4i3=:  jox  j^.Donc  50x3^:51?, 
ou  6  :  1 ,  07  :  :  R  :  co/B  &  L  cp/B  =5  xo.ooooooo  -i-L  1,  07— Lé  =^ 
^•»5ïMî-  DoncTanglcBeft  dc75?*43'  38". 

581.  On  auroit  pu  trouver  la  même  formule  d'une  autre  manière. 
Soit  F  le  centre  du  cercle  infcrit  dans  le  triangle  ABC^&FG  fon  rayon^en 
gardant  les  mêmes  dénominations  que  ci-déflus  ,  faifant  de  plus  ^  =:  la        i* 
moitié  du  périmètre  il -f-3-f-<t  on  aura  C4^ijBG=:j — d,  &Ic  rayon 

?Gag/(^7:,V^~^:.?r-£;,Qr  danslcmanglcrcûangic  BPG, 
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on  a  BG  :  FG  :  :  R'  tanglBG  =  tang  7  B ,  ou  BG*  2  FG*  :  :  R*  :  tang* 
^B::(q  —  d)*  .  qiq^-^a.q — h.q  —  doaq.q — diq-^a.  q^^iiti 
R*  :  tang^  {  B  5  formule  qui  donncroit  ranglc  B,  Mais  comme  elle  cft 
moins  fimple  que  la  fuivante  ,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

tf -4-  3  +  </ 
Si  l'on  fubftîrae  à  la  place  de  ^  «  fa  valeur ,  on  aura 

(a'^B)*  —  d'zd''^(a^h)^::K^:tang^\B.Doncra^B)^^ 
(a—b)^  ,ovi^b  :  a^^zab^BB  —  dd::  R»-f-  tang^  |  B  :  R»  :  : 

fec- iB:K-  :  :  R^  :  coj^  jB::  R»  :  ll^l±î£^2  :  :  xR:R-H 

z 
cofB,o\j%aB  :  aP^  +  xaB^BB  ^ddi  :R  :  R-Hcc/B.  Doncifl3: 

tf*  H-  **  —  ^'  :  :  R  :  ^o/B  =  -^  (^tf »  -H  3*  —  i»;  ;  comme  ci-dcffas. 

X  aB 

5*82.  Tels  font  les  principes  de  la  Trigonométrie.  On 
peut  les  appliquer  à  plufieurs  autres  problèmes  fur  les  trian* 
gles  :  mais  pour  ne  pas  multiplier  les  exemples ,  nous  n'en 
rerons  qu'une  feule  application. 

Etant  donné  l'un  àts  angles  aigus  d'un  triangle  teâan* 
*  gle  avec  fa  futface  ,  trouver  fes  trois  côtés. 

Soit  a  Tangle  donné ,  x  le  côté  oppofé,  7  l'autre  côte, 
5  la  furface  du  triangle  j  on  aura  x  y  '=i  2  Sj  Se  x  :  y  :: 

fin  a  :  cos  a.  Donc  x  y  =;.-^   ^^^'  =  2  j  ,  &  y  = 

xsçofa  ^,zscota^  ^,'^^1^^^ 

K  C  ii^-î^  )  j  donc  rhypoténufe  =  K^  (  x*  ^y\)  = 

2jR*  Rj 


çofafma*       ^^    ^jî; 


r//}.l  a 
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RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQ^UES. 


y  8  3  •  J.  MAGiNEZ  que  le  dcmî-ccrclc  VAp  fiiflc  une  révolution  autouit 
de  fon  diamètre  Vp;  &  engendre  en  tournant,  la  fphère  APAp  5  il  cft  clair    -  ^^^ 
que  le  rayon  AC  décrira  un  grand  cercle  ,  pendant  que  les  lignes  èd,   *^t* 
e^cn  décriront  de  plus  ou  moins  petits  ,  fuivant  qu'elles  feront  pli^ 
ou  moins  éloignées  du  rayon  AC. 

5«4.  Tout  autre  demi-grand  cercle  égal  au  premier ,  le  demî-ccf- 
ele  APA  ,  par  exemple  ,  eut  engendré  la  même  fphère  ,  dans  Ûl  révô- 
lution  autour  du  diamètre  AA.  Donc  puisqu'il  y  a  Une  infinité  de  dia- 
mètres égaux  y  autour  defcjuels  la  révolution  peut  également  fe  fairtf , 
il  eft  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  grands  cercles  dans  chaque  fphère^ 
U  qu'ils  font  tous  égaux. 

11  y  en  a  aufït  une  infinité  de  petits  :  mais  leur  înégalicé  eft  caufe  qub 
Ton  ne  s'en  fcrt  point  dans  la  Trigonométrie  fphériqUe. 

ç8^.  On  appelle  ainfi  la  fcîcnce  qui  apprend  à  réfoudre  les  triangles 
formés  fut  la  lurface  d'une  (phère  par  trois  de  fcs  grands  cercles. 

Prenez  une  boule  quelconque  ,  traceï-y  trots  arcs  de  cercles  dont 
les  plans  paflcnt  par  (on  centre  (^5 1  ^  J  ;  ces  arcs ,  par  IcUr  rencontre, 
formeront  un  triangle  fphérique.  Ils  en  fcronr  les  côtés. 

Chacun  de  ces  arcs  appartient  donc  à  un  cercle  qui  a  pour  centré  te 
centre  même  ^le  la  boule  ,  6c  à  travers  duquel  on  peur  fuppoler  que 
pafle  perpendiculairement  un  des  diamètres  de  cette  boul^. 

$8^.  Un  diamètre  ainfi  perpendiculaire  au  plan  d'un  grand  ceitle  « 
s'appelle  VAxe  de  ce  cercle.  Les  deux  extrémités  de  l'axe  s'appellent 
les  Pôief  de  ce  même  cercle.  D'où  il  fuit  que  les  points  P,p  font 
les  pôles  du  cercle  ACA» 

Chaque  grand  cercle  db  la  fpherea  donc  fes  deux  pôles  particuliers  « 
puifque  deux  grands  cercles  ne  fauroient  avoir  le  même  ax^. 

5  87.  Et  piiifquc  l'axe  d'un  cercle  doit  toujours  être  perpendiculaire^ 
fon  plan,  &  paflcr  par  fon  centre,  il  eft  évident  i*,  qu'il  y  forme  auunc 
d'angles  droits  qu'il  y  a  de  rayons  dans  leplan  de  ce  cercle. 

1®,  Que  les  arcs  qui  mefurent  ces  angles  font  tous  de  90° ,  &  par 
confcquent  égaux  ,  puifqu'ils  appartiennent  à  des  cercles  égaux.  Leurs 
cordes  font  donc  égales. 

Or  ces  cordes  mefurent  les  diftances  du  pôle  de  ce  cercle  aux  di- 
vers points  de  {a  circbnférence.  Doi>c  le  pôle  d'un  cercU  quelconque 
cft  également  éloigné  de  tous  les  points  de  fa  circonférence. 

588.  Aîiifi  on  peut  dire  que  le  pôle  d'un  cercle  eft  un  point  de  la 
futface  de  la  fphere ,  éloigné  de  90^  de  chaque  point  de  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  :  ou,  ce  qui  revient  au  memei  l'arc  compris  entre 


3S<^  Lt^OKil    Etl^MèNf  Atuts 

ÉÏG»    U  p6U  tt un  cercle  &  chaque  point  de  fa  drconfirence  efi  toigôufÈ  ii  ^ 

Il  éft  donc  bien  facile  de  tracer  fur  la  furface  d*Uné  (^here  le  cerclé 
donc  un  de$  deux  polç^  éft  cdunil  «  8e  téd^roauenient  et  trouTcr  les 
^les  d'un.cercle  donné.  On  a  des  compas  fphtriques  avec  le£<juels  on 
refont  crés<>£acileiiieac  ce  double  problème. 

5  %9é  Puifque  tous  les  grands  cercles  de  la  fphere  ont  un  cétitrè  com- 
mun» la  ligne  de  leur  iatcrfeàiondl  nécedairement  un  diamètre  dtf 
ia  fpkere ,  lequel  <&  en  même-tcnçs  diamètre  de  tous  ces  cercles.  Or 
tout  diamètre  coupe  iôa  cercle  en  deux  parties  égales  ;  donc  deux  oc 
flufieurs  grands  cercles  ie  coupent  en  narties  ^ales. 

Et  par  conféqdent,  i®  fi  deux  arcs  de  gran£  cercles  (ê  /ont  déjà 
tOMpis  «me  fois ,  ils  «e  fe  couperont  plus  qu'à  1 80^  de  diftaiice  du 
^emier  point  de  leur  iatcrteâson;' 

Il  n*eu  donc  pas  po£ble  d'euferilier  entrejdeut  arcs  feulemeiie  b 
moindre  portion  <l'4iae  fttt£icc  j^hétique  >^  à  moins  qu'ils  ne  (bienr 
chacun  de  iSo^ 

Au  refte  quel  qtie  (bit  le  nombre  de  leurs  degrés ,  ils  formeront  (ôt 
la  furface  de  la  ipaere  «a  angle  dont  il  importe  de  cotino^e  la  me» 
fure.  NoUs  allons  la  cbercher. 
I O  r  •      5^^'  ^^^^  l^s  ^^x  ^^^  A  B  &  A  D  que  )e  fiippofe  de  ^o^  chacmi  « 
^  *  &  qui  par  leur  reacootre  en  A  £>rmeat  l*ande  fphérique  BAD. 

Ilelt  clair  i«,  que  ks  rayàns  BC  &  DC  uint  Tun  &  l'autre  perpeïH 
dkulaires  furAC 

t^^  Que  /Ces  deux  rayons  ont  entre  eux  h  même  inclinaifoii  que  les 
plaas  circulaires  ACB  &  ACD  aulEquets  ils  appartiennent. 

5 <*•  Que  la  mefure  de  cette  iûdinaifoaeft  rare  ABD,  puifqat  l'aogb 
BCD  a  fon  fomn&et  au  centre. 

5^1»  Donc  la  mefitre  d'iui  angle  ùhitiqae  nuelconqut  tft  Van  et 
grand  cersU  compns  entre  fis  côUs ,  a  50*  de  difiancé  du  fommét  de  cet 
4tngle^ 

£n  général,  lî  du  fdmmet  d'un  angle  fphériqUe,  pris  pour  pôle  »  on 
décrie  un  arc  de  grand  cercle  ^  la  portion  de  cet  arc  ,  ccunprife  entre 
les  côtés  de  l'angle  ^  fera  toujours  Ùl  meTure. 

Ce  n'eft  pas  qu'il  ne  fut  également  p5>£lble  de  le  mefurer  par  des  arcs 
de  peritscercles  :  car  on  Voit  bien  ose  l'angle i^(/,  pareïemple^  fomié 
par  les  {inu$  des  arcs  A^  &  Aif/cfte^  à  l'aigle  BCD  ,  &  que  par  coo- 
léquent  l'arc  b  d  qui  lui  fert  de  melure  elldii  inême  nombre  de  degrés 
ouef  arcBD.  Maispour  l'uniformité^  on  amieux  aimé  prendre  les  valcon 
des  angles  fphériques,  fur  les  grands  cercles  décrits  de  leurs  fommets 
eomfae  pèles. 

591.  Les  angles  QJaériques  font  donc  toujours  égaux  à  ceux  que  for- 
ment, à  ^o^"  de  diûance  de  leur  fommet,  les  finus  des  arcs  qu'ils  oot 
fbuf  côtés.  Or  tout  angle  foimé  par  deux  finns  doit  avMr  moins  de 
xto*"  s  dont  tout  anglejpkiriam  a  moins  de  iSo"^. 
.   5P  5  «  De  ce  ^ue.  les  angles  4>liériques  font  égauzà  ceux  que  forxseat 
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es  Chus  de  lears  côtés  »  il  fuît  évidemment  i*,  4}«e  lcN:râii*Qii  arc  de 
pad  cercle  combe  Caï  ttftaotre»  ks  deux  ailles  qui^a  refidcenc  finit 
l^râx  à  deux  ailles  droits. 

x»  •  Que  &  où  prolonge  ces  deux  atcsan^elà  de  lent  point  d'ister- 
Teâion  9^  tes  angles  oppâës  au  Cunraet  font  égaiia  ,  comme  ceux  de 
lears  fînvs  pro&ngés  de  même.» 

5« ,  Que  la  fomme  desanglcs  fermés aucout  dapoint  d'inrerreââoQ 
eft  de  360*». 

5  94*  SuppoGons  maintenant  que  les  trms  cerdes  dont  les  c&tés  d'un 
triangle  if  h&ique  font  partie»  Toient  décntsxn  entier»  il  eft  clair  qaTUs 
formeront  fur  rantre  kemi^hcre  ita  triangle  par£ûtement  éeal  an  prC' 
mien  II  eft  clair  anifî  qu'on  menant  les  cordes  reipedives  de  toos  Ids 
arcs  qui  forment  ces  deux  triangles  Tphériques ,  il  en  rérultera  dent 
triantes  reâilignes  parfahemenc  égaux  en  tout ,  l'un  a^-dediis^  faatze 
aa-deflousducentredelalipliere.  ^ 

Maison  fait  que  dans  un  triangle  reâiligflC  quelconque  aBc^h,  ^^^* 
Comme  de  deux  côtés  eft  plus  grande  que  le  troiueme  coté.  Donc  la 
fomme  de  deux  arcs  »  dans  tout  triangle  fpbérique  A  B  C  «  eft  phs  jp 
grande  que  le  troifieme  arc. 

OniaKaufS  que  la  ligne  droite  eft  la  plus  comte  do  cdlestjue  Toii 
peut  mener  d'an  point  à  un  autre  point.  Donc  l'arc  de  ^and  cercle  ^«i 

faiTe  par  deux  points  de  la  furÊice  de  la  (phcre  ,  «ft  le  plus  com:t  qoe 
on  polâc  mesvcr  entre  ces  deux  pointa.  Il  en  meTure  donc  la  diftance 
fphériqoCi. 

f^.  Nous  avons  dit  (  ^tf  )  qu'il  n*éKHt  ixas  poffihle  d'cnfèrmo:  IO7; 
ic  tout  côté  aucune  portion  de  furface  ^herique  enttc  deux  aies 
fcttlemenc»  à  moins  qu'ils  ne  faflcnt  chacun  de  ite<».  Donc  tout  trian^ 
glc  (phérique  CAS  refulte  de  l'interreâion  de  deux  arcs  coupés  par  on 
troî&me  »  avant  que  ces  deux  ascs  le  réunifient.  Or  iis  ne  peovem  ic 
réunir  qu'à  1  So**  oe  diftance  de  leur  premier  point  de  rcscomre ,  donc 
chaque  cSté  â^ un  triangle  fpkériqutqHilexm^  doit  avoir  Tftoias  de  iSo^« 

596,  Si  on  prolofi^  les  dei»  arcs  CA  &:  CB  du  triangle  CAB  jnfiju'à 
kut  réunion  en  D ,  il  eft  évident  que  âB  fera  plus  petit  que  la  fomme 
des  prolongements  ^D^  DB.  Or  cette  fomoK  ajoutée  aux  deux  arcs 
prolongés  cA  &  CB  »  n'eft  que  de  ^&o\  Donc  la  fonurudes  côtés  d'ut 
triangle  fpkirique  ep  toujours  moindre  que  ^60^, 

597.  Quarit  a  la  Comme  de  les  ai^cs  »  ^ïçvtlent'qu^le  ne  peut  ja^ 
pMii$  être  de  fix  angles  drcMts,  pttifque  chaque  aogfo  doit  avoir  moins 

1^  de  180®.  Elle  a  donc  une  limite  ttt  plus  »  qui  eft.  $40*  :  jnaîs  n'aor<^« 
I   elle  pas  aolB  une  li/mteen  moirtf  i.  C'eft  ce  que  nous  allons  chercher. 
I       598.  Des  trois  angles  A  »  B  »  C-^0s  AiccefltiraEaent  pour  pôles  »  n>ient . 

décrits  les  arcs  £F,DF»^  DE  ^parleur  cencontre  forment  le  trian-* 

gle  extérieur  ¥DE. 
Cette  <oi}Aruâton  nous  £ttt  voir  i^>  que  le  point  A  eft  éloigné  de 

9^"^  de  tous  les  points,  de  l'ttc  EF  ;  z"",  que  le  poifitS  jeft  paieiikmeùt 

k.fD^  de  tous  les  points  de  l'arc  BF  :  donc  F  eft  pôle  de  l'arc  AJB. 
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dn  prouve  de  même  qiie  les  points  E  &  D  font  reipeâivemeot  îc(; 
t>ôlcs  des  arcs  CA  &  CÔ.        " 

Cela  pofé  ,  foicnt  prolongés  ceS  deux  arcs  C  A  &  C  B  jiifqu'à  la  rcn-» 
contre  de  Tare  D  E  :  on  aura  ÈG  =t  90°,  arnfî  que  DH  ;  donc  E<3-f» 
D  H ,  Oii  ce  qui  revîetit  au  même  ^EG-^-DG-j-GH^ou  bien  encore^  \ 
ï  D  -+-  G  H  =s  1 86*>.  L*arc  Ë  D  éft  donc  le  fupjJÎément  àt  Taxe  GHj 
&  par  conféquent ,  de  l'angle  C  dont^G'H  eft  la  nicfure  (^p  t). 
*  On  proûvcroit  de  là  même  manière  que  les  arcs  EF  ôt  D  F  font 
les  fuppléments  refpedHfs  des  angles  A  &  B. 

'  Prolongeons  nlaihtenant  Tare  G  C  mfqu'à  la  rencontre  de  l'are  E  F  ; 
hotts  verrons  que  G  I  fefa  la  iticfure  de  Tangle  E  ,  &  que  la  parrie  A  C 
-en  fera  le  fuppléinerit ,  puifque  GC-+-AI  ouGI^-AC=ri  8o». 
•Uarc  A  B  feirà  de  même  le  fuj^^plértient  de  Tatigle  F,  &  l'arc  SC  fera 
le  fuppléftient  de  Tanglè  D  ;  é'ôii  nôuS  pouvons  généralement  conclure 
tqatjides  trois  angles  d'un  triangle  fpkénque  quelconque ,  pris  pour 
pâles  'y  on  décrit  trois  arcs  dont  la  rencontre  forme  un  nouveau  triangle 
fphirique  s  les  angles  '&  les  cotés  de  ce  dernier  triangle  feront  récipro- 
quement les  fuppïéfnenis  dèi  àôtés  &  des  angles  qui  leur /ont  oppo/es 
ni  dans  le  premier, 

Ainfi  l'angle  E  du  triangle  extérieur  -f-  l'arc  A  C  <}ui  lui  cftôppoK 
'^ans  le  triangle  intérieur  ,  ont  lis  o*>  pour  mefure:  &  réciproquement 
Tare  DE  du  trîahglc  extérieur -f-  l'angle  G  qui  lui  eft  op{(o(e  dans  It 
'triangle  intérieur,  ont  attrtî  p5ur  niefure  1 80*,  &Ci 

5P5>.  Ce  triangle  cîtétieur  D  E  F  s'appelle  le  Triangle  fupplémentaire 
du  triangle  A  BC.  On  en  fait  Un  grand  ufage  dans  la  Trigonon^trife 
^hériquej  de  nous  àllotis  hous-^mémcs  Rappliquer  à  la  rechercha  oe  la 
limite  en  moins  j  pour  la  Valeur  des  trois  angles  Ai  B ^  C. 

Ces  trois  angles  oiit  pour  fuppléments  relpeftifs  les  trois  eôtésdû 
>  triangle  fupplémentaire.  ïls  forment  donc  avec  eux  la  valeur  de  fix  an- 
gles droits.  Or  la  fomttie  de  ces  trois  côtés  eft  toujours  moîildrc  que 
:  quatre  angles  droits  (s^^)-  Donc  la  fomme  des  trois  angles  A  |  B  ^C 
eft  néceflairement  plus  grande  que  1 8o». 

600.  Il  réfulte  de  là  x  %  que  la  foihniè  dei  angles  d'un  Irlande [phé- 
trique  peut  varier  depuis  !8ô°  jufyu*à  540,  eièclufivenient.  Et  qbc  pir 
.  conféqUcnt  il  n*eft  pas  poffible  de  déduire  la  Valeur  du  troifieme  angfe, 
i  de  celles  des  deux  autres  3  comme  delà  £t  pratique  ^ur  les  triangles  rcc- 

alignes. 

Il  réfulte  1*»*,  que  Us  tiùis  angles  d'Un  triangle  fphéfîque  pcovcnt 
.  être  droits  >  ou  nrome  obtus  i  &  à  jplus'forte  raifon  aigus  3  pourvu  que 
•  .  dans  ce  dernicf  cas ,  Iciir  fomme  iWpalfe  au  moihs  i  So*». 

601.  S'il  Moit  juger  rdu  rapport  de  derfx  triangles  fphériqocs  doit 
?  les  trois  angles  feroiencrefpcâiivéifMtnïl^âufi  ttn  auroit  recours  à  kun 
.  triapgles  fupplémcntaltes ,  &  on  d|i«4t.  W^^iotés  de  ces  derniers  trin- 
gles ne  peuvent  qu'être  égaux  ^  chacun  à  chacun  j  puifqu'ils  font^te 

;  fuppléments  rêfpeâifs  d'angles  é^ux.  '  Or  '  cette  égalité  des  trois  coiés    , 
tntraîne  celle  des  trois  angles  (  404!j«  Leâ  deux  triangles  fapplémeii-    i 


.DE     MATHiMAÏtQÛEâ.  ^y^^ 

taires  font  donc  parfaitement  égaux  :  leurs  angles  ont  donc  des  fupplé-    f  jg 
mènts  égaux.  Mais  ces  fupplcments  font  les  cotés  mêmes  des  triangles  * 

propofës.  Donc  deux  triangles  fphiriques  font  égaux  ^  toutes  Us  fois 
que  leurs  trois  angles  font  refpeSivefnent  égaux, 

C'cft  une  propriété  remarquable  des  triangles  fphériqUcs  5  cllen'a  pas 
lieu  ,  comme  on  le  fait ,  dans  les  triangles  rediligncs ,  dont  on  ne  peut 
jamais  ,  en  pareil  cas ,  conclure  autre  çhofe  que  Ta  funilitude. 

b'aillcurs  l'éçalité  entre  deux  triangles  fphériques  a  lieu  encore  ,  (oit 
lôrfque  deux  cotés  f  efpedivement  égaux  forment  un  angle  ^gal  dans 
chaque  triangle,  loit  lorlque  deux  angles  de  l'un  ,  égaux  à  deux  angles 
de  Pautrc ,  £ont  formés  fut  un  côté  égal,  il  eft  ai(e  de  le  démontrer  de 
la  même  manière  que  pour  les  triangles  reéHlignes. 

éox.  Soit  maintenant  le  triangle  fphérîque  C  A  B ,  dont  je  fuppofe    içjn^ 
^ue  les  côtés  C  A  &  C  B  font  ^gaux.  Je  voudrôis  favoir  fi  les  angles  op- 
pofés  à  ces  côtés  font  égaux  ^ 

Je  pi'ends  CD  =  CE,  &  je  mené  les  aires  BD  éc  AÈ;  ce  qui  me 
donne  d'abord  deux  triangles  C  A  E ,  C  BD  parfaitement  égaux.  L'arc 
AÈ  eft  donc  égal  à  l'arc  BDj  d'ôu  je  conclus  Inégalité  de  deiix  autres 
uiangles,  favoir  ABE&  ABD.  L'angle  A  &  i*angle  B  foiit  donc*" 
égaux  y  &  pat  coùféquent ,  dans  tout  triangle  fphérique  ^  les  côtés  égaux 
foAt  oppojes  a  dès  angles  égaux. 

La  propoiîtion  îrtveifé  fe  démontre  par  le  triangle  fiipplémentaîre.       i  t  Ùi 

^05,  Si  on  vouloir  prouver  que  dans  un  triangle  (bhériquc  AB  G  ,  un 
plus  grand  angle  eft  toujours  oppofé  à  un  plus  grand  côté  ,  on  pourroic 
dire ....  Soit  A  plus  grand  que  B  ;  je  puis  mener  un  arc  Û  A  qui  faffe 
.  îanglc  D  A  B  égal  à  l'angle  B  :  j'aurai  donc  un  triangle  îfofccle  ABD. 
L'arcfB  C  D  fêta  donc  égal  à  A  D  -H  £)C  :  maïs  AD  h-  D  C  eft  vifî- 
blement  plus  grand  que  AC  ;  donc  l'arc  B  C  ôppôfii  à  l'angld  À ,  eft 
plus  grand  que  Tare  A  C  oppofé  à  l'angle  B. 

Au  moyen  du  triangle  fupplémcmalre ,  la  proportion  invcrfe  tfi 
aucune  difficulté. 

^04.  Soit  maintenant  le  ttiangle  fphérîque  À  B  C  que  1*011  (tippofd    m 
ïcûangle  eô  A  :  il  peut  arriver  que  l*angle  É  foit  oppofé  à  uri  arc  qui  ait  * 

iiioins  de  90*»,  tel  que  Tare  A  C,  ou  qui  foit  de  96°,  tel  que  AD  ,  ou 

Î|ai  ait  plus  de  ^o^,  comme  l'arc  A  £.  On  demande  de  quelle  efpccè 
cta l'angle  Ë  dans  ces^tfoîs  cas^  Sera-t-il  aigu ,  droit ,  ou  obtus? 

tuifque  Tare  AD  eft  de 9ô<»,  &  qiiç  déplus  il  eft  petpcndiculaire  fuf 
l'arc  A  B3  on  ne  peut  douter  que  fc  point  D  ne  foit  le  pôle  de  A  B  5  dotic 
cû  abailTant  de  ce  point  l'arc  DB  j  on  aura  uh  ahgle  droit  i)BA. 
L*angle  C  B  A  fera  donc  aigu  ,  &  l'ançlc  E  Ë  A  fera  obtus.  L^angle  tt 
eft  donc  de  même  efpece  que  le  côté  qui  lui  eft  ofpoK.  Il  en  eft  de  iftêftie 
de  l'angle  C. 

605.  Pour  diftînguet  ces  aiiglcs  de  celui  que  l'oh  a  fuppofe  dfoît ,  on 
les  appelle  les  angles  obliques.  On  peut  donc  dire  que  dans  tout  triangle 
fpkérique  reBangle,  chacun  des  angles  obliques  efi  de  mime  efpece  que  le 
côté  qui  lui  efi  oppoft* 

z 
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ÏIG.  Cette  lénotnînatîon  d'angles  obliques  n'empêche  pourunt  pas  qtfîlt 
ne  puifTcnt  être  droits  auffi-bien  que  Tangle  A.  Ils  peuvent  même  être 
;i  1 1.  obtus;  mais  on  cft  convenu  de  les  défîgner  ainu,  pour  abréger  le 
difcours  ;  &  on  appelle  hypothénufe  ,  le  côté  oppofé  à  celui  des  angles 
droits  que  l'on  conuderc  comme  tel.  Ainfi  BC  cft  Thypothénufe  du  trian- 
gle BAC. 

^06.  Comme  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  peuvent  être  de  même 
eftece ,  ou  d'cfpece  différente ,  il  eft  bon  de  favoir  d'avance  de  quelle 
efpece  doit  être  Thypothénufe  dans  chacun  de  ces  deux  cas. 

Suppofons  donc  aabord  que  A  C  &  A  B  aient  chacun  moins  de  90^; 
l'angle  ACB  fera  donc  aigu ,  &  par  conféquent  Ion  fupplément  BCD 
fera  obtus.  Le  côté  B  D  oppofé  à  ce  fupplément,  dans  le  triangle  D6  C, 
fera  donc  plus  grand  que  le  côté  B  C  oppofé  à  l'angle  CDd  (  60$)^ 
lequel  doit  être  aigu  par  la  même  raîfon  que  l'angle  A  C  B .  •  Or  le  côté 
B  D  n'eft  que  de  ^o<>  ^  donc  Thypothénule  B  C  doit  alors  avoir  moins 
,  de^o^ 

^^  ^  ^»  Suppofons  ènfuite  que  AC  6c  AB  aient  plus  de  po®  chacun  ,8cmo» 
nous  un  arc  B  D  qui  coupe  l'arc  AC  de  manière  oue  AD  foit  de  90^ 
Cet  arc  B  D  fera  aufli  de  90^.  Mais  l'angle  C  eft  oWs^  l'angle  A  DB 
l'eft  de  même  ;  fon  fupplément  B  D  C  eft  donc  aigu;  8c  comme  tel  »  il 
doit  être  oppofé  ,  dans  le  triangle  B  Ç  D ,  à  un  côté  moindre  que  ceM 
qui  eft  oppofé  à  l'angle  C. . .  LTiypothénufe  B  C  eft  donc  alors  moiodre 
que  B  D;  c*eft-à-dire  ^  qu'elle  a^  dans  ce  fécond  cas  comme  dans  le 
premier ,  moins  de  ^o®. 

Refte  à  favoir  »  ce  qu'elle  aura  dans  la  fuppofition  que  les  deux  côc& 

de  l*anglc  droit  aient  l'un  plus  de  90* ,  &  l'autre  moins. 

?  ï  3  •       Soit ,  par  exemple  ,  A  K  plus  grand  que  le  quart  de  cercle  A  D  ;  foie 

*  A  C  plus  petit  que  AD  :  on  aura  l'arc  C  D  de  po« ,  &  l'angle  C  D  A  fcrt 

aigu  ;  C  D  B  fera  donc  obtus  ;  ÔC  par  confêquent  l'arc  6  C  qui  loi  eft 

oppofé  9  fera  plus  grand  que  C  D.  Il  aura  donc  plus  de  90^. 

607.  Il  fuit  de  là  que  jî/«  deux  cotés  de  tansle  droit  d^ un  t/iangU 
Jhhirique  reSiangle  font  de  mime  efpece ,  V hypothénufe  a  moins  de  90^» 
b  que  toutes  les  fois  qu'ils  font  de  différente  efpece^  l*  hypothénufe  a  plus 
de  90^ 

Et  comme  les  angles  obliques  font  toujours  de  même  e(pece  que 
les  côtes  qui  leur  font  oppofes ,  on  voit  bien  qu^ils  peuvent  également 
fcrvir  à  faire  connoître  de  quelle  efpçce  eft  Thypothénufe. 

^08.  Comme  aufH  l'hypothénufe  peut  fervir,  à  fon  tour,  à  déter- 
miner de  quelle  efpece  font  les  côtés  de  l'angle  droit  &  les  angles  obli- 
ques. Car ,  par  exemple  ,  fi  l'hypothénufe  &  un  des  côtés  font  de  même 
efpece,  Tautre  côté  a  moins  de  90*^;  &  toutes  les  fols  que  rhypothénuCî 
Se  un  des  côtés  font  de  différente  c(f  ece  ^  l'autre  côté  a  plus  ae  90^ 

ObCervez  cependant  que  dans  le  cas  oii  un  des  côtés  de  l'angle  drok 
Teroit  de  90*» ,  l'hypothénufe  auroit  aufG  90*»;  &  qu'il  peut  arriver  alors 
^ue  l'autre  côté  foit  de  90»  comme  le  premier.  Dans  ce  cas-là,  les  tro» 
angles  font  droits  t  cela  cft  ^yidcnt»  U  peut  arriver  adC  que  ccr  aoot 


eàti  ait  plus  ou  moins  je  ^q^  Nqus  albns  «xplkiucr  la  manîcrc  de  té-     ÎW* 
foudre  lestriaiîgles  fphériqucs  dans  ces  dîfFércnts^cas. 

6q9.  On  faîtpar  la  Trigonométrie  rcailigne  que  les  ûtm  iu  angles 
Umt  propomonels  s^ùt  côtés  oppofés  à  ces  mêmes  ^glcs.  Mais  comia^ 
dans  les  triangles  fphériqucs,  Ufi  côtés  font  des  arrs  di?  cercle .  cette 
proportion  ne  peut  avoir  ficu.  Il  faut  donc  tacher  d'en  fubftituçr  une  41)^ 
tre  qiii  convienne  à  ces  fone$  d«  triangles, 

Frincipîs  £r  Proportions  pour  U  réfolmon  des  TriangUf 
fphérifHîSk 


A ,  éc  que  t  i^» 

aient  ^o<»>  l'un 


^lOi  Je  fuppofe  que  le  triangle  A  B  C  fôit  rcébangle  en 
les  côtés  B  A  &  B  C  foi^nt  prolongés  ,  îufqu'à  ce  qU'iu  aient 
tn  H,  l'autre  en  F- 

farcFHfcraUmcfur^dcl'andcBjFGen&ralcfinusiFE,  ou 
H  £ ,  ou  B  £  fera  le  rayon  de  la  fpher^  î  C  D  le  finus  de  Thypothénuâ 
B  C  j  &  C I  le  finus  de  l'arc  perpendiculaire  C  A. 

Or  en  menant  la  ligne  D I  ^  on  voit  que  le  ti^anglf  C  D I ,  teâangîc 
en  I,  cft  fcmblable  au  triangle  VG^y  rectangle  en  Q  :  on  a  donc  .  .  ^ 

FE;ÇD::FG;CL 

c'eft-à'^dirci  qne  le  rayon  eft  au  finus  de  Thypotiiéttufe ,  comme  it 
finus  de  l'angle  B  eft  au  finus  de  l'arc  oppofé  C  A.  On  prouveroic  de 
tnéme  que  le  rayon  eft  au  finus  de  Thypothénufe ,  comme  le  finus  de 
îangle  C  eft  au  finus  de  l'arc  Oppofé  A  B.  On  a  donc  généralement  ce 
premier  principe  de  folution ... 

6  f  1 .  Dans  tout  triangle  fphirîquê  reilangU  i  le  rayon  eft  au  finui 
de  Vhypothénufey  comme  te  finus  dun  des  angles  obliques  eft  au  finus  4ii 
tôté  qui  lui  eft  oppofifi 

^f  1.  Si  ie  triangle  A  ÈC  eft  obUquangle  j  oïl  aura ,  en  abaiflânc  im 
arc  pctpendîculairc  C  D  ,  les  deux  proportions  fuivantcs  :  ^  '  /« 

K  :  fin  AC  i:  fin  Al  fin  CD.  iC 

ti'ifinBCîifinÈijinCïi.  tl6^ 

ï>oticSnA  ifin  S  :  :  jf/iB  C  i  £z  ÂC  S  ^  pu  <^Poféque4t*  dan$  un  tnan^ 
*  ^lejpnériqus  quelconque ^  les  finus  des  angles  font  proporiion/tls  âuxfinùs 
des  câtis  oppofes. 

éi3.  Soie  maintenant  le  triangle  ABC>  re<%afigle  eà  A^  dont  Tes 
.côté$  B  C  6c  AC  foicnt  prolonge  jusqu'à  ^o*  ^  l'on  en  D  ,  l'autre  ca 
£:  fi  on  mène  l'arc  D  E ,  on  aura  le  triangle  C  D  E ,  rcdhngle  en  E. ,» 
dont  les  quatre  parties  CEiCD^DE&D^  feront  Lçs  compiêncns  rcC- 
peaifs  des  ^iiatrc  BQ  AC,  B  &  A  8  du  triangle  ABC:  (\^  déraeJnftf  atîoQ 
en  eft  Êicile.^  De- là  vient  le  nom  de  triangles  complémentaires 
pour  les  triangles  jdafi  f^rimés^  OrdaiM  kisiMele  complémentaire 
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'ï^'  K:JinCÎ):ïfinD:fmC2',  ^ 

pubien  .  *  •  .  .  R  tco/AC:  i  co/ABicofBC. 

Donc  ,  dans  tout  triangle  fphérïque  reéiangle,  le  rayon  efiau  cofinusim 
des  côtés  de  l'ari^le  droit,  comme  le  cojtnus  de  t  autre  côté  efi  au  cofiniU 
de  rî^potkénuje. 

Et  par  conféqucnt ,  J!  un  triangle  fphénque  obliquangle  efl  partagé  di 

deux  triangles  rectangles  par  un  arc  perpendiculaire  Jur  là  bafe,  on  aura  ton* 

joues  les  cofinusdes  Jegments  de  la  bafeyproportionelsaux  cofinus  des  dam 

côtés  adjacents, 

1 1  r .       En  forte  que  dans  le  triangle  A  B  C  »  par  exemple  ,  après  avoir  dé- 

.  -       crit  l'arc  perpendiculaire  CD,  on  auroit 

iro/A  C  :  co/B  C  :  :  co/AD  :  co/B  D  5 

Or  cette  proportion  en  donne  luie  autre ,  que  voici  : 
tô/AC  •+■  cofB  C  :  cofBOcof  AC  :  :  cof  AD  -H  co/BD  :  cofBD-co/AD. 
De  celle-là  on  peut  en  tirer  une  troificme  qui  eft  Css^)» 

AC-f-BC  BC'AC  AD+BD  BD-AD 

£Ot —  :  tang ;  :  cot  '  ;  tang -. 

X  i  %  % 

Mais  Ad  H-D  B  =■  a  B,  toutes  les  fois  que  Tare  perpendiculaire  tombe 
en  dedans  du  triangle;  on  a  donc  alors  >  par  la  fubflitution  des  tangentes 
aux  corangentes  ^  une  dernière  proportion  qui  eft  d'un  fréquent  ulagc» 
'&  que  Ton  peut  énoncer  de  la  manière  fuivante. 

614.  Dans  tout  triangle  fpkérique  obliquangle  ^fur  la  bafe  duquel  on 
A  abaijfé  un  arc  perpendiculaire  qui  tombe  en  dedans  du  triangle,  la  tan-- 
gentede  la  demî-bafe  eft  h.  la  tangente  de  la  demi-fomme  des  deux  autres 
côtés  ,  comme  la  tangente  de  la  demi-différence  de  ces  côtés  eft  à  la  uar 
gente  de  la  demi- différence  desfegments  de  la  bafe. 
116,  Remarquez  que  iS  l'arc  tomboit  en  dehors  ,  on  auroit  AD  — BD  =3 
A  B  ;  &  qu'il  taudroit  fimplement  fubftituer  alors  la  tangente  de  la 
,  demi-fomme  des  fegments  à  la  tangente  de  leur  demi  -  différence. 

'*'7'       61  î.  Revenons  maintenant  au  triangle  complémentaire  C  DE, 
qui  donne 

K:J!nCD::JsnC:finDE. 

Donc.  •  *  K:  cof AC:  :J!nC:  cof  B^ 

C'eft-à-dire,  que  dans  tout  triangle  Jphérique  rectangle,  le  rayon  eft  « 
cofinus  d*un  des  côtés  de  l'angle  droit ,  comme  le  finus  de  l* angle  ohli» 
.que  oppofé  à  Vautre  côté,  eft  au  cofinus  de  Vautre  angle  oblique. 
,  [I I  C«       61 6.  Et  par  conféquent ,  fi  on  abaiffe  un  arc  perpendiculaire  fur  h 
hafe  d'un  triangle  obliquangle,  les  finus  des  angles  du  fommet  feront pro* 
^     portionels  aux  cofinus  des  angles  de  la  bafe, 
[1 1 6%      I^^s  le  triangle  obliquangle  A  C  B  ^  on  a  donc 

fin  A  CD  vftn  BC  D  :  :  cof  A  ;  cçfB. 

[Z 1 8*      ii7*  Sqit  ï  ptéf(»ic  U  tria&slc  ABC  rcâanglc  en  A ,  ec  îmm  fflt^ 


na 
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nées  I«  tangentes  BP  &  B  Q  ;.cclle-ci  pour  Thypothénufc  BC  ,  la  pre- 
mière pour  le  coté  B  A.  Si  nous  menons  les  fécantes  EP  &  EO .  âont 

S  A  >  ,  •  S  ?°j?^if  *  P^"'^  ^^^ont  perpendiculaires  à  celui  de  la  bkfc 
B  A  E  Leur  mterrc^ion  PQ  fera  donc  perpendiculaire  au  m^me  pkn 
[^''^i'J'  le  triangle  B  PQ ,  reftangle  en  P  ,  fera  femblablc  au  triaa* 
gte  G  F£.  Atttfi  nous'  aurons 

FE:<;E::BQ;BP. 
ou . . .  R  :  cofB  :  :  tangBC  :  tang  AB. 
On  prouYcroit  de  même  que 

,    ^i  caf  Ci:  tangBC  itangAC. 
©onc ,  ^ns  tout  trzangitfpkériqut  reiiangU  U  rayon  eft  au  cofima  âTuit 
des  angles  obliques,  comme  la  tangente  de  rhypotkinufe  eft  h  la  tan-^ 
gente  du  côté  ^pofi  h  t autre  émgtt. 

61 8.  Si  le  triangle  A  B  C  eft  obliquangle,  on  pourra  abaîffcr  fur  ft    1 1  C. 
baie  1  arc  perpendiculaire  C  D  ;  ce  qui  (fonnera , 

R:  co/ACD::ftf/tjrAC:rtf;ï^CD.  ^ 

K:cofBCD:itangBC:tangCD.  '^^ 

P'oji  Ton  tirera, 

cof  ACDicofBCD  ::  tangBC:  tang  A  C. 
Çcft-à-dire  quV«  abaijfant  un  arc  perp^iculaire  fur  la  hafe  et  un  tnanf- 
glefpkirique  obliquangle  ,  on  a  toujours  les  cofinus  des  angles  aujommet 
réciproquement  proportîonels  aux  tangentes  des  côtés  adjacents^ 
.619.  Et  comme  dans  le  triangle  complémentaire  C  D  E^  on  a 

K:cofD::tangCDitangUE^  .    ^'^^ 

îl  eft  évident  que  l*on  a  au/ïî , 

KiJfnAB::c0tAC:cotB::tangBitangAC. 
Donc ,  dans  tout  triangle  re^angle,  le  rayon  efi  aufinm  d!un  des  côtes 
de  r  angle  droit ,  comme  la  tangente  de  l'angle  oblique  oppofé  a  Vautré 
côté  y  efi  a  la  tangente  de  ce  dernier  côté. 
^10.  Le  même  triangle  C  D  E  donne 

R  xfin  C  E  :  x^tangC  :  tangT^H  \ 
donc  .  . .  R  :  cgf^  C  :  :  tang  C  :  cot  B. 

I>*oiî  il  fuît  que  daks^out  triangle  fphérique  reBangte^  le  rayon  efl  au 
cofinus  de  Vhypotkénufe^  comme  la  tangente  d'un  des  angles  obliques  » 
tfiala  cotangente  de  l'autre  angle. 


Zii) 


'3jf9  Leçons  ELij»iKTÀi&Bs 

^*  ÂppUeation  des  Principes   &•    des   Proportions 

qui  précédent. 

€tÎ4  Aa  moyen  ^e)  propofitions  que  nom  yenôns de  démoAtrtr,  3 
n'y  à  point  de  trUngle  Tphéiriq^e  que  Ton  ne  puifle  réfoudre  très-fâcUe^ 
ment ,  pourvu  que  ron  connoiffe  trois  de  Tes  piurties,  CoQUkKBÇOitt  par 
les  triangles  rectangles. 

Et  d'aoord ,  remarquons  que  Tangle  dtoît  ^ant  toujours  donné,  îl 
fuifit  de  connèttte  deux  des  aqcrcs  cinq  p&rtiei  qui  concourent  à  former 
ces  triangles. 

Remarquons  enfuît^  que  toutes  les  cotnbinaifons  diiFérenres  d'an 
nombre  m  de  quantités  prifes  deux*^à^deiuz  ,  (bnt  généralement  expri- 

inées  par     *^*     (iti).  Il  eft  don*  évident  i«,  qu'à  cet  égard,  h 

réfolution  des  triangles  fphériques  rcéUngles  offre  dix  de  ces  combi- 
^aifonsi.  Mais  comme  pour  chaque  combinaifon  »  on  a  crois  quantités 
à  déterminer ,  il  efl  évident  %^t  qUe  toutes  les  vari^  pofiUes  de  la  xé<p 
folution  des  triangles  Tphériques  reélangles»  font  au  nombre  de  trente. 
J I  p^  On  les  a  renfermée»  toutes  dans  la  Table  fui  vante ,  où  l\)n  fuppofc 
que  Tangle  droit  eft  en  A  ^  &  que  les  deux  Autlts  s^g^es  font  inaiiFé^ 
remment  défîgnés  par  6  &  par  C. 

éii.  La  conftrué^ion  de  cette  Table  eft  uniquement  fondée  fur  deux 

Sroportions  déjà  connues.  Nous  allons  les  remettra  ici  (bus  les  ycmç 
uLeâear.  ^ 

_  I.  Dans  tout  triangle  fphérique  rtâangle,  le  rayon  eft  au  fînus  Jç 
f  hypotbénufe ,  comme  le  finus  d'un  des  angles  obliquies ,  eft  ^vt  Gam  àf^ 
côte  qui  lui  eft  oppofé  (6ixh 
»  IL  Dans  tout  triangle  fphériquc  reÔangte ,  le  rayon  eft  au  Cnus  d^ 

des  côtés  de  rangle^droit»  comme  la  tangente  de  l-anglc  oblique  oppofé 
à  Tautre  côté,  eft  à  la  tangente  de  ce  dernier  côté  (^19)*, 

Tantôt  ou  applicjue  immédiatement  ces  proponions  au  triangle  ABC, 
tantôt  il  fïut  avoir  recounj  à  Pun  des  deux  niangtcs  complémentaires 
C  DE  5  B  F  G,  pour  tranfponer  eûfuiee  les  réf^ltats  au  criai^i^  A?C^ 


i 


# 


.     DB  MATHâMATiQUES.  3^5 

TABLE  pour  la  réfolution  de  tous  Us  cas  poJpHts  dans   '^ 
un  Triangle  fpherique  ABC>  reSangle  en  A.  i^P» 


Etant 
donàés 


BC&B 


BC  &C 


Trouver 


AC 

AB 

C 


AC&C 


AB 

AC 

B 


:^ 


AC  &B 


AC&BC 


AB 

BC 

B 


AB  &C 


AB&B 


AB&AC 


AB&BC 


B&C 


AB 

BC 

C 


AB 
B 
C 


AC 

BC 

B 


AC 

BC 

C 


BC 
B 
C 


AC 
B 
C 


AB 
AC 
BC 


PROPORTIONS. 


K:  fin  BC  iifinBifin  AC. 
R  :  eofB  :  :  tangBQ  :  tang  ABm 
R  :  cnfBC  :  ;  taag  B  ;  cot  C 


R  ifinBC:  ifinCifinAK 

R  :  cofC  :  :  tang B  C  :  taneAC 

R  j  cof  BC  :  :  tang  C  :  cor  B. 


B,:  fin  AC  ::  tang  C  :  tang  AB. 
R  :  eofC  :  :  cot  AC  :  cotBC. 
R  :  cof  AC  ::  fin  Cl  cofB. 


tang  B  :  tangkC:  iKifin  AB. 
//iB:/«AC::R:yî»BC. 
cof\C:cofB::K:  finC. 


cof\C:cofB::K:  finC. 

cof  AC  :  cofBÇ  :  î  R  :  cof  A  B. 
fin  BC  ifin  AC  :  ;  R  :  jf»  B- 
rtf«fr  BC  ;  tang  AC  :  ;  R  :  cofC^ 

tang  C  :  M/wr  AB  :  :  R  :/«  AC, 

/î«C:7Î7iAB::R:/«BC. 

a>/AB:cp/C:;R:/«B. 

R://2AB;:r— »•  *..— A, 


IV  :  /«  A  B  ;  :  /û/i^  B  :  tang  A  C. 
R  :  c<?/B  :  :  c^r  A  B  :  cor  B  C. 
R  !  ji/z  B  ;  :  ce/ A  B  :  cofC.^ 

K:cof  ABi:  cof  ACicofBC. 
R:/«  AB:  :  cor  AC:  cor  B. 
R  :  fin  AC  :  :  coi  AB  i  cot  C. 

T^/ABîCo/BCîîR: 
R:  r<ifi/rAfi:  :  ca 


j£ttB:co/C::R:co/AB. 
jî/tC:co/B::R:co/AC. 
R  :  cor  B  ;  zçotCicofBC. 


2iT 


c«/AB  î  co/BC  î  :  R  î  e^fAC. 
R  :  riifi^  AB  :  :  coi  BC  :  co/B. 
Jfc  BC  :  jie  AB  ;;R:jbC. 


^Sà         Leçons  Elémentaires 

Suite  de  la  Table  pour  la  réfoluiion  de  tous  les  cas  pojjthleî 
^'*        dans  un  Triangle  fpkérique  A  B  C  ^  reSangle  en  A» 


Ce  qae  Ton  cherche  ^  doit  avoir  moins  de  ^o^*. 


Si  B  a  moins  de  ^o*. 

Si  B  C  &  B  font  de  même  crpecc. 

Si  BC  Se  B  font  de  même  efpece. 


Si  C  a  moins  de  50**, 

Si  B  Ç  &  C  font  de  même  t&cct. 

Si  B  C  2(  C  font  de  même  e^ece. 


Si  C  a  moins  de  po®. 

Si  AC  &  C  font  de  même  efpcce. 

Si  AC  a  moins  de  ^q*. 


Ce  cas  eft  douteux. 
Ce  cas  eft  douteux. 
Ce  cas  eft  douteux. 


Si  B  C  &  A  C  font  de  même  efpecç. 

Si  AC  a  moins  de  po*. 

Si  A  C  &  B  C  font  de  même  efpcce. 


Ce  cas  eft  douteux. 
Ce  cas  eft  douteux. 
Ce  cas  eft  douteux. 


Si  B  a  moins  de  50®. 

Si  A  B  &  B  font  de  même  efpece. 

SiAB  amoinsde^o*. 


Si  A  B  &  A  C  font  de  même  efpcce. 
Si  A  C  a  moins  de  ^o*>. 
Si  AB  a  moins  de  90®. 


Si  B  C  &  A  B  font  de  même  cfpecQ. 
Si  BC  &  AB  font  de  même  cfpece* 
Si  A  6  a  moins  de  5,0^». 


i«     Si  C  a  moins  de  po*^ 
Si  B  a  moins  de  90?. 
'     Si  B&Cfont  de  même  eQ>ccew 
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Tour  en  faciliter  rintelligcnce ,  foit  rhypothénufe  BC  de  8i«  13'. 
&  Tangle  B  de  57°  19' ;  on  demande  le  côté  A  C  oppofé  à  cet  angle  6* 


nà 


Vous  voyez  que  pour  réfoudre  ce  cas*là ,  il  faut  faire  la  première    I  iy« 
proportion  de  la  Table  ,  &  dire  • .  J .  •  puifque  KiJitiBC:  :Jin  6  ; 
^AC,on  a  donc 

Logjzn  BC  de  81*  ij' 9»99^^77- 

Log  fin  B     de  57*  19' ^,781^30. 

"         '^^"'^  '  '  ______^ 

Sonyne ^9»ni%o'j. 

Log  du  Rayon  • 10. 

Rcftc ^j777507- 

Donc  AC  cft  de  %é^  48' ,  ou  de  143»  ii'  qui  eneft  le  fupplément: 
nais  pour  fe  décider  fur  le  choix  de  la  valeur  convenable,  il  faut 
fc  rappeller  que.  le  côté  A  C  doit  être  de  la  même  efpece  que,  Tan- 
glc  B  qui  lui  eft  oppofé  (6oj^).  Au  relie ,  pour  rappeller  au  Calcula- 
teur les  conditions  d*oii  dépend  le  réfultat  qu'il  cnerche  y  on  les  a 
inférées  dans  la  dernière  colonne  de  la  Table. 

^13.  Si  en  fuppofant  la  même  hypothénufe  B  C ,  &  le  même  angfe 
B,  on  eût  dchiandé  le  côté  adjacent  A  B,  il  eut  été  facile  de  chercher 
d'abord  le  côté  A  C  comme  ci-dçffus ,  &  d'appliquer  cnfuite  la  pro- 
portion   ,,  . 

tang  B  ;  tang  A  C  :  :  R  ifin  A  B. 

I  Mais  ce  procédé  eût  introduit  deux  analogies  dans  un  calcul  qui ^pent 
être  terminé  par  une  feule.  Car  dans  le  triangle  complémentaire  C  D  E  , 
'«n  a . .  R  :^«  DE  :  :  tang  D  :  w«^ CE;  donc  en  tranfportant  cette  pror 
portion  dans  le  triangle  ABC,  elle  deviendra  .  » .  R  :  cofh  :  :  cot 
AB  ;  ^or  B  C  4  ou  fi  Ton  aime  mieux,  . 

R  :  cofE  i  tang  B  C  :  tang  AB. 

On  aura  donc  la  valeur  de  A  B  par  Logarithmes ,  en  diiànt  •••4 

Logco/B  .  .  ♦  .  37»  ip'==    ^,900^1^ 
Logr<i;i^BC.  .  .  81    13  =  10,811041 

Logw«^AB,  ,,,,.,  =5=  10,711571 

Ce  dernier  Logarithme  répond  à  79",  ouà  loi»:  mais  comme  BC 
^Bfont  de  même  efpece,  il  faut  s'arrêter  à  la  première  valeur,  te 
côté  A  B  eft  donc  de  79*,  ou  plutôt  en  calculant  julqu'aux  fécondes ,  i! 
eftdc7p*o'  20".' 

Enfin  pour  trouver  l'angle  C,  on  fe  fôr  (crvî  du  triangle  CDE, 
dans  lequel  on  a  •  . ,  .  «yî/z  CE  ;  R  :  :  tang  DE  :  tang  C  \  d'où  on  tire 
parlafubftitution, 

co/BC:  R  :  :  cotB  :  tangC. 
ou.  ..R  :  cofBC  :  :  tangB  :  cot  C. 

On  a  donc  la  valeur  de  Tangte  C  par  logarithmes ,  en  £iifant 


I 
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**^  logro/BC....Sî«  ïj' 8=  ^.i«5Sî4 

logco^    C .  .  .  =  9.o6s9^S 

te  qui  donne  8}0  >t',  &  non  ^é»  $8' ,  puifquc  BC  &  B  lonc  fc.j 

même  cfpccc.  1  .     •  ^  «  1^    -ux 

éi4.  Si  an  lieu  de  connoître  l'hypothénufc ,  on  «it  connu  le  co« 
adiaccnt  A  B  ,  avec  le  ftiértc  aflgtc  S ,  &  que  l'on  eut  chçrché  le  cocc 
cppofé  A C,  il  eût  fallu  alors  employer  la  proportion  fuivantc  : 
R  ifin'ABiitangBitangAC 

«n donne  .  .  .  .  Logfiti  AB  .  .  79""      ==  9-99^9^1 
■  Loi tangB.  .  .  37-^5^'  ==  M»»»^^ 

LogtangAC =  ^.87404» 

troà  on  eût  conclu  que  la  valeur  de  A  eft  de  36»  4»'*  comme  ntm 

Tavons  déta  trouvé.  ^  '     ^         ^        r  ^  -.^«- 

é%s*  Cherchons  maintenant  rhypothénufe  B  C  ,  en  fiçpofant  conr 

juies  tes  deux  mêmes  quantités  AË  &  B, 


ilonc..,R  :>  DE  :  itangD  :  tartg  CE. -y  Se  c^  fubftituint,  on  trouve- 
KicofB:  icotABicofBC  \ 

Log  cofB    •  .  .  37*  19'  =  9*900S%9*  J 

Lo^cotAB  •  .  .  7^*        ~  ^:}3Mlh  * 

logco^BC »  ^.lé^iSi. 

I>oncBCcftdc8i<»  13',  puifquc  B  &  AB  font  de  même  cfoccc. 

Pour  avoir  la  valeur  de  Tanglc  C ,  dans  la  même  ruppolition,  oê 
aura  recours  à  Tautrc  triangle  complémentaire   BFG,  dans  lequel 
fl  ;'/a  BF  :  :  J^«  B  :  PG ,  ce  qui  donne  ,  en  fubftîtuant  , 
K:cofAB:iJinB':cofC 

Logco/AB  .  .  .  7^«'  "=  9.z%os99. 
LogfinB...  .  Î7« ï^'=  ^78af3;o. 

logcc/C ..=  9.01^311^ 

,ranglc  Ç  eft  doue  de  83"  ti' ,  ou  fi. on  veut  pouffer  rcxaAîtudcjaf- 
qu'aux  fecondes,'de 83*»  1 1 '  3^".  Cette  petite  différence  vient  dccc 
^jne  le  côté  A  B  eft  fiippofé  ici  de  7î%  a»  1»^  V^  ^^  ^"^^^  *i* 
xrottvé  79®  o' xo"  pour  fa -valeur. 

été.  Apres  avoir  déterminé ,  dans  deux  cas  différents ,  ks  trois  par- 
ties inconnues  du  triai^le  redauglc  AB  C  ,  U  0OUS  refle  à  cxamincf 
ks  cas  oii  cette  détermination  eft  unpofEbie.  r*  r-  -i 

Et  d'abord ,  fi  on  fuppofe  connus  k  côté  A  B  &  Tanglc  oppole  C ,  il 


na 
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A  clair  que  Ton  ne  peut  connoître  de  quelle  efpccc  çft  lliypodiénulê  : 

car  alors  la  première  proportion  donne  ZIQb 

Mais  ce  dernier  finus  appartenant  îndiiFéremment  à  une  hypoth^nufe 
IDoindre  que  ^o^,  ou  à  Ion  fupplément  y  il  faudrolt  favoir  de  ouelle  e^ 
pece  Coot  les  deux  angles  obliques ,  pour  fe  déticrmincr  dans  le  choix. 
rattte  de  cette  connoifTance ,  le  cas  eft  douteux;  auffi  eft-il  marqué 
^otnme  tel ,  dans  la  quatrième  colonne  de  la  Table. 

On  éprouve  le  même  embarras,  quand  il  s*a^t  de  trouver  la  valeur 
du  côté  A  C ,  les  mêmes  chofçs  étant  données,  EncfFet  »  par  la  féconde 
propomon  f^i»^  on  a 

tang  :  C  :  tang AB  :  :  R  :^«  ACj 

mais  rien  n'indique,  dans  ce  cas-là,  de  quelle  efpece  eft  le  côt^  A  C* 
Même  difficulté  pour  Tangle  B  ^  dont  la  valeur  fe  déduit  de  la  pre« 
miere  proportion  (6iz),  appliquée  d'abord  au  triangle  BFQ  ,  4C 
tranfportée  enfuîte  au  triangle  ABC, 
.    d:  on  ;i,^9,ns  le  triangle  BFG,/ 

JinB^  zKiifinlGiJinBi 

ce  qui  donne,  dans  !c  triangle  ABC  « 

cofAB  :  R  :  :  cùfC  ifinB, 

lans  que  l  on  puîffc  favoir  de  quelle  cfpecc  eft  Tangle  B, 
i^'  Voiià  donc  un  premier  cas  dont  les  variétés  oftrcnt  trois  (blutions 
;imbiguës.  Un  autre  cas  parfaitement  femWable  ,  celui  ou  Ton  fuppofc 
connus  le  côté  A  C  &  Tangle  oppofi  B ,  en  offre  trois  autres.  En  géné- 
ral, toutes  les  fois  que  dans  un  triangle  fphérique  reébnglc  on  ne 
connqîtra  au*un  dçs  angles  obliques,  &  le  côté  qui  lui  eft  oppofé^ 
la  '  Valeur  des  trois  autres  parties  ne  pourra  être  déterminée. 

'Sij.  Il  y  a  donc  fit  fofutîons  imparfaites ,  parmi  les  trente  Pro* 
blêmes  qu'offre  à  réfoudre  touf  triangle  (pfaériqoe  redangle.  Au  rcftc,  on 
pmirroît  réduire  à  Cthc  ces  arente  queftions,  en  fupprimanc celles  qui  font 
abfôlument  femblables  :  mais  on  eft  bien  aife  de  trouver  dans  une 
Table ,  la  proportion  dont  on  a  befoin ,  fans  qu'il  y  ait  aucun  chan-* . 
Sèment  à  fl^,  Plffons  m^i{ltt^jwç  à  U  réfotwon  dés  uiançlcs  obli- 

Réfoluthn  des  Triangles  fphériques  obliquangîcu 

4%2*  Elle  eft  fufceptiblc  d'autant  de  variétés,  qu'il  y  a  de  combi^ 
Wfons  différentes  entre  les  fix  panies  d'un  triangle ,  prifes  quatre  k 
quatre.  Or  il  y  a  quinze  de  ces  combinaifons  r3i3),  &  chacune  % 
J^QÎs  cas  différents,  U  y  a  donc  45  problèmes  à  réfoudxe ,  pour  les  rrian* 
gles  obliquangies.  Mais  comme  la  réfolution  des  uns  cntraîaç  foUTÇQI 
ikÇUç  4çs  patres ,  on  les  a  réduits  mi  dooïç  fiâv^kUts* 


Stttt 


'3?4  LTçGÎTS   ÉléMENTÂxUE^ 

Hao.  PROBLEME    L  ^ 

^£^.  Dans  an  triangle  fpkérîqae  o&liqnangle  ABC,  ccant  donna 
dlcitz  angles,  B  .&  A  »  &  le  cote  oppofé  à  Tangle  A ,  trouver  le  cât| 
AC  oppofé  à  l'autre  angle» 

^  A  s=r  ^1»  15'.  "1  co.  Log//«  A    tro.05^44f« 

/  B  s=8£    3^.  >      LogyînB    =^.^^^3^3; 

t  BC=  j9    40.  Faites  la  propor.  i      LogymBCzip.^^iÇo^i. 

fiiAijinBi'.JznBCi^nAC.  togjin  AC=:  s^^^Sy  y 

Le  calcul  donnera 77®  5',  ou  loi*»  55',  fans  que  Ton  puiffe  fcàéd^ 
der  entre  ces  deux  réfultats ,  à  moins  que  Ton  ne  fâche  d'ailleurs  do 
qwjlç  ç(pcçe  doit  être  le  côté  cherché. 

I  L 

^50.  Etant  donnés  deux  angles  A  &  B ,  avec  le  côté  BC  oppoflf  ï 
l'angle  A  ,  trouver  le  troifieme  angle. 
Il  1 5**       Abaiffez  un  arc  perpendiculaire  CD,  &  vous  aurex  dans  le  trîaiM^ 
BCD(6io) 
^  R  :  cofEC  :  :  tang  B  :  cat  B  CD. 

111(5.  P^s  C^iéj;  cofBicofA    :  ifinBCDifm  ACD. 

Ajoutant  donc  œs  deuxanglçs ,  ou  fbuftrayant  Tun  de  Tautre  j  fuÎTaar 
jçue  les  angles  donnés  A  &  B  font  de  même  ou  de  différente  efpecc.  Tout 
aurez  Tangje  cherché  C.  t 

Soit  A  =  ^iM5'.  .  .  B  =  8i<»  3^'  ..  .  B  C  ss:  5P<»  40',  &  YOUI 

aurez 


LogcafBC    =  5-703317. 
JLog  tang  B    =  r  0.8864^7. 


LozcotBCD  =10.^89784. 
L'angle  B  CD  eftdooc  de 
i4»i5'r^o8> 


ro  Log  cof  B  =0.89 0099. 
Logco/A  =9.^79814. 
LogT?»  BCD  =9.39^150. 

LogySk  ACD  ::r 9.9^073. 


L'aDglef  ACD  cft  donc  de  67*^.  39',  ou  dp  ii**ii'5  ce  qui  donne 
8;t*4',  où  lié'*  46',  pour  Tangle  cherché  ABC,  fans  qu'il  y  ait 
moyen  de  déterminer  par  les  quantités  connues  la  valeur  qui  doit  ctie 

^        *  lir. 

,  6}U  Etant  donnés  deux  angles  A&B  avec  le  côté  oppoff  BC, 
comme  dans  le  problème  précédent,  trouver  le  côté  AB  compns 
.fgatjçe  ces  deux  aiigles. 

^,  L'arc  perpendiculaire  CD  forme  deux  triangles  rectangles  ACD 
^  DCB,  dont  le  dernier  donne  (6^7) 
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K'.cofB::  tang BC  :  tangBD.  Hjt*. 

D'ailleurs  on  a  (61$)  tang  A  :  tangB  :  iJinBD  :Jln  AD.  ^ 

>    On  aura  donc  AB==Ab±DB,  fcion  qup  les  angles  donnés    ulj". 
•feront  de  même  ou  de  différente  effecd. 


.    I^g^o/B      =    ^.T  05501. 

log  tangBD  :=:    9.1^16^6. 
BD  cft  donc  de  ii®  iç' 


co  Log  r/w^  A  =  -  1.75^1^5. 
Logr^n^B  =  10*1854^7* 
Logyî«  BD  =     5.^31478, 

Log72«AD=     5.^5  J1I4. 


Le  côté  A  D  eft  donc  de  ^40  25',  ou  de  i  ly»  3,5' j  &  comme  da» 
cet*  exemple ,  les  angles  A&  B  font  de  même  e/pece ,  il  faut  ajouter 
les  deux  fegments  BD  &  AD;  par  conféquent  le  côté  AB  doit  être 
«c;^»  jo',  ou  de  ix8\ 


I  V. 


^11.  Etant  donnés  deux  angles  A  &  C,  ayec  le  côté  ftir  lequel  cas 
angles  font  formés,  trouver  k  troifîeme  angle  B. 

On  a  d'abord  (€%o)  .  .  .  Kzcof  AC::  tang  A  :  cot  ACD, 
On  a   cnfuite    (616)  .  .  .  fin  A  CD: fin  B  CD:  :  co/ A:  cofB. 

X'angle  B  C  D  fe  troure  en  fouftrayant  A  C  D  de  A  C  B  ,  lorfque  l'arc 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  du  triangle  :  mais  toutes  les  ibis  que 
*  cet  arc  tombe  en  dehors  ,  il  faut  fouftraire  Tanglc  AC  B  de  Tangue 
ACD,  pour  avoir  BCD. 

V. 

^33. Etant  donnés,  comme ci-deflus ,  les  deux  angles  A  &  C.avcc 
le  côté  compris  A  C,  trouver  Tun  des  deux  autres  côtés ,  BC  par 
exemple, 

R  :  cofAC  :  :  w«^  A  :^o^  ACD. 
(6i^)cofBCD:cofACD::tangAC:tangBC. 

VI. 

^34.  On  fuppofe  connus  deux  côtés  quelconques ,  AC&  BCpar   x20} 
exemple ,  avec  un  des  angles  oppofés  à  ces  côtés ,  tel  que  l'angle  A , 
trouver  l'angle  B  oppofé  a  l'autre  côté. 

Ce  problème  fe  réfout  par  la  proporrion  fi  connue  •  •  •  • 

fin  BC  :fin  AC  :  :fin  A  :fin  B. 

Et  (i  on  donne  aux  côtés  connus  &  à  l'angle  A  ,  les  mêmes  valeurs 
que  ci-deJÛTus  ',  on  trouvera  celle  de  l'angle  B^.par  le  calcul  fuivant| 
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<  fIG.  co  Logfin  BC  . .  »  $9^  40'  =s  OtO^j^jS» 

Logjin  AC.  .  é  77       f    =  p.^SSS^^é 
Logy?rt  A  ».,.^i     15   =  9*9435îj. 

Logjin  B *•••=&?  ^455^3^1.  1 

L'aagte  B  eft  donc  de  8i<»  36'  ^  comme  nous  Tavons  fttppofé  j  6u  « 
57<>  ^4'  comme  nous  aurions  pu  le  fuppofer  auHî. 

Ce  problème  rentre  évidemment  dans  le  prèiniery  ils  ne  diffireot 
entre  eux  que  par  une  inverfion  de  termes,  dans  la  proportion  qailci 
téCaat  i*un  &  l'autre. 

VIL 

^3C.Lcs  mêmes  chofes  étant  données,  on  demande  le  ttoificmi 

xry.côtéÂB 

R  :  cofA  :  :  tang  AC  :  tang  A  D. 
*  cof AC  i  cofBC  2  :  cof AD  t  cofBD. 

Par  la  première  de  ces  deux  proportions  on  connott  AD  >  par  k 
féconde  on  connoît  B  D:  ainfi  on  aura  A6  3=s  AD^iz^^*  udTaaC 
la  pofîtion  de  Tare  perpendiculaire. 
loS  ^^  ^^  ^^  rapporté  au  triangle  fupplémentaire  les  quantités  conifod 
dans  le  triangle  ABC»  on  eut  eu  amplement  à  réfoudre  ce  proU&ne 
(619)  . ,.  Connoître  le  troifîeme  angle,  quand  on  connoît  les  dcuxaih  | 
crçs  &  un  des  côtés  qui  leur  font  oppofés.  Car  ce  problème  une  ibii 
réjfolu  ,  on  eut  trouvé  la  Valeur  du  c6té  cherché  A  fi  »  en  prenant  k 
fupplément  de  ce  troifieme  angle. 

V  1  I  L 

6^é.  Dans  la  même  hypothèfe»  trouver  Tangle  C,  compris  entra 
'^^y  les  deux  côtésconnnsAC&BC. 

&•  R  s  cof  AC  :  :  tang  A  :  cot  ACD. 

1 1 6.  tangue  î  tdng  AC  :  :  cof  ACD  :  cofB  C  D  5 

d*ou  Ton  tire  A  C  B  =3  Ad  b  ±  BCD ,  fuîvant  que  les  côtés  A  C  & 
B  C  font  de  même  ou  de  différente  cfpece. 

Le  triangle  fupplémentaire  eft  également  propre  à  réfoudre  ce  pro-  1 
Ueme,  en  le  rappellaot  au  troiâeme«  1 

IX.  ' 

é^j.  ïtant  donnés  deux  côtés  AC  &  AB,  avec  l'angle  A  conçrif 
entre  ces  côtés ,  trouver .  l'autre  côté  B  C. 

R  :  cof  A  :  :  tang  A  C  :  tang  AD, 
cofAPico/BDiico/ACicofBC* 
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X.  ^ 

S 3  8.  Les  mêmes  chofes  étant  connues  ^  trcwver  l'an  des  deux  autics 
toglcs ,  Tanglc  B  ,  par  exemple. 

K:  cof  A::  tangACitang  liD. 
JinBDiJînAD :  :  tangA :  tang B. 

X  I. 

«   • 

^)9.  Si  les  trois  cotés  font  connus,  comment  trouver  un  des  trois 
angles.  A»  par  exemple? On  fait  (ei^)  ^uc  ^^^^ 

AB  ACh-BC  AC-BC  ad— DB 

'  tang :  tang :  :  tang :  tang ^^ 

a  a  X  a         • 

Cette  première  proportion  fera  conooitce  le  fegment  AD,  &  la  prqe> 
portion  <^ui  fuît,  donnera  l'angle  A; 

Ung  AC :  lang  AD:  :  R  :  c^/A. 

Reprenant  donc  les  mêmes  valeurs  que  ci-devant ,  on  aura  x^  ; 

€QLo^tang\  (Ali) jS»»  1.5'  =    a.ioo<»9&- 

Lo%tang\(AC'^hC)  ..  6%  ai^=s  10.401838* 
Logrtf/ig'KAC— BC;..    8411=    y.i8yi74- 

LogAï«^|fAD— DB; s=    ^.^87704* 

ta  dcmi-difRrence  des  deox  fcgmems  eft  donc  de  i5*  59'  qui  étant 
o^utés  à  la  demi-bafe^  1%^  %%'  donnent  ^4®  14'  pour  le  plus  grand 
(egment  AD.  Cela  polé ,  on  aura  a®. 

co.  Log  tang  AC . . .  77^  5'  =  -  î. 3 ^0474. 
Log  r^ff^  AD  ..  .^4  14  =  10.3 1^5 5 tf. 
LogR  .  .  .  .  , =10. 


Logco/A :=s    ^.^80030. 

Ce  Logarithme  répond  à  tf  !•  l4^  L*angle  A  eft  donc  de  61»  14',  Nous 
avons  pourtant  fuppofé  ailleurs  (619)  qu'il  étoit  de  ^i®  15'.  D*ou  peut 
donc  provenir  cette  petite  différence  ? 

Elle  provient  des' quantités  négligées  dans  l'évaluation  des  loga« 
rithmes  :  car  fi  on  eut  calculé  jufqu'aux  (ccondes ,  on  eût  trouvé  pour 
la  dcmi-difFércnce  des  fegmenrs,  ij®  58' 30",  qui  étant  ajoutés  à 

Î;8»i5',  eu/Tent  donné  pour  la  valeur  de  AD,  ^4^ ^3'  30"..  Or  le 
ogarithme  de  tang  61^^  13'  30"  eft  10:519)94  «  lequel  fubftitué  k 
^o-î'^jy^  *  donne  pour  réfultat9.^798^8,  quirépond  à  6  !•  *  j'. 

^40.  Ce  dernier  problème  peut  (e  refondre  par  une  feule  proportion, 
que  Ton  trouve  démontrée  dans  plufieurs  Traités  de  Trigononitric  ,  & 
dont  il  eft  facile  de  calculer  les  termes  par  logarithmes*  Nous  ne  faons 
que  l'énoncer. 
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X^  Le  produit  des  finus  des  côtés  AB  &  A  C  qui  comprennent  l'angU 
cherché  A ,  efl  au  produit  (ks  (înus  de  ce  qui  refte  de  la  demi-foiBiii^ 
des  trois  côtés,  quand  on  en  a  fouftrait  Uparément  cof»  mêmes  côiés 
AB  &  A  C ,  comme  le  quatre  du  rayon  »  eft  au  quarré  du  finus  âc  la 
moitié  de  Tanglc  cherche. 

X  i  I. 

t^I  ^^^  *  ^^^Q^<^^^s  ^^  ^^^^  angles ,  trouver  un  côté,  A  C,  parezemple» 
"^      *    .  Ce  problême,  ré  folu  par  le  triangle  Tupplémentaire,  ne  différeroit  pas 

Aï  problème  précédent  :  mais  on  peut  aufii  le  réfoudre  par  les  deux  pro* 
*  ^     '    ponions  fuivantes^  en  fiqppofant  que  l'arc  C  F  coupe  en  deux  parties 

^esTangle  ACB. 

cet  j  (  A+H )  :  tang KB-^A)  :  :  tangi  C  i  tangl^CZ. 
tangA  :  cot  AC  D  :  î  R  z  cofAC. 

la  première  donne  la  valeur  de  l'angle  OC£,  qui  étant  ajouté  ï  ' 
Tangle  A  C£  fera  connoître  l'angle  ACfD  :  or  celui-ci  une- fois  connu» 
cm  trouve  bien  vîte  le  côté  chercné  A  C  par  la  féconde  proportion. 

Soit  donc  A  ==  61*  »5'  .  .   .  B=:8i<»3^'  .  ♦  .  C=8i*4'> 
nous  aurons. 

cotùgcot  {(A^B)  .  ,  y\^    o'  50"  =  0.4884)9. 
l.o^tangj(B  —  A)  .  .  10     3î    30    =  9.171819. 

Logr^^^^C 41      X  =5  9;93££^- 

LogtangDCE ««..£=  9.^99941. 

Aînfi  l'angle  formé  par  Tare  perpendiculaire  &  par  celui  qui  coupe 
Tangle  C  eh  deux  parties  égales ,  doit  être  dans  ce  cas,  de  i6*  3^'  j^'- 
Ajoutant  donc  cette  valeur  à  la  moitié  de  l'angle  C  ^  on  aura  67*  3 S' 
S9"  pour  la  valeur  de  l'angle  A  C  D;  &  la  féconde  proportion  donneca 

cohog  tangA  .  •  .  ^i*»  ij'.  =:- 1.75^*^9. 
Log  cot  ACD.^7<>  38' 59"  =  9.^1400^. 
LogR =:     10. 

Logco/AC =3    9.35027^. 

Le  côté  A  Ç  fera  donc  de  77*»  3  '  18". 

Nous  l'avions  déjà  trouvé  de  77*»  5'  dans  la  réfolution  du  prcitucr 
problème,  mais  cette  différence  ne  provient  que  des  quantités  négligées 
dans  l'évaluation  des  logarithmes. 

^41.  A  cette  double  {blution  on  pourroit  en  ajouter  une  tcoifieait» 
-déduite  de  la  proportion  fuivante. 

Le  produit  des  finus  des  angles  A  &  C  eft  an  produit  des  cofin» 
des  deux  refies  que  Ton  trouve  après  avoir  fbuflrait  féparément  cha- 
cun de  ces  deux  angles^  de  la  demi-fomme  des  trois  angles ,  comme k 
quarré  du  rayon  cil  au  quarié  du  cofinus  du  demi-côté  AC. 
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I4.3  *  Et  cette  proportion  peut  également  s'appliquer  aux  trkiirics  rec-  ÎÎQ4 
toligncs  ,  parce  qu'en  fuppofant  les  çrianglcs  iphénques  bien  petm,  leurs 
côtes  font  dé^  arcs  infenubles  que  Ton  peut  f  eeardet  comme  des  fii^us 
ou  des  tangentes  des  angles  oppoCs.  Telle  eft  donc  Tattalogie  de  la  Tri- 
gonométrie {phériquc  aVcc  la  Trigonométrie  feâiligne  j  que  la  plupart 
des  formules  delà  première  peuvent  être  appliquées  à  la  fecOnde,  pat 
^  une  fîmple  fubftitutibn  des  côtés,  aux  Cnus  ou  aut  tangçhtcs  de  ceî 
taêmcs  côtés. 

Vous  obfcrvercz  cependant  que  les  formules  oii  il  entte  des  cofîr 
tous  &  des  éOtangêntcs,  lie  font  pal  fufccptibks  de  cette  application  J 
&  Vous  favez  bien  pourquoi. 
644.  La  théorie  que  nous  venons  d*dtpo(et,  embraiTe  gédérale-» 


Icf 

pas  réduits  au  degré  *de  (implicite  que  l'on  pour-*. 

toit  défirer>  plufieurs  G^mètres  ont  ti^availlé  luccefllv.ement  à  cette 

rif(ia<aion. 

Ncppcr,  que  l'iiuVentioti  des  logarithme^  a  tendu  fi  célcbfe,  n'a 

f>asété  le  moins  heureux  dàn^  cette  recherché.  Ôeux  feules  proportions 
là  fuffifoient  pouf  réfoudre  prefque  tous  les  problèmes  de  trigQnomé->' 
trie  fphérique.  On  peut  voir  l'énoncé  de  ces  proposions  dans  ion  Ou- 
vrage :  il  y  a  cependant  une  mninfïlcité  àc  parties  adjaàentes  ^  &  dô 
parties  Jépàréei  y  qui  jointes  à  ce  qu'il  appelle  îa  partie  rhoyénne,  en- 
tfaîneôt  quelque  confufion. 

D'autres  Géomètres  oiit  réduit  toUtft  éeCtè  «héorîé  à  des  formule* 
Rarement  analytiques  ;  mais  quaod  même  on  donneroit  la  préférence 
a  ces  méthodes^  on  àuroit  bien  de  là  peine  à  fé  paflér  eintiéréfiieht  dô 
celle  des  anciens  €éomcereS)  à  caufe  de  la  clarté  qu*y  répandent  leil 
%arcs  dont  on  fe  fen* 


Quelques  appUcattom  de  ù  trigonométrie  fphmiuê*    y 

Si^.  Etant  donnée  la  di^clinaifon  d'ùh  âftré^  trouver  ton  aînplitttdtf 
^  fon  arc  diurne  pour  Ito  lieu  dont  la  laiitude  éft  coanuet 

La  folution  de  ce  problème  fuppofe  quelques  notions  d'Af^roÂomie  : 
aiûfi  tout  Leéteur  qm  n*aura  pas  déjà  ces  liotiôns ,  peut  pafler  aU'  Cha« 
pkrc  fuivant.  ! 

Soit  HZ  G.  la  moitié  d^  Mérîdicik  du  lieu  propolc . ,  ^  HA  0  la  tnoîtié   J  23* 

de  fon  Horizon EAQ  la  moitié    de   l'Equateur  .,'.;<•  Z    Ui: 

Zénith  »  . .  P  le  Pôle  Boréal  * .  i  A  le  vrai  point  d'Eft ...  M  N  pu 
ÎC  la  déclinaifon  de  l'aftre  dont  il  s'agit.. .  C  M  c  une  partie  du 

tarallcle  que  cet  ^afttc  4^it  paifcourit  *  ^  ^  PMN,.un  quatt^dcderclç 
orairc.  ''   .     >  . .  ^  .  .     ^  .     .    . 

Cela  pofê,,  on  aura  l'arc  A  M  pour  l'ârriplitude  ort|ye ,  l*arc  Kf  Ç  ôi^ 
Ni  pour  r^rc  femi-diurhCj'^'OA'tOiînwtfa  dans  le  triangle  ttA^m^ 
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W6.    gfc  A  lA  N ,  le  côté  M  N ,  l'anele  N  &  l'angle  oMiqiip^  M  A  N«  qû 
eft  le  cotnplémcnt  de  la  Uticude  donnée. 
Ainfi  pour  connoître  AM  on  fera  la  proportion  fuîvame. 

fm  MAN  îjîirMN  ::K  :Jm  AMj 

&  pour  avoir  A  N ,  on  fera  cette  autre  proportion. 

tang  M  AN  :  tang  MN  :  :  R  : >?«  AN. 

Appellam  donc  la  latitude  L  &  la  décUnaifon  D  «  oa  aura« 

fmAhL^^..JnM^^       ^^^  ^  ^=  tang  D  tang  h. 
cafL  tang(^o'*'-'L)  "  * 

Ce  qui  donnera  pour  TampHoide  cherchée  deux  folutîons,  dont  la  plus 
petite  fera  la  feule  convenable.  On  aura  aufll  la  valeur  de  AN,  qui 
étant  convertie  en  temps,  à  raîfon  de  i^^  par  heure,  fera  connoître 
ce  qu'il  faut  ajouter  au  quart.  A  E  de  Téquateur ,  c'cft-à-dire ,  à  fix 
Heures ,  pour  avoir  la  moitié  du  temps  que  cet  sAre  doit  pafTer  fur 
rhorizon. 
J22.  Si  par  hazard  on  demandoit  l'arc  femi-diurne  d*an  aftre  dont  la 
déciînaifon  fut  auftrale  ^  il  faudroit  alors  fouftraire  AN  de  A£,  après 
les  avoir  réduits  en  temps. 

E  X  E  M  P  L  E    I. 

La  laticude.de  Paris  «fl:  de  48^»  50V  &  on  demande  quel  doit  ccre, 
par  rafrportà  cette  ville,  l'arc  fenû-diurne  d'une  étoile  placée  à  iS*" 
de  déclinaifon  auftrale  ? 

•    togtangD    .....     lyo     =  ^.66%67^. 

logtangL.     ;    •     .     «     .     48  f 0=10.0  f  8 1^7.  l 

Logy&iAN     •     .     • 5^  ^.yié^^o. 

Ce  qui  donne- 51»  i^f'  40*'  pour  l'arc  AN.  Cet  arc  réduit  entempf 
vaut  x^  %^  55",  qu'il  fiiut  (iuftrairc  de  ûx  heuoes,  pour  avoir  l'arc 
fêmi-diurne^  3  ^  f  i'  5">  J'^on  condud  qu'une  étoile  placée  à  15' 
de  déclinaifon  auftrale ,  refte  fur  l'horizon  de  Paris  pendant  7  ^  4^' 
.  .  t  ïo''.Ontrouvci:oit  que  fon  amplitude  eft  de  3^0  5^' 36",  vers  le  pôle 
atotaréHque.    *;  • 

'      '  EX  E  M  P  L  E    II. 

Quel  eft  le  fiiis  long  jour  de  l'année  pour  Thorifon  de  Paris,  &  com- 
bien ce  joiv  (W-*^  ?  ie  plus  long  jour  cft  évidenunent  celui  oii  le 
Soleil  parcourt  le  Tropique  du  Cancer ,  &  comme  alors  fa  décK»^. 
crtdc  13^18^  io"j  bnâ -•  . 
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t6g^À/i|^D     .     \     .     13»  18' 10"  =-5     ^.^37?î^.  ^^ 

'l.ogtangL     •     «     *     48     p  =5  lo.058^87. 

Logyî«AH     ..*•.,      »     =     9*6^6013. 

Ce  dernier  logarithme  répond  dani  les  TaHcs  à  i^*»  46'  37"  5  ce  qui 
Élit  1  ^  $9'  6'^.  Donc  l'arc  femi-diurne  du  Solftice  d'Été  cft  de  7  **  j^' 
f";  &  pat  cônféquent  le  plus  long  jour  de  l'année  pour  l'horizon  de 
Paris  feroit  de  ij  **  ç8'  ix",  fi  la  réfraûion  n'iafluoit  pas  dans  ù, 
dutée.  De  quelle  quantité  y  influe<^le  ?  ceft  ce  que  nous  allons  exa« 
miner  dans  Texemplc  fuivant» 

Ë  X  E  M  P  I  E    1  I  L 

On  Tait  que  la  réfraâion  fait  parôître  à  l'horizon  tous  les  aftres  qUt 
font  réellement  31'  to"' au-deflbus,  en  comptant  ces  3*1'  zo"  fur  un 
VerticaL  Le  Soleil  paroît  donc  fe  lever ,  avant  qu'il  ait  atteint  l'horii^ 
ïon ,  &  le  loir  on  le  voit  encore ,  quoique  déjà  au-deffous  de  ce  cer* 
cle.  Il  en  réfulte  par  conféquent  une  augmentation  quelconque  dans  h 
durée  du  jottr.  De  combien  eft-elie  t 

Soit  D  m  d  un  demi-cercle  tracé  parallèlement  à  Tborizon,  à  j>'  I2a# 
*o"  d'intervalle  :  il  eft  clair  qu'auiffitôt  que  le  Soleil  eft  parvenu  à  ce  * 

parallèle  en  m,  la  réfraé^ion  relèvera  de  31' xo"  =  mA»,  &  le  fera 
parôître  fur  l'horizon  au  point  r.  Alors  (on  amplitude  apparente  fera 
A  rc'eil-à-dirc ,  que  Ton  amplitude  vraie  fera  augmentée  de  la  quai»< 
tité  M  r,  en  vertu  de  la  réfraéHon. 

D'ailleurs,  puifquc  le  Soleil  paroit  être  à  l*horiïon,  dès  qil*îl  eft 
en  m,  l'arc  femi^iume  eft  repréfenté  par  E«;  ainfi  le  prolongement 
du  jour  eft  exprimé  par  N  «^  qu'il  s*agit  de  calculer. 

Comme  le  triangle  Mrm  eft  trcs-petit,  on  peut  le  réfoudrç  par  h 

Trigonométrie  reAilîgne ,  qui  donne  M  «f  =  .  Otcc/PMOag 

cotPO.  SinMVOr=coJL.Sînang.  Aar5doncMm=— Tï---5r 7 — 

"^  cojL.  fin  ang,  hoK 

X)n  a  d'ailleurs  la  proportion  fuivantc  5 

Mm  :  N«  :  :yî/i  PM  :  I  :  I  co/D  :  I. 

DpncN/t  =  -7^=     rp,V  ?rl* L^  »  formule  qui  fiut 

connottre  immédiatement  Teffet  de  la  réfraâion  fur  Theure  du  lever  4e 
du  coucher  d'un  aftre  quelconque ,  vu  d'une  latitude  quelconque. 

Si  nous  prenons ,  par  exemple ,  le  Soleil  dans  fe  Tropique  du  Can-    l 
ccr  à  15*  18'  10"  de  déclinaifon,  vu  à  la  latitude  de  Paris ,  &  fi  nous 
fiifons  j» r  =  3 ^'  10'!  s=i >M<>"  »  *<>»«  aurons  N  a  =  j  70 v". 

A  ai) 
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^^  R  E  M  A  R  Q  u  ï. 

Si  on  îmarine  le  petit  arc  vertical  ift  r  prolongé  jufqu*aa  2énîth  Z,  S: 
li  on  mené  le  quart  V  mn  d'un  cercle  horaire,  on  aura  un  triangle 
fthérique  2Pm,  dans  lequel  on  connoîtra  le  côté  ZP,  complément 
de  la  latitude,  le  côté  Pm,  complément  delà  déclinaifon,  &  le  côté 
2  /n  qui  eft  de  ^o<>  31'  lô"^ 

D'oti  il  fuit  qu'en  réfolvant  ce  triangle  par  le  Problème  XI ,  oit 

fourra  connoître  immédiatement  fangle  ZPm,  dont  la  mefurc  eft 
arc  femi-ditirne  £  n.  On  pourra  connoître  auffi  Tangle  PZm  donc  ta 
mefure  eft  l'arc  r  O,  complément  de  l'amplitude  apparente  A  r»  ce  qui 
mènera  à  une  folution  pluioireâe  du  problème  propofé. 

EXEMPLEIV- 

Etant  données  la  longitude  &  la  latitude  de  deux  Villes,  trouver  leur 
plus  coune  difbmct. 

Pour  la  connoître ,  il  faut  mefurer  Tare  de  grand  cercle  qui  pafle 
par  les  deux  lieux  propofés;  car  on  fait  que  fur  la  furfacc  d'une  fphére 
te  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre,  eft  Tare  de  grand  cercle 
qui  pafTe  par  ces  deux  points» 
il  2  3  •  Cela  pofé ,  foit  P  le  pôle  . . . .  E  Q  une  portion  de  t'équateur .... 
•PCQ&PBE'deux  quarts  de  cercle  qui  paient  l'un  par  le  point  C 
&f  autre  par  le  point  B,  que  je  fuppofe  être  les  points  donnés.  Soir 
enfin  B  C  l'arc  de  grand  cercle  qui  mefure  leur  diftance.  On  connoitra 
dans  le  triangle  fphérique  P  B  C ,  les  deux  côtés  P  B  &  P  C ,  complé- 
ments refpedifs  des  latitudes  données;  &  l'angle  P  dont  la  mefure  eft 
Tare  £Q>  différence  des  longitudes.  Ainfi  on  connoîtra  BC  par  le 
problème  IX. 

Soit,  par  exemple,  la  latitude  CQ  de  4S<^   jo'  10",  comme  elle 
feft  pour  Paris,  &foîtBEt=45* 
Ion.  Ces  deux  Villes  différent  en  le 
CP  B,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  j         ^ 

Si  on  fait  le  calcul ,  on  trouvera  B  C  i=s  6*  14'  1  j  ",  ce  qui  donne 
pour  la  diftance  de  Paris  à  Toulon  ,  fans  avoir  égard  à  la  finuofîté  des 
chemins  ,178  lieues  de  xooo  toifes  chacune  ,  en  fuppofant  que  le  de- 
gré moyen  du  Méridien  en  France  eft  de  570^0  toifes. 

EXEMPLE    V, 

Etant  données Tafcenfion  droite  &  la  déclinalfon  d'un  aftre,  déicr* 
«Dtner  fa  latirade  &  fa  longitude. 

Soit  P  le  pôle  de  l'équateur  ABC;  foit  N  le  pôle  de  l'écliptique 
[124.   £BD5  foit  PMQ  le  cercle  de  déclinaifon,  &  NMR  le  cercle  de  lati- 
tude qui  partent  l'un  &  Taatre  par  l'aftre  que  je  fuppofe  en  M. 
Le  problème  fc  réduit  àuottvcr  B  R  9c  M  R ,  étant  dpoaés  6  Q  l: 
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QM  :  or  dans  le  triangle  PMN,  on  conooît  PM  compl&nent  de 
MQ  ,  Tanglc  M  PN  complément  de  BQ,  &  le  côté  PN  qui  eft  égat 
à  Tobliquité  de  l'écliptique.  U  eft  donc  bien  facile  de  connoitre  le 
troîfieme  côtd  MN  qui  a  pbur  comfdément  ^a  latitude  de  Taftre-^  & 
l'ange  P  N ATqui  ^rès  avoir  fouflratt  *fO^  ,  donne  la  longitadt  cbcr«> 
chéc. 

E  X  E  M  P  LE    V  L 

• 

Connoi/Tant  la  latitude  d'un  lieu  donné  &  la  déclinaî(bn  d'un  aftre^^ 
avec  une  hauteur  de  cet  aftre,  obfervée  à  un  inftant  quelconque ,  trou-» 
ver  foh  Azimut,  fa diftance  au  Méridien,  &  Theifre  qu*il  étoit  au  mo« 
ment  de  robfervation. 

S6it  K  le  lieu  de  Taftre,  quand  on  obferve  dans  fon  parallèle  I22i 
CMc;  foit  ZKF  un  vertical,  PK  un  cercle  horaire»  On  aura  K  F 
pour  la  hauteur  obfervée,  &  ZK  pour  complément.  PK  fera  le  com- 
plément de  la  déclinaifon,  ZP  fera  le  complément  de  la  hauteur  d4 
pôle.  Ainfi  on  connoîtra  les  trois  côtés  du  triangle  Z  P  K  5  &  par  con- 
fëqucnt  on  pourra  déterminer  Tangle  KZP,  dont  le  fupplément  H  F 
fera  l'Azimut  de  l'aftre,  &  Tangle  ZPK  qui  mefure  la  diftance  de 
raftre  au  Méridien  ,  00  le  temps  qu*il  emt^oiera  à  y  parvenir,  s'il  n'y 
eft  pas  déjà  paffé.  On  aura  donc  par  ce  calcul  &  par  celui  de  Tafcenfioa 
droite  du  Soleil-,  le  temps  du  pauage  de  Taftre  par  le  Méridien  >.  &  par 
confcquent  l'heure  vraie  de  Tobfcrvatîon. 


A  a  il) 
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TRAITÉ  ANALYTIQUE 

DES  .SECTIONS  CONIQUES.      ' 


^4?.  V-/N  appelle  en  g^crai  SeBions  coniques  les  fcdlions  fiîra 
dans  un  cône  par  un  plan. 

Le  cercle ,  par  exemple ,  eft  une  fciftion  conique ,  parce  qu'en  cou- 
ine un  cône'  droit  par  un  pian  parallèle  à  fa  bafe ,  la  fedion  eft  on 
cercle. 

Le  triangle  eft  auflî  une  Scftion  conique,  puifqu'en  coupant  on 
éènèpar  leYommec,  la  fcdioneft  triangdlaîre.  *       ^ 

Mais  on  a  donné  fpccialement  le  nom  de  Sed^ionS  coniques  à  trois 
Autres  Ser^iorns  du  cône,  dont  tlous  allons  faire. connokre  l'origine  & 
•ks  propriétés  »  après  iyoir  indiqué  la  manière  de  les  traiter  analyti* 
qucmçnt. 


Notions  préliminaires  fur  Vufage  /fe  V Algèbre  dans  la 
^  de/criptiak  des  Courbes.  Z' 

JJescartis  ayant  inïagîné  d'appliquer  l'Algèbre^ à  la  Géomé- 
trie ,  on  ne  tarda  pas  à  fcntir  rutilité  dont  -<îes  fortes  d*appîicadoni 
pouvoicnc  être.  Les  Géomètres  qui  font  venus  après  lui ,  ont  tellement 
profité  de  cette  découverte ,  qu'elle  eft  devenue  à  jamais  célèbre  par  fa 
grande  fécondité.  Ses  principaux  ufagcs  cfenfiftent  dans  des  recherches 
fur  la  théorie  des  courbes,  dont  l'étude  eft  indifpcnfable- quand  on 
veut  approfondir  les  fcicnces  Phyfico-Mathématiq^es. 

é^y.  L'objet  de  cette  théorie  eft  d*exprimer  par  des  équations  jps  loîx 
fuivant  lefquclles  on  fuppofe  que  des  courbes  données  ont  été  décrites  ; 
^  réciproquement,  de  diriger  TAnalyfte,  foit  dans  'la  dçfcpption  des 
courbes  dont  il  a  les  équations ,'  foit  dans  la  recherche  des  prqpri^t^ 
4e  CCS  mêmes  courbes. 

Pour  cela,  on  rapporte  chaque  point  de  la  courbe  que  Ton  veut 
tracer,  à  deux  droites,  dont  Tune  s'appelle  la  Ligne  ou  l'jéxe  des 
ahfçijfes  ^  l'autre  la  Ligne  ou  VAxc  des  ordonnées*  Où  cherche  cûfuitc 
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le  rapport  qui  fe  rroaye  encre  les  sbCciSç^  &  les  ordonnées ,  6c  Tez*    7IG« 
premon  analytique  de  ce  rappon  donne  Téquation  de  la  courbe. 

Ccft.ainfi,  par  exemple, que w=îs  »tfx  —  xx exprimaat  le  rapport 
coulât  d*égaucé  entre  le  quarré  de  chaque  ordonnée  du  cercle  *  &  le 
redà^gle  de  fes  abfciires,  on  a  dit  C444J  que  cette  équation  apparte- 
noit  au  cercle . 

^48.  Afin  d'abréger,  on  eft  convenu  d'appeller  fon^iôn  d'une  quart'- 
thé  toute  ci^preffion  algébrique  ou  cette  quantité  entre.  Ainfi  on  dit, 
par  exemple,  que Téquatioa au  cercle  exprime  Téealit^  conftance  d*une 
fonâion  de  chaque  ordonnée  (  c*eft  Ton  quarte  j  avec  une  Êonâioa 
de  chaque  àbfcifle  correfpondànte  (  c*eft  Ton  proguit  par  le  relie  da 
diamètre).  .         : 

On  appelle  en  général  Coordonnées  les  abfcifles ,  SC  les  ordonnées 
cprrefBondames  d'une  courbe  ;  &  comme  ia  longueur  de  ces  lignes 
varie  a  chaque  inftant,  on  les  nomme  variables  ou  indéterminéts  ^ 
par  oppo^tion  aux  quantités  confiantes  ou  déterminées» 

Le  point  d'où  l'on  commencer  compter  les  abfçtfTes  «  s'appelle /o/x- 
gine  des  ahfcijfes.  On  eft  le  maître  de  la  .ru^pofcr  oii  j^on  veut ,  avant 
de  chercher  l'équation  des  coordonnas:  '  mais  fa  pofitioil  u&e'fois  dé- 
terminée ,  il  faut  la  fuppofer  tot^ours  la  même  dans  les  dérails  du  ihâmc 
calcul.  Ordinairement  on  met  Torigiae  des  abfdfles  au  fommet,  ou 
au  centre  de  la  courbe. 

Et  comme  en  partant  de  leur  origine ,  on  peut  fes  prendre  de  deux 
côtés  oppofés ,  pn  eft  convenu  de  déugncr  les  unes  par  le  iîgne  -f- ,  & 
Içs  autres  par  te  iîgne  —  ^  de  manière  qu'une  abfcii^p  eft  cenfée  pcf^ 
Jitive  ,  lorfqu'eUe  eft  fur  la  partie  de  l'axe  que  l'on  regarde  comme  po« 
fitive.  .Le  choix  de  cette  partie  eft  abfolument  arbitraire  :  mais  quand 
il  eft  une  fois  fait ,  on  doit^'y  temn 

6/^9.  Les  ordonnées  peuvent  être  perpendiculaires  ou  obliques  fur  la 
ligne  des  abfciifes ,  pourvu  quitlles  foient  parallèles  entre  elles.  Corn- 
mnnément  on  les  fuppofe  perpendiculaires,  &  on  en  diftingue  de  po* 
fuives  &  de  négatives,  fuivant  qu'elfes  font  d'un  côté  ou  de  l'autre  de* 
l'axe  <fes  abfci^s.  Quelquefois  cependant  elles  partent  d'un  point  fixe  ^ 
on  en  verra  des  exemples  dans  la  fuite. 

Cela  pofé ,  décrivons  la  courbe  qui  a  poua  équation  ^i=:  a  a  x  -^ 
X3C.  On  fait  déjà  que  c'eft  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  diame* 
trc  eft  i  d  ;  mais  quand  même  on  ne  le  fauroit  pas  ,  la  conftruâioa 
de  cette  équadoitle  feroit  bientôt  connoître. 

.  Soit  donc  déûgnéè  par  a  une  quantité  conftame  que  Je  fuppofe 
=9.5  ,  &  foirmenée  une  droite  indéfinie  BD^  fur  laquelle  je  prends  I^J* 
A  D  =  1 9  =5  2  tf ,  que  je  divife  en  dix  parties  égales  A  P ,  P  P  ôcc  Soit 
A  l'origine  des  abfcifTes^  B  D  leur  axe  j  A  D  la  direéHon  des  pofitives  j 
AB  fciradone  celle  des  négatives,  fi  la  courbe  cherchée  en  a.  Soit  me- 
née enGnte.  au  point  A  la  perpencticuiaiare. indéfinie  £  F,  que  je  preqdr 
pour  l'axe  des  ordonnées ,  &  dont  je  fuppofe  que  la  partie  pofiuve  eft 
AE.  Soit  enfin  AE=s  X  ^  &  PM  =:  y.. 

Aa  ir 
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•tiG,  li  cft  clair  par  Téquatian  même  ,y=^  V  fiàx  ^  xx)  ^  qui 
lorfque  A?  8=7  o ,  6n  a  y  ==  o  ;•  donc  la  coUrbe  a  le  point  A  de  com- 
mun avec  la  ligne  des  abfciffesi  Si  on  fait  a:  t=  i  ,  y  dcwaz  -t  5  ;  fi 
xsszx  ,  y  devient  ±  4;  enfortç  <juc  les  valeurs  corre(pondantcs  de 
9P  &  de  y  font  •.,•..•<«, 

^  =  P,ï,     »j         3*  4.      5*       ^*  7>        ^»     5*   ^^ 

^  -       Or  CCS  valeurs  dey  déterminent  la.  longueur  d'autant  d'ordonnées-, 

''  *  dont  les  extrémités  M  font  des  points'de  la  courbe  que  l*on  cherche  ;  & 

parce;  que  ces  valei^s  font  tout-tà-la  fois  pofîtives  &  nigatives ,  il  cA 

dair  qu'en  menant  du  point  A  deux  branches  égales  j  dont  l'une  paflè 

J^ix  les  points  iM  qui  font  au-delTus  de  l'axe  d^s  abfcifTcs ,  &  l^autre  par 
es  points  cQicreôi<>n(l^cs  qui  font  aa^dçffoas,  on  aura  la  courbe  ae« 
mandée. 

Quant  à  (a  description^  elle  fera  d*aurant  plus  exaâc,  que  l'on 
multipliera  davantage  les  diviiîo^s  de'^la  ligne  A  D.  C*eft  àinfi  que  Toq 

Î»eut  décrire  une!  courbe  en  ra^orbint  chacun  de  Tes  points  M  à  deux 
ignés  BD»  £F  donnéies  de  poiïtion  ;  car  (\  Ton*  achevé  le  parallèle^ 
gramme  APMN,  dont  on  connoît  les  deux  cotés  A P  oiuNM»  &* 
PMjt  l'interfeâionde  ces  deux  dernières  lignes  donnera  le  point  M 
de  la  courbe.  On  aj^peile  ee  parallélogramme^  te  parallélogramme  <Us 
'^OQrdoànéeà^         . 

Les  valeurs  de  y  croiflané  ici  de  plus  en  plus  jnCqu^à  un. certain  terme 
qui  tft  5,  &  4^croiflànt enjÇuit»  dant  le  même  capport  jufqu^à  zéro, 
on  doit  conclure  i' ,  qu*tl  y  a  une  ordonnée  PM  plus  grande  que  tou- 
tes les  autres;:  c*eJ(l  ce  que  Toiat:  apptile  ïc  Maximum  àé  l'ordonnée.  (Xa 
recherche  des  Maximum  ^  des  minimum  eft  une  des  plus  cur^fes  do 
l'ânalyfe  ;•  nous  en  donnerons  quelques  exemples  datxa  la  fuiee^\ 

On  doit  conclure  i<>^  que  la  courbe  qui  a  pour  équation  yy  ss 
'%  ax  -Tî-  a:  jp,  èft  une  cxmihc  renàrame  &  fermée.  Elle  ncs*étend  pas  au* 
delà  du  pomt  A  ;  car  alors  fès  abfoiffes  émt  négatives ,  les  valeurs  de 
y  {tioicnt imaginaires,  ce  quiindlque  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  de 
fes  branches  au-delà  de  l'origine  des  aoiciffes.  Chçrchons  maintenant 
quelques-oiaies  de  Tes  propriété. 

»  é[j6.  DU  milieu  C  de  la  ligne  AD,  Je  mené  des  droites  C  M,  5c  j'ai 
«Mitant  de  triangles  reâanglesCP  M,  dans  lefquels  €  M^  =s  PM^  -t* 
CP^  =  y*  -t-  a*  —  1  a  X  -^  «*  S  donc  puisque  y*  sa  i  a  *  —  ** , 
on  aura  toujours  C  M  =  a 'y  c'èft-à^ire  que  tous  les  points  M  fii^nt  à 
-  égak  difb^^nçç  é^  centre  C ,  propiété  dif^éHve  dç  la  cjreonfîrençe  du 
ççrcle.  . .       ^ 

D^aiHeurs  Téquation  y*  =  i  4  »  -^  Jir  r ,  donne  »  i  yxiyixa^x^ 
ou  -v>  AP  :  PM  .^  P  D  ;  donc  chaque  perpendiculaire  P  M  eft  moyenne 
proportionnelle  entrç  1<5S  deux  fe^cn^  du  diamètre  AJ>  ,  au»c  pro* 
pxicté  du  cercle;  , .  '    ■    \ 

M^naot  ^uite  une  cotdc  A  M.:i  oa  aura  AM^  ss^ajax  \  <^QC  «  ^ 
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A  Ni  :  :  AM  :  X  05  ce  qui  fait  Toir  auc  dans  la  courbe  demandée  tomes    ^^ 
les  cordes  menées  du  point  A  à  un  des  points  M  (ont  moyennes  propor* 
doncUes  entre  le  diamètre  AD  &  le  (cgment  correl^ndant  AP,  ce 
qui  convient  encore  au  cercle. 

Si  Ton  mené  la  corde  M  D  »  on  aura  A  M^  H-  MD*  =  4  0*  =  A  D^  , 
propriété  du  triangle  rcâangle.  Donc  tous  les  angles  AMD  font  droits, 
comme  ils  doivent  rêtrc  dans  le  cçrdc. 

Infcrivant  le  quadrilatère  AMD  M',  on  trouvera  de  même  que  A  M 
xM'D-f.AM'^xMD=ADxMM'  C450J.  Et  ainfi  des  autres 
propriétés. 

^51.  Soit  propofé  maintenant  de  décrire  la  courbe  dont  Téquadon 
aux  coordonnées  efty*  =  tf  x. 

On  voit  d'abord  que  cette  courbe  doit  couper  la  Hgne  des  abrdiTes 
à  leur  origine,  puiLqu*en  fuppofant  a:  =  o,  on  a  auflî  y  ss  o;  on 
voit  eufuite  qu'elle  doit  avoir  deux  branches  ^les,  l'une  positive, 
l'antre  négative.  Ces  branches  s'étendront  à  l'infini  en  s'écarrant  de 
leur  axe,  a  mefure  que  l'on  fnppofera  des  valeurs  plus  grandes  poux 
X,  Mais  ces  valeurs  doivent  toutes  être  pofîtives,  autrement  les  ordon* 
HCC»  deviendroient  imaginaires.  La  courbe  aura  donc  la  forme  I20« 
MAM', 

6$z.  Soit  auflîy^  r=  x  x  —  aaA\  A  clair  que  fi  la  courbe  à  la- 
quelle appartient  cette  équation ,  coupe  la  ligne  des  abfcifies,  ou  ne 
fait  mcme  que  la  toucher  en  quelques  points,  on  les  déterminera  en 
(iippofant  j^  =  o.  Or  dans  cette  Tuppoiition  on  a  x  =  ^  a,  Ainfi  en 
prenant  fur  une  droite  indéfinie  B  D  un  point  A  pour  l'origine  des  abf- 
çiiTes,  &  deux  parties  AS>  Aj  égales  à  la  quaptité  donnée  a,  la  1^7* 
courbe  doit  pafier  par  les  points  S^  ^  que  l'on  appelle  Ccs/ommets. 

Pour  connoître  la  direâion  de  fes  branches ,  foit  A  D  le  côté  des 
abfciircs  ppfitives  j  on  aura  y  =^  ^f;  *"  T**  —  ^*>)  =  ±  ^  T*  "♦-  <«J 
Of  —  d),  ce  qui  donne  deux  branches,  l'une  S  M  ,  l'autre  S  M', 
dont  le  cours  s'étendra  à  l'infini ,  tant  que  x  fera  plus  grande  que  a.  Si 
elle  étoit  plus  petite ,  y  feroit  imaginaire  >  la  courbe  ne  pafle  donc  pas 
au-delà  du  point  S ,  tant  que  l'on  ne  prend  que  des  abfcifies  pofîtives. 

Sqpp ofons  qu'on  les  prenne  négatives  ,  l'équation  deviendra  • .  • 
y  = -4-  V  f—  x-ha)  ( —  X'^a),  Or  tant  que  les  x  feront  plus  petites 
que  <z,  les  valeurs  de  y  feront  imaginaires.  Il  n'y  aura  donc  aucune 
partie  de  la  courbe  entre  les  points  A  Se  s. 

Sx  X  s=zay  on  trouve  comme  cî-deffus ,  y  =  o:Cix>  a»  alors  y  a 
deux  valeurs  réelles,  l'une  pofitive,  l'autre  négative;  &  ces  valeurs 
crôiflànt  de  plus  en  plus,  la  courbe  aura  deux  nouvelles  branches 
oppofées ,  mais  égales  aux  deux  premières.  L'axe  des  abfcifics  eft  B  D  » 
celui  àts  ordonnées  eft  EF  j  fuppofant  donc  des  valeurs  à  jp  ,  on 
déterminera  les  y  ou  les  P  M,  &  les  parallélogrammes  des  coordon- 
nées donneront  les  points  M  ,  m  &c ,  par  lefquels  doit  paflcr  la  courbe 
demandée,  NoUs  aurons  bientôt  occauon  d'eicaminei  fes  propriétés. 

^53XhçrçhonsUfigurçdeUcourbcdontréquatîonçfty*s: , 
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Je  prends  BD  pour  la  ligne  des  abfciflcs,  AD  =  a  pour  la  £iTC*i 
^^'    tîon  des  pofitîvcs ,  A  B  =:  ^  pour  la  dîrc^îon  des  négatives ,  le  poiiir , 
lla8.  ^  P^  ^^"'  origine ,  E  F  pour  Taxe  des  ordonnées ,  &  j'ai  y  =  ±  *  / 1 
(    '^^ ),  ce  qui  donne  i*,  y=o,  lorfque  r=o;  la  courbe  doit 

donc  partcr  au  point  A.  i®  ,  Pour  chaouc  valeur  de  x,  je  trouve 
deux  valeurs  de  y.  Il  y  a  donc  des  ordonnées  pofitives  &  des  ordonnées 
liégatîvcs.  Reftc  à  déterminer  les  points  oii  elfes  ccflcront  d'être  réelles. 
5"  >  Je  prends  donc  x  pofitîve ,  mais  moindre  que  ^  ou  A  D  ,  &  j'ai 
pOHr  y  deux  valeurs  PM,  P  M' qui  croiflcnt  de  plus  en  plus,  jufqu'à 
ce  qu*ayant  pris  x  :=  a,  elles  deviennent  infinies 5  car  alors  j'ai  y  = 

^  r  •  C )  ,  fuppofant  donc  à  Tordinaîre  ,  que  zéro  exprime 

o 

BEte  quantité  infiniment  petite  ,   ou  que  o  =  —  ,  y  eft  iafinie* 

Ceft-à-dîre,  qu*îl  faudroit  prolonger  à  flnfini  la  ligne  G  H  pour  qu'elle 
rencontrât  ks  deux  branches  de  la  courbe. 
^'    "       é  5  4.  On  appelle  ^^mpror^j  ces  lignes  qurs'approchant  de  plus  es 
fins  des  branches  d' une.  courbe  »  ne  peuvent  cependant  les  rencontrer 
jamais. 

4*»  Sîx>  a,  y  devient  imaginaire.  La  courbe  ne  peut  donc  pafo 
aiHÎelàdeGH. 

5*,  Si  jr  eft  négative ,  y  a  deux  valeurs ,  '  pourvu  que  x  fort  moû»- 
dre  que  t»  La  courbe  a  donc  auffi  deux  branches  dans  le  fcns  négatif* 

6*  ,  Si  X  =  ^,^  on  ay  ==  o  ;  la  courbe  doit  donc  paffer  au  point  B, 
lirais  elle  ne  peut  defccndre  plus  bas,  puifquc  x>  h  rend  les  y  imagH 
Maires, 

7*  ,  Faisant  y  =2:  o  ,  dans  la  fuppofition  de  x  négative  &  =  ^ ,  on  a 

y^  =i  XX  ( J  =  o  j  d'où  Ton  tire  x^  (  i  —  «^  =  o,qtti 

a  H—x 

donne  .v  =  o  ,  x  =  o ,  *  ■=  ^.  La  courbe  pafïerâ  donc  une  fois  aa 
point  6 ,  8c  deux  fois  au  point  A ,  ou  elle  formera  un  nœud, 

6^f.  Lorfque  pluficurs  branches  de  la  même  courbe  pafTent  parle 
même  point ,  ce  point  s'appelle  en  général  point  multiple ,  &  en  par- 
ticulier, point  double,  triple,  &c ,  lorfque  deux  ou  trois  branches 
viennent  s'y  réunir.  L'Algèbre  iapprcnd  au/fa  à  difcerner  ces  points ,  & 
à  connoîtrc  leur  multiplicité. 

.  ît^ ,  Si  ^  =  o ,  le  noeud  s'évanouit ,  &  l'équation  y*  =  x*  (  J  > 

*  tf  —  4f 

devient  y*  = ,  qui  appartient  à  une  courbe  ancieime  ,  nom- 
mée Cijfùide ,  dont  nous  parlerons  bieh-côt. 

6^€.  Outre  (es  points  multiples  »  il  y  â  encore  A.t&  points  d'infiexioit 
9c  içs points  de  rchrouffcment*  Les  premiers  font  ceux  où  U  courbe, 
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ipves  avoir  tourné  fa  convexité  dans  un  fcns  ,  commence  à  la  tourner  FlCi* 
ibns  le  fcns  oppofé.  Par  exemple  ,  la  courbe  MAM' ,  dont  Téquation  -  ^^ 
cft  y  ^  ==  a^x  ,  a  un  point  d'inflexion  en  A.  ^* 

Les  points  de  rebroufTement  font  ceux  oii  deux  branches  de  la  même 
courbe  fc  touchent,  fans  paffer  au-delà  du  pomt  de  conta<Si.  Voyez  U 
courbe  m  A  m' -y  fon  équation  eft  y^  i=:  ax^.  1 3  Q« 

<57.  Si  réquation  des  coordonnées  eft  du  premier  degré,  elle  ap- 
partient toujours  à  une  ligne  droite;  &  c*eft  pour  cela  qu'on  défîgncles 
droites  par  le  nom  de  lignes  au.  premier  gehre  ou  du  premier  ordre. 

Si  dans  réauation  des  coordonnées ,  il  n*entre  que  des  y  y  ou  des  xx» 
ou  dcsxy,  les  lignes  qu'elle  repréfente,  s'appellent  lignes  du  fécond 
genre. 

Lorfgue  cette  équation  cft  do  troifiemc  degré ,  les  lignes  qui  en  ré- 
fûltçût  (ont  du  troijieme  genre^  Sec.  Et  comme  les  lignes  du  fécond  font 
les  courbes  les  plus  (impies ,  on  les  appelle  aufli  courbes  du  vremier 
gloire ,  cnforte  que  des  lignes  du  troifiemc  font  des  courbes  du  iecond  \ 
&  ainfî  de  fuite.  Il  n*jr  a  que  la  ligne  droite  qui  foît  du  premier  genre, 
IV  7  en  a"  quatre  du  (econd;  foixante-douzc  du  troificme,  comme  on 
peut  le  voir  dans  les  Opufcules  de  Newton ,  (Enumeratio  linearum 
ténii  ordinis)^  &  dans  les  Ouvrs|gC5  des  Géomètres  plus  récents» 
Euler ,  Cramer ,  &c.  Il  y  en  a  un  bien  plus  grand  nombre  du  qua- 
trième genrfe ,  &c. 

658.  Mais  il  faut  remarquer  que  dans  cette  dîvifion  des  Ugnes  en, 
différents  ordres ,  on  ne  comprend  que  les  courbes  géométriques.  On 
nomme  ^infî  celles  qui  ont  pour  abfciflcs  &  pour  ordonnées  des  lienes 
droites  dont  le  rapport  peut  être  déterminé  géométriquement.  Ainlî 
une  courbe  qui  auroit  pour  àbfciffes  des  arcs  de  cercle  ,  ou  des  lignes 
droites  égales  à  des  finus,  ne  feroit  pas  une  courbe  géométrique.  Ce 
fttôlt  une  des  courbes  appellées  mécaniques  ou  tranfcendantes.  les  prc- . 
micrcs  fc  nomment  auJïi  des  courbes  algébriques. 

Or  ce  qui  fait  le  principal  objet  de  l'Analyfc  dans  Teiamcn  4*unc 
courbe ,  c'eft  i  ° ,  d'en  trouver  l'équation ,  lorfque  la  courbe  eft  don-' 
n^ç  3  oa  de  décrire  la  courbe ,  fi  on  a  déjà  fon  éa  nation  >  i*» ,  d'en 
détenrnner  la  tangente  ;  i"" ,  d'en  connoitre  la  courbure  dans  un  point 
donné  5  4®  j  de  chercher  fes  plus  grandes  ou  fes  plus  petites  ordonnée^;  ' 
f ,  de  trouver  fa  quadrature  exa<3:e ,  fi  elle  en  cil  fufceptiblc ,  ou 
au  moins  fa  cjuadrature  approchée  ;  (î° ,  de  trouver  fa  reBificationy  c'eft-» 
à-dire,  de  dctermînci  la  longueur  d'une  ligne  droite  égale  à  Tun  quel- 
conque de  fes  arcs ,  &c.  , 

Le  calcul  algébrique  ordinaire  peut  abfolument  fuffirc  pour  toutes^ 
ces  recherches^  mais  le  calcul  différentiel  &  le  calcul  intégral  font  bien 
pkis  cxpéditifs».  .     . 
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Origine  des  StEtions  Coniques  y  &  leur  Equatbn        ^ 
générale. 

[15  I.  6s9,^oïr  coupé  un  cône  droit  BCD  par  un  plan  outlcoaqBe 
A  MP  ^  on  demande  Téquation  de  la  courbe  M  A  m  qui  réfultc  de  ccttC; 
Seétion. 

,  Si  jpar  le  fommet  B en  fait  pâflcr  un  plan  BCD  perpendiculaire  fiu: 
la  bâte  du  cône  &  fur  le  plan  coupant  AMP,  Tinterfedion  de  cc^ 
deux  plans  fera  une  droite  A  tf  ;  &  fi  on  coupe  le  cône  parallélcmciit 
à  la  bife  par  un  plan  F  M  G ,  on  aura  un  cercle  dont  le  plan  fera  per- 
pendiculaire au  triangle  BCD,  &  dont  l'interfedion  avec  le  plan 
AMP  fera  une  droite  P  M  perpendiculaire  aux  droites  A  tf  j  F  G 
(^foi^^Xaligo^  PM  fera  donc  une  ordonnée  commune  au  cercle  &  à 
Ja  (êâîon  M  A  m. 

Cck  pofé,  foit  AP  =  x,  PM=y,  AB  =c,  l'angle  ABtf  =  Bi 
i>ngle  BAtf  =  A;  la  propriété  du  cercle  donne. ..  .yy  =  FPx 
PG.  Pour  trouver  rcxprcfTi^n  analytique  des  lignes  Fr  &  P  G ,  )C 
mené  A  E  parallèle  à  C  D^  &  PK  parallèle  à  BD  ,  Tune  &  l'autre  dans 
le  plan  BCD,  ce  qui  donne  .  .  .  AB  :  Jin  AEB  ::  AEifoiB. 


Ôr  A EB  =  Îl22l^  =  50^  r-l  B  ;  doncy?;t  AE B  ==/«  fi>o«.lB; 
=cs  caf{  B ,  &  par  confifquent  A  E  =  ^  ^/^p  *  I)'ailleurs  le  triangle 

COj  -J   D 

APK  donne  .  .  ,  fm  AKP;/a?APK,  ùnjin  AEBiJinAaE^m 
encore  cé>/4  B  :/«  CA  -+-B;  :  :  :>f  :  AKzzs'^ÉLi^ît:!! -^  donc  O 

~  cof^B 

Quant  à  rcxpreffion  de  la  partie  F  P ,  on  a  dans  le  triangle  A  P  F . . . 
/«AFP,  ou7z/:BFG,oay?«BGF,  ouc<?/{B:ar:  :y?/f  A:FP  = 

î=^;doncyy=:-^^A  [cx//iB- 

demandée* 

660.  Maintenant ,  il  ne  peut  arriver  que  trois  cas.  i*  ,  Que  A  + 

B  =  1 8o* ,  c'eft-à'dire ,  que  le  plan  coupant  AMP,  foit  parallèle  au 

côté  B  D  ;  alors  la  fedion  conique  fe  nomme  Parabole  ,  &  fon  équadoa 

^^^'     Cl  fin  A  y.  fin  "&  fin^  B  /-  »  .  » 

eit  y  y  zsi'' ~r-<. c  jip  =  ^ c  *  =  4  c  jc  /&i*  \  B 

^^  cof-\B  co[^\B  ^  -^       * 

(1^9)3  ou!y  =  -4-  xfin  f  B  •  c  jc.  La  parabole  efl  donc  une  courbe 

formée  par  deux  branches  égales  3c  femblables  qui  s'étendent  à  l'infini, 

en  s'écarcant  de  plus  en  plus  l'cmc  de  l'autre. 
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?i^  r .  II*  ,  SI  A  ^  B  cft  moiiidrc  que  180%  il  çft  aift  de  Voir  que    FIG*. 
le  piaa  AMP  prolongé  doit  rencontrer  l'autre  côté  B  D  j  ainfi  la  (ce-         aC^B 
tien  conique  qui  en  réfulte ,  &  qui  s'appelle  Eiiipji ,  eft  une  courbe.  Vj^ 

rentrante  formée  par  deux  branches  égales,  femblables,  &  finies  A  M  tf  ,    1 3  i. 

A  m  tf.  Son  équation  cftj<y=K  — ^y»  [cxfinB^xxJin(  A-^B  JI^^^^-^^y^T^* 

coj  jB  4^uM.é^A>44^*^ 

66%.  m* ,  Si  A  H-  B  furpaflc  1 80%  la  fedîon  s'appelle  Hyperbole  i^a^^4^^A 

«cfon équation efty y  =  '^^^  (^^fi^^'^^^fi^A'^rB^xZ^.^y.^^^^^^^j^^-^ 

Or  fi  on  imagine  un  cône  Bc <£égal  &  oppofé  par  le  fommct  ZJX^^Y^yi  ^**^ 
cône  droit  B  CD,  il  eft  clair  que  le  plan  coupant  AMP  prolongé  lePE  <5^^^^ 
rencontrera»  &  que  de  leur  interfcdîon  rcfulcéra  une  courbe  M'  an^^^^x^'^^/lùx. 
égale ,  feoiblable ,  &  oppofie  à  la  courbe  inférieure  M*A  m'  ;  ou  plu-  Tff  .        1 
tôt  ces  deux  courbes  que  Ton  appelle  Hyperboles  oppofief ,  ne  feront yf*^"*^^ 
qu'une  feule  &  même  courbe  généralement  repréfcntéc  par  la  mémir^^^^^y'^ 
équation.  •       ^/i^CBXj^'Vi 

66^.  Au  lieu  de  fuppofer  les  mêmes  ferions  faites  dans  un  cône    I3  !'• 
droit,  on 'eut  pu  les  fuppofer  faites  dans  un  cône  oblique,  tel  quc^y^c^ilf -44 
fcroit  par  exemple  le  cône  B  C  D ,  fi  l'angle  C  n'étoit  pas  égal  à  l'angle^   j^/k  4.B-##i 
D.  On  eût  alors  trouvé  pour  leur  équation  générale '  "       ^-^  -  ; 

Or  cette  équation  a  cela  de  commun  arec  la  précédente ,  qu'elle 
appartient  à  une  eilipfe ,  ou  à  une  parabole ,  ou  à  une  hyperbole , 
lelon.que  la  fomme  des  angles  A  &  B  eft  moindre  ou  égale  ,  ou  plus 
grande  que  1 80®. 

Dans  le  premier  cas,  elle  exprime  un  cercle,  toutes  les  fois  que 
îangle  A  eft  égal  à  l'angle  C ,  ou  à  l'angle  D  :  car  alors  on  a  une  des 
deux  équations  fuirantes  , 

2ul  font  évidemment  deux  équations  au  cercle ,  &  yjît  font  voir  que 
ans  un  cône  oblique ,  on  peut  faire  des  fedtions  circulaires  de  dcut 
manières  :  Tune  en  coupant  le  cône  parallèlement  à  fa  bafe ,  Tautre 
en  le  coupant  par  un  plan  qui  fafie  avec  un  des  côtés  du  triangle  par 
Taxe ,.  un  angle  égal  à  celui  que  l'autre  côté  du  même  triangle  fait 
avec  fa  bafe. 
Dans  le  troîficme  cas ,  ou  l'équation  exprime  une  hyperbole ,  ort 

.     /z/zA/nf  A-f-B-i8oM 

peut  fuppofer  c=o,  &  alors  on  a  . .  y*  =  — r—^-x-  ^-y»-^ ^  x\ 

*  *  fin  Cfin  D 

FaiCmt ,  pour  abréger  ,  le  coefficient  de  x*  égal  à  une  quantité  conG- 
«antc  -^ ,  on  trouve  .  ,  ,  .  7  ss  —  ,  qui  eft  l'équation  à  "la  ligne 
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BG.  <îroite5  <1*chi  on  peut  conclare ,  ce  qui  d'ailleurs  eft  évident,  que  t'JijÉ 
perbolo  dégénère  en  triangle  ,  lorfquc  c  =  o  ,  C'cft-à-dirc ,  lorfqal 
le  pian  coupant  pafTe  par  le  (bminec  du  cône.  ^  \ 

i  .  rour  ramener  Téquation  des  fcéHons  du  cône  oblique  à  crfic  d«i| 

fêftions  du  cône  droit ,  il  fuffit  de  remarquer  que  dans  celui-ci  où  \ 
fnCxfinD=cop\B.  ] 

On  a  vu  Torigine  des  trois  {eâions  coniques ,  voici  maintenant  leiirt 
principales  propriétés  ;  pour  en  fimplifîer  la  recherche  j  nous  (uppofe«^ 
irons  ces  courbes  décrites  fur  un  plan*  • 

De  la  Parabole.  *         ^ 

€64.  L'équation  à  cette  courbe  eft  y  y  =  4  c  xfin'^  |  B  5  doué 
fi  on  fait  la  quantité  confiante  ^cJin^lB^p,  on  aura  y  y  =p  x* 
D'où  il  fuit  que  les  quarrés  des  ordonnées  à  la  parabole  font  entre  eux 
comme  Jeurs  ahfcijfes^ 

En  prenant  donc  une  abfciiTc  double  d*unc  autre  j  les  quarrci 
conftruits  fur  les  deux^  ordonnées  correfpondantcs  >  feront  dans  le 
rapport  de.i  à  t. 
13 4*  La  ligne  indéfinie  AL  fe  nomme  Taxe  de  la  parabole ,  le  point  A  en 
cft  le  {ommct ,  A  Q  eft  une  abfcifle ,  M  Q  eft  Tordonnée  correQwn- 
dante  à  cette  abfciiic,  &  la  quantité  conftante  p  fe  nomme  le  para- 
mètre  de  Taxe. 

.  On  peut  toujours  déterminer  cette  quantité/»  par  Téquationyy  = 
p  X ,  qui  donne  x  :  y  :  :  y  :  ;>.  Il  fuifit  pour  cela  ,  de  prendre  une  abf- 
cîffe  &  une  ordonnée  quelconque  j  la  troiCcme  proportionnelle  à  ces 
deux  lignes  fera  le  paramètre  d*une  parabole  qui  paffcra  par  leurs  ex- 
trémités. 

6^5.  Si  on  prend  rabfciflc  A  F  =  ^  /> ,  le  point  F  fera  ce  qu*OD  ap- 
pelle le  /oyer,  &  rordonnée  D  F  pafTant  par  ce  point  aura  pour  cr- 
preflîon  V  ^  ;>*  =!/'•  Donc  la  double  ordonnée  Dd  pajfant  par  U 
foyer  eft  égale  au  paramètre. 

Si  fur  LA  prolongée,  on  prend  AG  =  AF  =^;>,  &  fi  parle 
point  G  on  mené  la  Ugnç  indéfinie  E  G  ^  parallèle  à  l'ordonnée  M  Qt 
cette  ligne  EG  e  fe  nomme  dire^rice, 

666.  Or  FM  =  v^  {yy^Cx  —  ipyi  —  vlpx-^-Cx-ipT] 

=  X -f- i;?  ===  A  Q  H- A  G  ===  M  H  :  d onc  F  M  ==  M  H  ;  d o ne  Aj  ^}Î4«^< 
d'un  point  quelconque  M  de  la  parabole  a  la  dîreHrice  ,  eft  égale  à  ^ 
dîftance  de  ce  même  point  au  foyer  F  :  propriété  qui  donne  une  manière 
facile  de  décrire  la  parabole  par  un  mouvement  continu.  1 

667.  Soit  en  eftet  Téquerre  EHO  dont  le  côté  EH  puiflc  fe  môtt-  | 
yoir  librement  le  long  de  la  direûrice  A  G ,  &  foit  un  fil  O  M  F  égal  en 
longueur  à  l'autre  côté  H  O  ;  fi  ayant  fixé  Tune  des  extrémités  de  ce  fl 
aupointO,  &  l'autre  au  foyer  F,  on  approche  Téquwrrt  de  Taxe, 
pour  Ten  éloigner  enfuite  en  tenant  toujours  le  fil  tendu  par  le  moyeo 
iâ'un  ftifc  M  qm  defcende  le  long  de  H  O'j  je  dis  que  la  courbe  décriif 
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I  ce  m9uvemenc  par  le  ilile  M  fera  une  parabole  ,  6c  que  la  diftance    FfâL 
IH   à  la  diredrice  fera  partout  égale  a  la  diftance  MF  au  foyer, 
jlicn   n'eft  plus  clair,  puilque  la  partie  MO  écanc commune ,  &  les 
MIS  étant  égaux  «  les  rcues  M  F  &  M  H  font  néceflairement  égaux. 
é68.  Propofons-nous  maintenant  de  mener  par  le  point  donné  M  j^»» 
ir  la  parabole  A  M  la  angcnte  M  T.  ^  ^  * 

Ayant  imaginé  farc  M  m  infiniment  petit ,  fon  prolongement  M  m  T 
Ta  la  tangente  demandée.  Or  fi  on  mené  les  perpendiculaires  M  Q  , 
iq  fur  la  direâricc  »  &  les  droites  M  F ,  m  F  au  foyer  F»  enfin  m  g  pa- 
tallele  à  Q  ^  j  &  fi  on  fuppofe  décrit  du  point  F  comme  centre ,  &  du 
nyon  F  m  Tare  infiniment  petit  m  r€[ue  Ton  peut  regarder  comme  un 
finus  ,  on  aura  MQ  =  MF,  mq=:mT  :  donc  MQ  —  mq,  ouM^ 
iiMF-mF^ouMr.  Les  triangles  redangles  Mmg»  Mm  r  font  donc 
égavx &  femblable$^& par confèquent Tangic mMrouTMF  =  ^Mni 
ç=QMT  =  MTF.  Donc  k  triangle  MTF  eft  ifofcele^  &  yar 
confequent,  fi  on  prend  FT  =  F  M ,  la  ligne  M  T  menée  par  les  pomts 
.  T  &  M  fera  la  tangente  demandée. 

L'angle  MTF  =  LMO  =  FMT.  Donc  tous  Its  rayons  lumineux 
tufonores  O  lA  parallèles  h  l'axe  A  P,  doivent  a  la  rencontre  de  la  para;» 
hle  AtA^fe  réfléchir  à  fon  foyer  F  s  car  on  fait  que  Tangle  da  réflexion 
éï  égal  à  Tangle  d'incidence. 

669.  Puifque  FM  =  ;c-4-J;>,  onaFT  — i;7  =  AT  =  x.  Donc 
la  foutangente  PT  =  2,  x.  Donc  la  foutangente  dans  la  parabole  ,  efi 
toujours  double  de  Vabfciffe. 

La  tangente  M  T:=ij^  (p  x^^xx)  tx  V  (^  U^xx).  Si  on 
mené  la  ligne  MN  perpendiculaire  à  la  parabole  ,  ou  ce  qui  revient  a« 

même ,  à  fa  ungente  M  T  au  point  M,  on  aura  PN  =  — -.  =:  v — 

=  {  ;»•  Doi^c  dans  la  parabole  la  founormale  efi  toujours  égale  à  la 
moitié  du  paramètre.  Quant  à  la  normale  M  N  ,  fon  expreffion  eft  / 
O  ;e-4-T ;'*^=  V  (M  F  xp).  Elle  eft  donc  moyenne  proponionelle  en- 
tre la  diftance  du  point  M  au  foyer ,  &  le  paramètre. 

670.  Une  ligne  quelconque  MO  parallèle  à  l'axe  d'une  parabole  fe  |  3  ^^ 
nomme  en  général  un  diamètre.  Le  point  M  en  eft  l'origine  ;  le  qua-     ^  *^ 
dniplc  de  la  diftance  de  ce  point  au  foyer  F  en  eft  le  paramètre  ^  ;  fcs 
ordonnées  font  des  droites  NP  parallèles  à  la  ungente  en  M,   &  les 
«bfeifres  de  ces  ordonnées  font  les  lignes  M  P. 

Pour  trouver  Téquation  aux  coordonnées  du  diamètre  MO,  nom«- 
«on8MP('x;,  PNO;,  AQ  =  AT  =  -i,  onauraMQ=  Viiji,, 
J5=/>-4-4tf,  MT?=Vfl^;&fîoa  mené  N  L  perpendiculaire  à  l'axe  , 
les  triangles  fcmblables  N  R  L,  M  T  Q  donneront  ^  aq\y  -^  \^  aq.i 

yapx'^Lzztifl^  /tfp::ifl:RL=if^H-itf.OrAR  = 
.  ^^q  .  Vaq         ■ 

KT-.AT  =  x-<iîdoacAL*X'4-^  +  ^^.  «c. par  la  propriété- 

Vaq 
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^^  âc  1a v^uholc sNL''  =:p  X  AL ^ on  (  V ap+^-^Ç^ y  s: ap  A*- p X 

Vaq 

^  — ^  'y  d'où  Ton  tire  en  té<iaî(aiit ,  y  y  =:  ^  ;e ,  équation  femblabidL 

Vaq 
à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour,  les  axes  :  à*ù\i  il  fatit  conçlai« 
qu'un  diamètre  quelconque  M  O  divife  en  deUz  également  toutes  les 
ordonnées  N  n.  Pair  le  moyen  de  ces  principes  «  il  cil  facile  de  icCbudie 
les  problèmes  fuivants. 
1134*  éyi .  I.  Uaxe  A  L  d'une  parabole  étant  donné  avec  fon  paramètre;», 
trouver  un  diamètre  M  O  qui  faiTe  avec  Tes  ordonnées  un  angle  donné 
MP/i  =  ^-  ' 

Le  problême  Te  réduit  à  trouver  le  point  Q  oii  la  perpcndicolaîre 
M  Q  rencontre  Taxe.  Soie  donc  AQ  s  x  ^  le  triangle  M  t  Q  donnera 

z  xiy^  pxii  î  2  tang  a.  D'où  ;e  =î  ^  cor*  a ,  &  le  paramètre  dit 

Aametre  MO,ou^=;>-4-4Af2:  -  ? —  ^  Il  cft  aîfé  de  voir  que  ce  pro* 

blême  a  deux  folucions. 

IL  Le  paramètre  q  in  diamètre  M  O  étant  donné  avec  l'origine  M 
de  ce  diamètre  Se  Tangle  a  qu'il  fait  avec  les  ordonnées ,  trouver  Taxé 
A  L>  fon  ori^ne  A  &  fon  paramètre /;. 

Le  problême  fe  réduit  à  ttouvei*  la  dîftance  M  Q  de  Tate  au  diamè- 
tre, enfuite  la  diftance  AQ  afin  d'avoir  le  fommet  A  &  le  paramétré 
/•  Or  en  gardant  les  mêmes  dénominations  que  dans  le  problème  précé* 

dent,  on  a  MQs  Vp  x,q=:p  -f-  4  je=  jr~-*  ^*o^  l*on  tirets 


qfin^ dy  Si  =  ^  q  cof^ a,  MQ=:^\  qjin  acof  a  =  ±  ^  g  j&itf* 
Les  propriétés  de  la  parabole  trouvent  Souvent  leur  application  dans 
les  Arts  &  dans  les  Sciences» 

De  VEllipfc. 

13^.        riqtJAïîOMàreUipfeeftyys:  ÉL^    [cxfin'&'XXfin(k'^^)]t 

d'oti  il  fuit  qu*à  chaque  abfciffe  AP  répondent  deux  ordonnées  PMi 
PM'  égales  &  oppofées.  Si  Ton  fait;y  =  o  ,  on  aura  les  deux  points  oà 
la  courbe  rencontre  la  ligne  des  abfciffcs,  c*çft-à-dîrc,  ïcerandaxe 
A  a.  Le  premier  de  ces  points  efl  en  A^  ou  x  :=os  le  iecond  cft 

en  a,  oii  ;if  s=:  ~— /- ^  expreflion  confiante  que  je  fuppofe  égale 

yz«(AH-BJ  i    .  . 

au  grand  axe  A  a.  Soit  donc  le  crranci  axe  :=  i  tf  «  &  on  aura  y  y  ai 
.fmAfin(A  +  B)  .  ""  . 
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(71*  ta  double  ordonnée  B  C  ^  payant  par  le  milieu  C  de  Taxe  A  a ,    ^^^* 
<»  par  le  centre  de  rcllîp fe ,  fe  nomme  le  petit  axe.  Pour  faire  entrer 
fon  expre/Hon  dans  l'équation  à  Tellipfe,  nommons-le  x  ^,  &  nous 

aurons  hh  =-^" ^-^^^f  -^^Ka. D'od Tontireyy  =  J*  (zax^xx). 

Ccquîdonnecetteproportionyy  :  xfLX'^xxwhhxai^*^  ouBM^:  i^^ 
A  P  X  P  tf  :  :  C  B»  :  C  A*  5  c'cft-à-dire  que  dans  Velllpft  Us  quarris  des     ^    * 
ordonnées  au  grand  ax^  font  ^ux  prpduiu  df  leurs  ahfçîffes  ,  comme 
le  quarré  du  petit  axe  efi  au  quarri  du  grand. 

Si  on  décrit  un  cercle  dont  le  centre  (bit  C  &  le  rayon  C  A ,  on  aurt 
PN»  =  APxP«ï.DoncPN:PM;:ii:i::ÇB':ÇB. 

Les  ordonnées  de  rellipfe  font  donc  proportioncÙcs  aux  ordonnées 
d'un  cet cle  décric  fur  le  grand  axe  ;  ce  qui  donne  une  méthodç  fjjicile 
de  décrire  une  eUipfe.  Il  fujfit  pour  cela  de  faire  pafTer  une  courbe 
pu  une  fuiçe  de  poin»  pris  fur  les  ordonnée^  d'un  cercle,  cpupé«s 
çn  parties  £cmblables. 

^7j.  Si  on  eût  comppé  les  abfciifcs  du  centre  C,  en  faifant  CP  =;:  4f , 

«maurpit  tMyy  =  —  fatf  —  jp;rj=^*— ;  équation  dont  i|oii5 

aa  éi* 

■0U5  fervjiroQs  fouvcnt. 

Si  &  étoit  égal  à  a ,  ,oa  auroit  y  ^  s  â  «  *-  «  »  équation  ftU  cercle  ;  on 
peut  donc  regarder  un  cercle  comme  une  t lUpfe  don(  Its  deux  axes 
fMt  égaux. 

L'équation  y  y  zs:. -^(aa'^xx)  donne  tç  x  ;hb  -^yyii^ai 
aa 
M,  ou  MQ*  :ÇQxQf::CA*:C  B*.  Donc  les  qw^rrés  des 
ordonnées  au  petit  axe  de  tellipfe  font  aux  reHanfles  dé  leurs  ùhf- 
àffiSi  comme  U  quarré  du  grand  axe  efi  au  quarré  du  petit. 

^74.  Si  de  Tune  des  extrémités  B  du  petit  axe  &  d'un  rajron  BT  égal 
au  demi-grand  axe  C  A,  on  décrit  up  arc  de  cercle^  41  coupera  iè 
'  *  '      ^    *  ue  Ton  appelle  Foyers.  La  diftanccÇF 

*  U  fuit  que  A  F  X  F  tf  ac  (a^VTiTfb) 

.     .    ,  _ ^  ,  ^,     -  , . lepftit  demi^axe  efi  moyen  prqper^ 

thnel  entre  Ifs  dtjiances  de  l'un  des  foyirf  aux  deu^  jommets   ^ 
mpfe.  ^^ 

^7f.  L'ordonnée  DFpa^Taftt  par  lo  foy«r  a  p9Ui  «q^î^i^fP^  —  #  0P 

^  .                                                   %l>h        ^Ifb 
pd  que  rpn  appelle  le  paramètre  p  du  grand  axe  s=3 aq»  ^ 

Donc  la:  1  h::  i  hzp'y  le  paramètre  efi  donc  une  trç^ieme  prûfiOrw 
ù^nelle  au  grand  b  an  petit  axe.  Par  antlogi»  ï  ffT^  propriété 

on  appelle  pafametre  du  petit  axe  de  rellipfe  une  lîm»e  q  s  — j- 

troifîeme  propertionelle  au  petit' &  au  grand  axe.  ^ 

Bb 
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Puifquc ^p,oiiQibbzz\ap'y  mettant  donc  cette  valeur  daof 


les  équations  à  rcllipfe  trouvées  ci-defliis ,  on  ^yy=:p  x 


pxx 

2  a  ' 


yy:z  —  (aa-^  xx)y  félon  que  I* origine  des  abfciffes  eft  à*  Tua  des 

itf      . 
Ibmmets ,  ou  au  centre. 

676  .  Les  lignes  F  M  ,/M  menées  des  foyers  à  un  point  quelconque  Je 
l'eliipfç ,  fc  nomment  Rayons  veiieurs ,  &  fuppofant  FC  =  CyOnafM 

-|/(yy4-c*  — i  cx'+-xx)=:  yf  (h^ ^  +  a}-h^^z  cx-hxx) 

tz^Ca^^icx-i )  =  a ,  &  /M  =  tf  H ,  Donc 

a^  a  a 

fîA  +FM  =  2t2=Aû;  la  fomme  des  rayons  veBeurs  dans  l*ellipfe 
e fi  donc  toujours  égale  au  grand  axe  ,  propriété  remarquable  d'oùl'oa 
peut  déduire  une  autre  manière  de  décrire  rellîpfe. 

Ayant  attaché  à  deux  points  fixes  F  ,  /un  fil  F  M /plus  grand  qac 
F  /,  on  tendra  ce  fil  par  le  moyen  d*un  ftyle  M ,  avec  lequel  on  dé- 
crira autour  des  foyers  F  ,  /une  courbe  qui  fera  une  elliple ,  puisque 
la  fomme  des  rayons  veâeurs  fera  par-tout  la  même. 

Or  de  cette  defcription  il  fuit  évidemment  que  fur  le  même  grand 
axe  on  peut  décrire  un  nombre  infini  d*ellipfes,  dont  les  unes  s'approcfae- 
ront  de  plus  en  plus  de  la  figure  du  cercle  circonfcrit  j  &  ce  feront  celles 
qui  auront  leurs  deux  foyers  plus  proches;  pendant  que  les  autres  s'ap- 
jplatiront  de  plus  en  plus  dans  le  Cens  du  petit  axe  ,  à  mefure  que  Icais 
foyers  feront  plus  éloignés  :  enforte  que  le  cercle  &  la  ligne  droite 
font  les  deux  limites  de  toutes  ces  ellipfes. 

X^n.  .     ^77.  Soit  propofé  maintenant  de  mener  par  le  point  donné  M  la 

'  ^  '*  tangenteMT. 

•  Ayant  imaginé  Tare  M  m  infiniment  petit ,  on  mènera  des  foyers  F , 
/les  rayons  vedeurs/m ,  /M  ,  F  m ,  FM ,  &  on  décrira  des  centres 
J  &/&  des  rayons  F  M,  fm  les  petits  arcs  lAg,  mr^  &  onaun 
//w-hmF=:FM-f-M/,  ou/M— /m  =  Mr  =  Fff2— F  M  •==m|f: 
donc  les  triangles  reftanglcs  m  M  j^,  ml/lr^  font  égaux  &  {emblables , 
*&  par  conféquent  Tangle^  mMouFmT,  ouFMT  =  /nMr=:LMT. 
Donc  fi  on  prolonge  le  rayon  vcdcur/M ,  la  ligne  M  T  qui  diviTcra 
Tangle  LMF  en  deux  également,  fera  la  tangente  demandée. 

L'angle  L  MT  =  O  M/=  F  M  T.  Donc  tous  les  rayons  partis  d'un 
foyer  lumineux  F ,  doivent  à  la  rencontre  de  Tellipfe  A  M  (c  réfléchir 
à  Tautre  foyer/ 

^78.  Si  on  mené  la  normale  M  N  ,  l'angle /M  N  fera  égal  à  l'angk 
NM  F.  On  aura  donc/M  :  F  M:  :/N  :  F  N ,  ou/M  -f-  F  M  fi  ^j 

:FMCtf  — ^;::/N+.FNC»0-FNrc— —  s=c  — «  + 
a  tfa  -^ 
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Donc  FN-1-X  —  c=PN=3 =  {_.  Ccft  Texpref- 

fion  de  la  (bunormale  dans  rellîpfc ,  lorfque  l'origine  des  abfcifTes  eft 
au  centre.  Si  elle  étoit  au  fommet,  en  nommant  AP  (\) ,  on  auroit 

a  a^  %a 

.    La  Normale  N  M  =  •  (yy  H-  —  ;  =  a^  [  3*  —  ^—  (à^  ^h^)\ 

La  Sotttangente  P  T  =:= = = =  — LJL!:» 

^  PN  3*  ;ç  tf-î 

—  je 
aa  ^^ 

Donc  CT  =  — ,  ce  qui  donne  cette  proportion;  C  P  :  C  A  :  :  C  A  : 

C  T ,  au  moyen  de  laquelle  il  eft  facile  de  déterminer  le  point  T  par  qu 
pafTc  la  tangente  MT. 

L*expre(Gon  de  la  tangente  MT  fe  trouve  par  le  moyen  du  triangle 
icdanglcPMT. 

679.  Une  droite  quelconque  71  C  N  qui  pafTant  par  le  centre  de  Tel-        q  . 
lipfe  aboutit  aux  deux  points  oppofés  d«   cette   courbe,  fc  nomme  '3^' 
■diamètre,  &  fi  l'on  mené  DC^^  parallèle  à  la  tangente  en  N ,  les  dia- 
mètres DC</,  «CN  font  nommés  Conjugués-^  les  lignes  comme  M  P  • 
parallèles  à  la  tangente  en  N  font  les  ordonnées  du  diamètre  C  N^  &  les 
parties  CP  en  font  les  abfciifes.  Enfin  le  paramètre  d'un  diamètre  quel- 
conque eft  une  ligne  troifieme  proponionellc  à  ce  diamètre  &  à  foa 
conjugué. 

680.  Soient  menées  des  extrémités D  &  N  les  deux  ordonnées  N  Q, 
D I  au  grand  axe  A  tf ,  &  foit  CQ=:Ar,  DI=:tf$  à  caufe  des  triangles 
fcroblables  DIC  ,  N  Q  T ,    on  aura  NQ*  :  QT»  :  :  D I*:  I  C*  ^  bu 

—  (aa-xx):- ^:  :  u^  :  tftf  —  — — •  D'où  l'on  tire  «a 

bx 
—,  ce  qui  donne  C  Q  :  DI  :  :  ^  :  ^  y   on  trouvcroit  de  mém&^I  : 

N  Q  :  :  a  :  ^.  Donc  C  Q  :  D,I  :  :  Cl:  NQ;  d'où  il  fuit  que  les  trian- 
gles DIC,  C  N  Q  font  égaux  en  furface. 

Donc  i%DP  =  ^l2^  =  ^^  — NQS  ouDPH-NQ»aAi. 
i%CP  =  T^NQ*  =  aa— CQ*,  ouCP  -hCQ»3tf\  }%  «* -tr 

A»  =  CP  -h  CQ*  -f-  NQ*  -t-DP  =  CD*  4-  CN*5  c'eft-à-dire 
que  dans  reïltpfc,  la  fomme  des  quarrés  de  deux  diamètres  conjugué 

Bb  ij 


^88  Ls^oKs  ti-imwvrkiKiis 

mg.  quelconques  eft  (oujours  i&lp  à  la  fomme  des  quatrés  des  deux  lies* 
?  4» ,  Si  ron  mpne'  N  D ,  la  furface  du  tiiangU  N  C  O  tuta  pour  cx- 
^reffionKDH-NQ;CCI-4-P9;rriCI;<ID— |CqxNQ» 

I  CI  X  NQ  +  i  CQ5K  DI  w=5  Ht  NQ» -H  -  CQ»  ;  =S 

\(ty^^  (^^»_CQVH--CQ*;z=fiiA.  Donc  la  furface  du 
138.         ^      ^^^  ^ 


6S I .  Soit  maintenant  le  dcmi-diaipptrc  CN=:m,  CD=n,  Tandc 
CPM  =:DC  ;z=j7  5  on  *ura  ;% 'w*  -+-  «^=  n*  H-  ^*;  i%  tf^= 
mn  finp  qui  cft  Texpr edion  de  la  lurface  du  parallélpgramine  Ç  D  NE. 
Or  ces  deux  équations  donnent  i|iiin^diaten[|eii(  les  diamètres  conjugués 
&  égaux  de  rcUipfe  :  car  alors  on  a  x  m*  =  a*  -+-  ^*  ,  ou  m  = 

rfs  V\  (fi^  -H  *^;  ,  9/^fmf  î=  -.j-i  >M..u  ,  Dwç  puifquf  fCsqiWtirfs 

fpfit  toujours  réçjlcs,  chaque  cllipfe  doit  ^voir  dcu?  diamçtFes  coftjtt-f 

gués  égaux. 

■   Qnapt  à  leur  ppfittoi> ,  cUp  d4pçn(}  de  la  valçijr  4ç  C  Q  5  or  C  Q*  -4- 

NQSou^^-hfllil  CQ*  =  iCtf*H.i^;j  donc  CQ  =  4-*v»- 

IcuE  indépendante  de  ^  y  &  qi^i  fait  voir  a  ne  l'ordonnée  NQ  proton- 
jgéc  4  déterminera  les  diamètres  conjugués  égaux  dans  toutes  les  ellipres 
^i  auront  l'axe  A  a  commun. 

62 X,  Cherchons  à  préfent  l'équation  aux  coordonné)  CP,  PM*  & 

Ikifons  CPbat,  PMay,  NTst'^,  NQ  =  r,  QT  =  *,  CQ=r.Si 

4*on  men0  PK,  MO  perpendiculaires  à  l^àxe ,  A;  XP  perpendiculaire  à 

I    MO,  ofi  aura  par  les  çriangles  feml?lables  ^ÏQT,MLP,ML  = 

î^4  Pt??  ^  i  *  fcç  deuf  *upci  triangles  e  PK^  CNQ  donneront 

«  ? 

PK  s;—,  CÇ  F^î  d'où  Çp  =;  ^- 13f,  &  MO  :;:  ^  4- ^*. 
/w  m  m        ^  q        ai 

Ox  pi^r  la  propriété  4c  rdliprc ,  pn  a  |^  M  O*  5?  a*  —  C  0*.  Subfti- 

tuant  donc  Réordonnant,  ou  auraf— 1 )y^^( ts) 

b^  q^         q^  A* 

on  aura  (^^  +  py^  +  (-?! ^  h-  £  ;  ,.  =  ,,. 

Obftjçvp^mnaintgiant  q^ç  lorfq^  «==9,  >5s/?^  ;^wifi  k  ç^- 


i)i  M Âfliéïk AT ï(itjii,  ^g^ 

«îcnt  de  y»  cftf-;  lorfqu'att  coûtrairc  y  =  o,  alors  x  =  m^  d'où  le 
«ocflScîcnede  at*  eft  ~  ^  L'ëquition  devient  donc  f^  y»  -f-  1.  x»  »  ^ »,  '  3  ^'^ 

^ i^niie j^* is  ^( ni^'^x^), téCtdidii parfalfemem conformé k celdi 

it  Mqjuâtîon  âtu  ates. 
Il  fuie  de-là  i  <* ,  que  toUt  diamètre  N  C  9  divife  en  deux  parties  égales 


, :  -f- 1-.- 

^^5.  FkôBl.  f  •  Étanf  donnés  les  deul  demi-axes  aSti,  trouver  deiiz^ 
diaffiettes  ^tf i  faiTem  entré  eux  mi  iagle  donné  pisDCfi. 

Onaw»-t./»^=:tf»4-i*,  mn=:  ~  ,•  donc  m* -f»  «*  -^trânti 

Jmp 

Il  ne  reue  maintenant  qu'à  détermiiier  la  dîredion  dé  Ton  àt%  liâ- 
metres,  dal'a^e  ACN  que  J'appelle  r.  Or  k  triangle  CNT  dotme 

Pn(p^e)im  :  :Jînp  :  CT=  ~  =  ^^,  ;  i'oii  fdn  tîrc 

CQ=:fJ— ^£J1-S:;  on  a  donc  dans  le  triangle  reébngle  CNQ, 
ntjin  p 

i;m::cofci  ■■  ■    ^ — ^*qui  donne  nO-  cofcfinp^  a}fin(,p^c} 

11*-^/»»  . 
flonc  r<M|r  <?  =B j-^-=*  tangp» 

^14.  PAOét.  IL  Lés  deux  diamètres  friétn,  &  I*ângle  p  qu'ils  font 
entre  eux  étant  donnés ,  trouver  les  deux  axes  ,  &  ic«f  dircâfon. 

btî  éq[(]à(ioùS  m  fi  fin  p:=sai,  &  û*  -4-  ^*  =  m*  H-  «* ,  on  déduit 
en  fai(àdt  uA  ealeul  femblablr  i  relui  du  problème  précédent,  a  ss 
î\/(m*+n*^2m«y?;z/>;-f-7  f  (m^-hh^ — zmhfinpj,  &^  = 
\\^ (m^'hn'^'^imnfin.p) — ^V  fm*4-[«*  —  xmnfinp).  L'an- 
ge C  qtii  dofine  îà  diréâion  âios  axés  fe  trouve  comme  dans  le  pro^ 
oléme  précédent. 

Bbii) 
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na  De  V Hyperbole.      . 

fin  Pi, 

fait  voir  que  Thypcrbolc  rencontre  fon  axe  A  P  en  deux  points^  dont  Tua 

-  ,  '  cjin  B  .  f, 

cft  en  A,  ouAf  =  05  rautre  eft  en  a  ou  *  =  —  yr-y.-     ^ — r — r  ;  ainu 

en  fuppofant  que  A  ^  foit  égal  à  -: — --— ^î •• — ,  le  point  a  fera 

I3P*  à  rhyperbolc  oppofée  M'  a  m.  Or  les  points  A ,  ^  fc  nomment  les 
fo^mets  de  l'hyperbole ,  la  ligne  A  a  Ci  a)  en  eft  Taxe ,  fon  milieu  C 

en  eft  le  centre  ;  enfin  une  droite  B^  =  iCBs=x^>  telle  que  —  ^ 

aa 

< ^- z^— ^  5  menée  perpendiculairement  a  1  axe ,  & 

paiTant  par  le  centre  C ,  fe  nomme  le  fécond  axe. 

6% 6.  Les  valeurs  de  ^  &  de  tf  étant  fubftituées  dans  Téquation  de  l'hy- 
perbole, donnent  yy  =  —  (%ax'^xx).  Or  cette  équation  feit 

aa 
voir  que  la  courbe  a  deux  branches  AM  &  Am  égales  &  infinies-, 
dans  le  fens  pofitif.  Mais  G.x^{i  négative,  il  n*y  aura  point  de  courbe, 
tant  que  x  fera  <  %a\Ç\x>  id,lcs  ordonnées  feront  réelles ,  &  la 
courbe  aura  àtwi.  autres  branches  qui  s'étendront  à  Tirifini. 

Or  il  eft  aifé  de  prouver  que  cesdeux  brancKes  font  égales  à  celles 
de  l'hyperbole  ^(t/ît/V^^  MA  m.  Car  puifqu'cn  appellant  A  P'  C— xj, 

P'/w' =  P' M' C^^;^  on  a  1.  j<y  =  -iiiAf-*-JCX  ,  fi  Ton  fait  tf  P'sx', 

on  aura  jnf  =:  x  tf  +  a:'  ,  &  par  conféquent  --^  =  i  «  *'  -f.  *'  x'  jéqua- 
tion  abfolument  femblable  à  celle  de  l'hyperbole  M  A  m. 

.  ^87.  Puifqueyy  =  —  (iax'hxx)  ,  on  a  PM*  :  APxPtf  :î 
aa 
CB*  :  CA*.  Donc  clans  l* hyperbole  les  quarris  des  ordonnées  au 
premier  axe  font  aux  reâangles  de  leurs  ahfcijfes  ^  fc'eft  à-dire  dei 
diftances  aux  deux  fbmmetsj ,  comme  le  quarré  du  fécond  axe  efi  au 
quarré  du  premier.  . 

Si  on  met  l'origine  des  x  au  centre  C ,  on  aura  C  P  =  x ,  ce  qui 

hp 
donnerayy=  —  (xx-^aaj,  équation  un  peu  plus  fimple  que  la 
a  a 

précédente.  Elle  donne  xxz=z  -^  (i>^+yy)  S  donc  fi  on  moacMQ 


DH    MATHÎÈMATIQUKf.  3^1 

perpendiculaire  fui  le  petit  axe  CB,  prolongé  sll  cft  n&eflraîrc,&    î^®- 
^  on  nomme  les  coordonnées  CQ,  MQ,  x  Se  y  y  on  «ira  M  Q*  =: 

^  (^^  -f.CQ*j ,  ou  yy  =  ~  ('3'  -f-  x^)  ,  pour  l'équation  aux  co- 
ordonnées du  fécond  axe. 

688.  Si  a  =  b ,  alors  l'hyperbole  fe  nomme  éqtiîlatcrc,  &  on  â 
pour  fcs  équations  ,yy  :=^  z  ax  ^  xx  y-yy  =ix  x  —  aa^  félon 
que  l'origine  des  abfcifîes  cft  au  fommct  ou  au  centre  ,  &  l'équatioa: 
au  fécond  axe  devient  alors  ,..yy^=raa*^dcx, 

68^ .  Si ,  ayant  mené  B  A ,  on  prend  de  part  &  d'autre  du  centre  C , 
CF  =  C/=  B  A  ,  les  points  F ,  /  feront  les  Foyers  de  l'hyperbole.  ^39* 
La  double  ordonnée  D  d  paflant  par  Tun  des  foyers ,  fe  nomme  le  pa- 
ramètre, &  les  lignes  F  M, /M  menées  de  ces  points  à  ceux  de  la 
courbe  ,  fe  nomment  Rayons  veBeurs. 

Celapofif,  ladiftanceCF=  /fa ^ -1-3^;.  Donc  FA  X  Fd  =  ..: 
(  ^f  (aa-\-bb)'^a)  (^  (aa^-  bb)  -f-  a)  =  bb.  Le  fécond  demi-axe 
de  tkyperbok  eft  donc  moyen  proportionel  entre  les  deux  diftances  de 
l'un  clés  foyers  aux  deux  fommets. 

L'ordonnée  DF=— VCû*-*-**  —  tf";  =  — 5  donc  le  para- 
a  tf 

mctrc  F  =  D  ^  =  ^^ =  ^ — •  H  cft  donc  troifieme  proportionel  au 

a        .2"^ 
premier  &  au  fécond  axe!  On  appelle  paramètre  du  fécond  axe  une- 
ligne  q  troifieme  proportionelle  au  fécond  ic  au  premier  axe. 

^9©..  Si  l'on  fait  entrer  TexprefTion  du  paramètre  dans  les  équa- 
hb  ^  ,  hh  . 

tions  à rhyperbole ,  yy  =  —  fi  a  x  4-  a:^;  . .  .yy  =>  ~  (  *x  -tf  ay  » 

onaurayy=5:~riflJ«r4-;caf;....y:y=  —  f  x  x  —  a  ûJ.  De  même 

réquationyy  =a  —  (bh  -^xx)  qui  convientau  fécond  axe,  lichangc 
.  bb 

tncélc'ci...yy=  —  (l^^'^xx)=z—  ({ap-i-xx). 
•'■'        p»  p 

69i.SohCV  =  Cf=CyOniimsiTU::z/(yy^xx--zcx+ec) 

=  tï—  û  ,  &  /M  =  ~  -H  tf.  Donc /M  -  F  M  =  2  tf.  Ainfi  dans 

a  u 

rhyperbole  la   différence   des  rayons    veneurs   eft   partout  égaie   au 
premier  axe. 

On  tire  de-là  une  manière  facile  de  décrire  une  hyperbole  dont  les 
axes  foicnt  za^ibAl  faudra  prendre  un  intervalle  F/=  zv  (a>  a-^bb)  ^ 

Bbir   • 
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me  pittâ  grtadc  portion  J'hfperbole;  on  en  fiieta  «ne  ettr^mité  à  ran 
des  foyers ,  au  point/,  par  exemple  >  de  manière  qu'elle  puifle  tourner 
Ubrtmem  autour  de  ce  peint.  Ôh  prendra  énCuite  un  £1  F  MO  ég^ 
en  Ibngueur  à/M  O  —  i  a .  On  fixera  Tune  des  extrémités  de  ce  fil 
au  point  O  de  la  règle ,  &  Tautre  au  foyer  F.  (îcla  élit ,  on  écartera  la 
ttpè  de  rax€  autant  que  le  fil  F  MO  pourra  le  permettre ,  &  «6  Ten 
approchera  enfuite ,  ayai^  foin  de  tenir  toujours  ce  fil  ttûéi  Pài  k 
iHoyen  d'un  ftyle  M  <)ui  coidtf  le  lon^  iê  U  règle /M  O.  La  courbe  dé- 
crite dans  ce  mouvement  ftt  le  Ayte  M  ^  ftra  une  branche  hyperbo- 
lique AMy  puifque  la  dliférence  des  rayons  yeâ^eors  (èra  par^tout 
égale  au  premier  axe. 

ëft.  Cette  même  pfopriété  peut  ferVit  à  jfhêner  la  tâtij^te  Mt  en 
M  ^int  cjuelcdnque  M  de  Thyperbole.  En  effet  ^  fi  l'on  imasbe  Tare 
Mm  infiniment  petit,  en  menant  les  rMVèflS  VeÀeiirs/M ,  fm,  FM» 
Fm^on  prouvera,  à  peu-près  comme  oans  TelIipTe  ,  que  les  aneles 
/m  M ,  M  mF  font  égaux ^  &  que  par  conféqun^  fi  Ton  divirelan*- 
gle/MFen  deux  également  par  la  ligne  M  T ,  ceàe  Hgne  fera  la  tan- 
gente demandée. 

Cela  pofé,  dans  le  triangle /M  F,  on  a.../M:  MF  î:/T:FT  , 
ou /M -f- FM  (—)  :/M  ("H^Sl )  :  :/T  +  FT  (ic)z 


140. 


= = hc.  Donc/T  — c,  ou  G  T  s»—  ,  ce  qui 

XX  X 

donne  cette  proponion  .  .  .  CP  :  CA  :  :  CA  :  CT*  itéd  taquetle 
il  cft  facile  de  trouver  le  point  T  j  &  par  conTéqucnc  de  mener  .la  tan- 
gente M  T. 

691.  On  peut  remarquer  que  CT  étant  égal  i  — ,  il  eft  toujoois 

X  • 

péfîtîf  tant  que  x  Teft.  Aîhfî  tbutcs  Us  tangentes  à  l'hypetbële  «o«- 
pent  Taxe  en  des  points  T  fitués  entre  A  &  C.  Mais  plus  l'abfciflc  eft 
grande  ,  plus  la  ligne  C  T  diminue ,  enforu  qtlVlle  eft  înf  mment 
petite  ou  nulle  lorfque  rabfcific  eft  infiniment  grahdc.  D'où  Ton  voit 
qu'on  peut  mener  par  le  centre  C  deux  droite  C  X  .  C  x  qui  feront 
les  limites  des  tangentes  de  l'hyperbole.  Ces  droites ,  tWnt  ûàûi  àlloils 
bientôt  déterminer  la  pofition ,  s'appellent  les  Afymptous  de  Thy 
pcrbole. 

^54*  ta  foutangente  PT  à=  *  —  —  =  ^^'^^^  ^  ^  \^  tangente 
V\, :ï*— *^—a«*^-^].  a  l'on  mené  la  normale  MN, 


—  (**—««)     ., 

M  aura  k  fosnotmale  PN  sk  a-  _f  ,  te  k  û«r* 

XX  — ad  éa 

X 

Buk  MN  sa  •  [^ -».  *!  ^,»  —  «»;  ]. 


é^f.  La  ligne  AT=:rfw  CT  «tf  —  —  ;  le  fi  l'ôû  irtcfié  A$ 
paraHdc  à  M  P,  on  aura  ""JLZLlS  :  y  :  :  .t  —  "  s  AS  « 
— -—  saii/^.. \    Or  fi  on  fuppo(c  x  infiiiie^j  k  dtiandtt 

^-—  ne  aiiFéreri  pM  «k  Tanit^.  On  itifa  ^onc  âldité  A  Ssî=**  Iroà 

il  fttîc  que  fi  on  mené  A  D  &  A  ^  perpendiculaires  i  C  A  ae  égales  cha- 
ctiDc  au  demî-perit  axe  h^  les  lignes  CD,  Ci^  qui  pàflerone  par  les 
points  D,  <^  &  par  le  centre  C,  feront  lesJirymptotes  de  l'hyperbole 
MAM'^  &:  en  les  prolongeant  en  fens  comtaîre,  elles  feront  eelles 
de  rhyperbolc  oppofëe. 

Si  l'hyperbole  eft  équilatere»  Tangle  I^Citf  fait  par  les  afymptotee 
eft  droit.  Car  alors  DAsAd/ssCA. 

rhvperbole  rapportée  à  fes  afymptotes  a  beaucoup  de  propriëcés  j 
toici  les  principales. 

^9^*  Si  par  uft  point  quelcoaque  N  de  rafyinpnÈ>te ,  on  mené  la  lAI, 
droite  N  n  parallèle  à  la  ligne  D</,  ou  aura  CK(a)iT)  K(b)i\ 

CP(^;c;:NPfî=ï^.DoncNM  =  ^— y,«dM«a=-+y.Par 

conféqucat  NMx M>f  =»  ^***  — y  «*^ a=l> A». 
Or 

Ptiîfqtie  NP»=te£ll\  &  que  MP*  =  ~1*— **.  Madone 

teiijottn  NP  >  M  P.  La  branche  hyperbolique  ne  peut  donc  ja- 
mais fe  confondre  avec  (on  afymptote. 
Elle  s*en  approehe  cependant  de  plus  en  plus:  car  à  lAefute  que 

l'abfcîirc  croît ,  la  difiFércncc  de à  —  i  i  devient  moins 

.ftnilble:  enforte  qu'elle  s'évanouit,  fi  on  fuppofe  *  infinie. 

697.  Menons  M  Q  &  A  L  parallèles  à  Tafymptote  C  d.  Il  eft  &cile  de 
voir  que  les  triangles  DLA,  LCA  font  ifofceles.  Soit  donc  AL 
=  DL=:w...CQ  =  *«"Q^=3^'^**'**  mené  M  K  ^  parallèle  fis 
égale  à  C  Q,  on  aura ,  par  les  triangles  femblables  D  L  A  ,  N  Q  M ,» 
MK  «3  les  proportions  MN  :  DA  :  ;  QM  :LA  »  M/x  :D  A  ;  i 


3P4  LBçOKsÉLéMEKTAIRSS 

IIG.  MK:  DL.  Donc  M  «  x  MNi.DA*::  QB*  X  MK:AL*.  Or 
M n  X M N  =  D A*.  Donc xy^mm^  équation  à  l* hyperbole  entre fes 
afympiotesy  dans  laquelle  m  m  =  ^  fiza  rf-  ^^)  cft  ce  qu*on  appcttc 
la  pidjfance  de  l*  hyperbole*  *i 

142.  6^.  Si  deux  parallèles  F/,  exterminées  aux  afymptotes  coupent  1 
une  hyperbole  aux  points  m,  h,  p ^K,  on  aura  Gp y.p gz=z.Y m% 
mf.  Car  fi  Ton  mené  M  m  N ,  P/?  Q  perpendiculaires  à  Taxe ,  on  aurj 
F  m:  Mm::  G  pi  Vp  ^  mf:  m'N  ::pg:pQ.  Donc  ^mxmfilAm 
X  wN  ::  GpXpg  :  Vp  x  p  Q.  Or  (696)  Vp  xpQ  =  ^^^ 
MmXmN.  Donc  Fmxm/=G;7  X  ;>  |^.  On  a  dooc  aufli  K^  X  K  G 
=fhxhY. 

699,  Si  Ton  fuppofe  que  les  points  p ,  K  coïncident  en  un  feul  point 
D  ,  la  ligne  T  D  r  fera  tangente  au  point  D  ,  &  on  aura  F  m  x  m/= 
Dr  xDT  ScfhxhT  r=:Df  x  DT  =  Fm  x  m/5  donc/A^Am-f^ 
ml  )  =  fm  (m  A-+-  A/;  donc  f  h  z=i^m^  &  par  conféqucnt  TD 
=  D  r.  Or  fi  l'on  mené  DE  parallèle  à  C  f,  ou  ordonnée  à  rafymptotc 
CT,  les  triangles  femblables  TDE,TrC,  donneront  TE=EC: 
Donc  pour  mener  fur  Thyperbole  une  tangente  en  un  point  D  ,  corrcf^ 
pondant  U'jjrdonnée  DE  ,  il  faut  prendre.  ET  =  EC ,  &  mener  parler 
point*  T7  la  tangente  T  D  r. 

700.  Puifqu'on  a  toujours  /A  =  F  m  ,  de  quelque  manière  que  l'on 
mené  la  droite  F/,  les  deux  parties  Fm,/A  interceptées  entre  la  courbe 
&  les  afymptotes ,  feront  toujours  égales. 

On  tire  de  là  une  manière  facile  de  décrire  une  hyperbole  entre  deux 
afymptotes  données  C  T ,  C  r  &  qui  paflc  par  un  point  donné  m. 

On  mènera  par  ce  point  les  droites  F/,  MN  ,  &c.  on  prendra/* 
=  F  OT,  /i  N  =  M  m ,  &c 5  &  les  points  « ,  A ,  &c.  feront  à  l'hyper- 
bole. 

70  î.  Selon  ce  que  nous  avons  vu  f  ^^9  )  >  une  tangente  T  M  r  termv- 
nce  aux  afymptotes  eft  divifée  en  deux  également  au  point  de  contaft 
M.  Or  d  l'on  mené  M  CM',  cette  ligne  fe  nomme  un  diamètre;  la 
tangente  T  M  r  en  eft  le  diamette  conjugué.  Ses  ordonnées  font  des 
droites  mQm'  parallèles  au  diamètre  conjugué  TMrouDC</,&lc 
paramètre  d'un  diamètre  quelconque  eft  une  ligiic  troificme  propor- 
tîonelle  à  ce  diamètre  &  à  fon  conjugué.  On  nomme  encore  premier 
diamètre  la  ligne  MCM'=siCM,&  fécond  diamètre  la  KgneT  M/ 
==  1  TM  =  DC<£==  1  DC. 

7Pi.  Cela  pofé,  il  eft  facile  de  voir  qu*un  diamètre  divife  toutes  fe$ 
ordonnées  en  deux  parties  égales.  Car  NQ:Qn::TM:Mr,&Nm 
=mn.  Soit  donc  CM  =  m  .  .  .  CD  =c  MT  =  «  . . .  C  Q  =:  *> 

QOT  =  y,  onaura  m  :  m:  ;c:NQ=  — ,  Orl^m xm«=TM'. 

Donc  «*  = yy  f  ^  yy  =  —  C^*  -^  ^*)  •  équation  fcmbk- 

ble  à  celle  des  coordonnées  au  premier  axcu 
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m*  FIG* 

Cette  équation  donne  x^  =  —  (y^  -f-  n}).  Donc  (i  on  fait  C  p  =  *  , 

pm:=zy ^  on  aura  yy=  -^  (x^-^n^J,  pour  Téquation  aux  coor- 
données du  fécond  diamètre  CD;  &  on  voit  bien  l'analogie  que  cette 
équation  à  avec  celle  des  coordonnées  au  fécond  axe. 

705-  Soit  maintenant /z  C  A  le  premier  axe  de  l'hyperbole ,  &  fuppo- 
ions  que  BA  rcpréfcnte  la  moitié  du  fécond;  fi  on  mené  DE  ,  TG,  ^43* 
MP  K  perpendiculaires  à  cet  axe,  &  ML ,  r  K  qui  lui  foient  parallè- 
les, les  triangles  MX  L ,  M  f  K,  ODE  feront  égaux  &  femblablcs.  Or 
^  Ton  nomme  C  P  Ci/; . . .  PM  f^; . . .  CE  =  r K=  ML  =  r ,  • . 
MK  =  DE  =  XL  =  j  ,  &  comme  auparavant  C  M  (m)  ....  X  M 

(u)  , . . .  C  A  (a) AB  t'^;,  on  aura  XG=  j-h^,CG  =  a 

•i-/",  &:j;-f-j:tt  -+-r::^:<i,  &  par  conféquent  ai^as  =  h  a 

4-^r;d ailleurs  XL  (s):UL(r):  :MPf  jjiPSas^;  &  PS 

^«*  —  a^       aarr       rr    _  aasr 

=3  -.  =      >>  =  -1    Donc  r  = >  ;  fublfamant  cette  va- 

u  h''  u  s  •  h"^  u 

leur  dans  l'équation  a^-^as^bu-^br  om{J} u — as) (iu — a^) 
=  0.  Otb  u — a  1^  ne  peut  fe  réduire  à  zéro  ;  il  faut  donc  que  b  u —  a  s 
=  0.  Donc  bur=zaSy  &  par  conféquent  arz^ibr.  On  a  donc  CP  : 
DE::a:^::CE:MP. 

704.  Donc  i<»;  les  triangles  CED,  CM?  font  égaux  en  fuffaca 
1»,  Si  l'on  mené  D  M ,  on  aura  DMC,  ou  \  CDXM=lc  trapèze 

hbuu^aaw        ii^  h^        ^        ' 

donc  le  parallélogramme  XX'  confirait  fur  les  diamètres  conjuguh  efi 
égal  au  reBangle  des  axes. 

3«.DE  =  — CP.  Donc  DE»  =— CP*=^*  -+-PM»,  & 
a  a^ 

DE*  — PM»  =Kr.  CE  =  4-MP,  &  CE^  =^MP»  = 

CP»  ^û».  DoncCP»  —  CE*  =tf\  50.  ^^  —  ^*  =  C  P»  +  PM*  — 
DE*  —  C E»  =  C  M»  —  C  DMd  diférence  des  quarrés  de  deux  dia- 
mètres conjugués  efi  donc  égale  a  la  différence  des  quarrés  des  deux  axes. 
D'où  il  fuit  que  dans  l'hyperbole  équilatere  un  diamètre  quelconque 
cft  égal  au  diamètre  conjugué. 

705.  Soit;?  l'angle  D  C  M  compris  par  les  deux  diamètres  conjugués 
on  aura  les  deux  équations  mnjinp  :=:  ab^  m^  <—  n^  z=z  à^ —  ^*  > 
par  le  moyen  defqudles  on  peut  réfoudre  les  deux  problèmes  fuivants. 
'    P&OBLf  !•  Etant doAoés  les  deux  axes a^b  d*une  hyperbole ,  trou- 
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16.    ver  dent  diamètres  conjugués  qui  fafTént  entre  eux  uq  aagtâ  demie/* 
Les  équations  précédentes  donnent 

H  nt  refte  donc  pluyqu'à  trouver  la  dittdlôn  de  l'un  de  ces  diamètres, 
ou  l'angle  M  CP  que  j'appellerai  c.  Or  dans  le  triangle  C  M  ^,  on  a.. . 


tx  mil  fine  :  P  M  =  mj?;«  tf*  Ddnc  CE  =»f-2ji^  ,  &'  éans  k 
triangle  DCE,  ona.  .  .  i:  nxicôfCp-^t)  i^lÈli.  t)'où  fan 
tire  -^--pnfssicofpcoj c  ^^ finvpnc »  &  tanec=^  .   ,  "    ■ 

Probl,  1 1.  Étant  donnés  les  diamètres  conjugbé^  m  &  »  d'Une  hf- 
terbolc ,  &  l'angle  p  qu'ils  font  entré  eux  ,  ttotty«f  les  deul  axtt* 
leur  dtreâion. 

On  a  d'abord, 

1=  •[(  fm».  A»;-Hi^a/fe^ -^-n*;* --^  4^*  «*  «>/• /^;> 

Ottàenfulté, 

^r=^[K«*-»^*;-*-ivr(r«*-f-«*;*-4'»*«**er'i';] 

CSM  a  enfin  la  dire&ion  des  axes ,  ou  Tàngle  #  eomifté  d^s  kfr** 
Wcmc  précédent. 

Mais  il  eft  pHis  (iniple  de  fé  fervir  des  afyniftiJfei.  Par  PexfrAiitéM 

du  premier  diamètre  C  M  on  mènera  T  M  ^  qui  fafTe  qttec  M  Q  l'angle 

14^,  TMQ  =  /»  &  ayantprisTMtïcMr  =  «,  on  mènera  CT,  Cfc 

Alors  fi  on  divife  l'angle  T  C  r  on  deut  égàlenleàt  par  la  ligne  CA» 

on  aura  la  dircétion  du  premier  axe« 
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De  la 'Quadrature  des  Se3ions  Coniques. 

j^€.  ÎLj  a  Quadrature  ezaâe  de  la  plupart  des  efpaces  curviligne) 
étant  fort  difficile  à  trouver,  (û  même  elle  n*eft  pas  quelquefois  impof* 
fibk  ,  comme  quelques  Auteurs  Tout  penféj ,  oi/a  cherché  leur  qua- 
drature approchée*  Les  fériés  ont  été  d'un  grand  ufage  dans  cette  re- 
cherche ',  6c  c*eft  pour  pouvoir  nous  en  fervir ,  que  nous  ajouteroas 
quelque  chofe  à  ce  qui  en  a  été  dit  dans  les  Éléments  d*  Algèbre. 

797.  On  appelle  Terme  général  d'une  férié  ^  rezprefïîon  algébrique 

2ui  donne  chaque  terme  de  cette  férié  ^  par  la  (impie  fubflitunon 
e  la  lettre  n ,  par  laquelle  on  repréfente  tel  nombre  de  germes  que 
l'on  veut.  Par  exemple,  le  terme  général  de  la  férié  i .  d .  ii .  ;i  • 
JO5.  &c.  cft  u*  —  n*  -f-  « ,  parce  qu'en  faifant  ;t  =  i ,  ou  ==  »  ,  ou 
r=  3  ,  &c  j  on  a  immédiatement  les  termes  i ,  6,  21,  &c. 

708.  On  appelle  Somme  générale ,  ou  J'arme  fommatoire  £une  fi* 
net  i'çxpreflion  qui  donne  génér^leineuc  la  foimnc  d'un  nombre  quel- 
conque de  fes  termes.  Par  exemple ,     ^  "^     eft  le  terme  fomma- 

toirc  de  toute  progreflion  géométrique  dont  on  connoît  le  premier 
terme  a  y  le  quotient  ^ ,  &  le  nombre  n  des  termes  ("ij^  J* 

709.  Or  la  fomme  générale  S  d'une  férié  étant  donnée,  il  eft  aifé 

d'en  trouver  le  terme  général  T.  Car  fi  dans  cette  fomme  on  fubftitue 

n  -^  I  à  /z  y  on  aura  celle  de  tous  les  termes  de  la  férié  jufqu'à  celui 

donc  le  rang  eft  /i  —  i ,  inclufivement,  Dor>c  fi  on  foudroie  cette  fomr 

me  que  J'appçUç  s  de  la  fomme  générale  S ,  on  aura  le  terme  gêné- 

H^  "H*  n 
lalTsE^S-^'j,  Par  exemple,  fi  S  = ,  ^m  aur^  T3=«;  & 

fi  on  fuppofe  S  =  — ,  on  trouyera  T  =  n  ^*  '. 

7!o.  Mais  il  n*cft  pas  à  beaucoup  près  ^uffi  facile  de  trouver  la  fom- 
me générale  ,  quand  on  connoît  le  terme  général.  Voici  comment  on 
Mut  réfoudre  ^p  prQlîlén)e  d^ns  un  Cf^s  ^({c^  étcfulu  dont  npos  aurons 
beioin. 

Soit  T  uns  &néHon  quelconque  ratioBelle  du  nombre  n  des  termes 

ouT  =sztfn'^«f»Âa^-««4-dcc <4^#;  il  s'agit  de  trouver  la  fom- 

ine  S  de  cette  férié, 

^our  cela  je  fuppofe  que  ..... 

fc  iiibftituaoc  /z  - 1  au  lieu  de  a,  je  tr«uy«  que 


I 
40a  Leçons  ÉLéMKNtAisss 

&  Tare  dliptîciuc  MBj  puifqu'on  ay  =  —  |/  C^«f — ^9)»  «  nî^ 

^  i 

(omuaii  comme  pour  le  cercle  >  on  trouvera  que  cet  e(pace  =  f. 

(a  ;f-*-  —  — &c  ).  Or  fi  on  décrit  une  demi  -  circonférence 

6a       401Z' 

ANB'a  ddnt  le  rayon  foit  a ,  on  anira  refpace   CB'NP=:tfjr-^ 

îl iî &c.DoncCBM*P:CB'NP::^:ii::AMP:ANP; 

6a        4041' 

cJi'o/m^in^^  î^  "ût  que  U  furface  de  l'ellîpfe  eft  à  celle  du  cercle  conftruit  fur 
gf^^fttjtijt  foû  grand  axe  :  :  A  :  tf.  Or  la  furface  de  ce  cercle  =  tf *  «•,  en  fuppo^ant 
cL'^.-%'-i^  ^  rapport  du  diamecrc  à  la  circonférence:  :!:«-,  Donc  la  iar£i£c 
ifOL^^si  ct^»  de  rellipfe  entière  szab*  ^  Veft-à-dire  ,  *  eft  égale  à  la  furface  d'un 
^if^u^JiL/tMJ^fttxAn  dont  le  diamètre  feroit  moyen  proportionel  entre  les  axes  de 
'iu.ChccA^'»^   iTcUipfc,  -  •    •    -  -  •         '  •' 

^y^T^^a^'K'  On  voit  auflî  qu'un  fcûcur  quelconque  SAM  eft  au  fcdcur  circo» 

faire  corrcfpondant  S  A  N  :  :^  :  û  ,  puifquc  les  triangles  S  P  M  ,  S  N  P 

font  entre  eux  :  :  P  M  :  P  N  :  :  ^  :  «• 
I^O*        715.  PrppofonS'Uous  maintenant  de  quarrer  l'espace  parabofi^ 

AMP. 

Si  on  nomme  AP  (x)^  PM  (y)  ,  le  paramètre  (p)  ,  e  vm 

portion  infiniment  pe^e  de  rabrcLlTe  A  P  ,  on  trouvera  par  le  mène 

raifonnement  qije  ci-deiTus,  î'efpace  APM  =  ^  yfpe-^-e  V  ip«-h 

aif  ipe-^e^  ^pt  .  .  .-^  e  V  p  x=:  eUpeli"^  -i-x^  -{'O-k- 

j^^'¥s^'^..r^(j)']=(^)'y.eVpe  =  \e^p'x^t' 

i 
=  I  *  Vj?  X  =c  f  ;py.  Donc  refpace  parabolique  A  M  P  eft  les  Jeox 
tiers  du  redangle  circonfcrit  APMN>  &  par  conféquent  refpace 
AMNeneftlc  tiers. 
^47*      71^-  II  ^ov^  reftc  à  trouver  la  quadrature  de  Thypcrbole.  Orfiwi 
rapporte  les  coordonnées  C  ?>  P  M  f^r^y^  au  fécond  axe  C  B  ,  on  aua 

y^=^  -t;  y/  f^^H-*^^,  &çn  faifant  le  même  calcul  que  dans  le  ccr- 
b 

a      ,          x^          x^ 
^         de ,  on  trouvera  quç  Tcfpace  ACPM=-7-  (^^'^tt 77  + 

x^ 
■  ,■  '     -?-  i£c).  II  eft  donc  facile  d'avoir  I'efpace  AM  Q. 

717.  Si  l'kyperbole  eft  équilatere,  alors  h^sa.  Se  la  férîc  qW 

x^  x^ 

l'on  vient  de  <!!silcttler  fe  réduit  ii^x-^  -^  -^  ^^^-^^  H-  Uc.  Il  v  a  dooe 

j(a  même  analogie  ei>ttc  l'hyperbole  équifatçre  &  une  hyperbole  quel"  | 

conque  • 


DE   Mathématiques.  >oi 

CDûqûe  >  quW  le  cercle  &  rcllipfc.  Enfortc  que  fi  on  avoît  la  qua.  r  Vf 
draturc  d  une  feule  hyperbole,  on  auroic  aufTi-tôt  celle  4c  toutes  les 


autres. 


7 1  «.  Soie  a  prëfent  C  Q  1  arymptotc  de  rhyperbolc  A  M ,  CD»  :--    148. 
AU   =  «»  fa  ^uiflance,  M  ?  une  ordonnée  y  à  Tarymptotc  Co    ou 
une  parallèle  a  l'autre  afymptote  C  O  ,  il  s'agit  ic  trouver  la  quadra- 
ture de  refpace  afymptQtique  A  DM  P  ,  en  fiippofant  d'abord  que 
I  angle  fait  par  les  afymptotes  eft  droit.  ^ 

.  i^  ^^^f  DP  =  AT,  &  j'imagine  l'efpace  AD  MP  décompofé  en  une 
iniïnité  de  pents  rectangles  dont  les  bafes  foicnt  des  portions  mfinîment 
petites  &  égales  de  l'abrciflc  x.  En  nommant  e  l'une  de  ces  petites  por- 
tions ^  Tordonnée  correspondante  à  la  première  au  point  D  fera 

■— — -,  &  le  premier  redanglc  aura  pour  eiprcffion  le  fe- 

^^^  — T; —  *  ^^*  ^^ûc  Pcfpace  ADMP=em»[  -JL.  +: 

m-^ze  ^  m^t^  ^  ^^  -'*  ^'  ^  ^^  ^^^"^'  ^^  ^^'^^  '^"^^^  *^^* 
fia«5Hons»on  aura  ADMP  =  r»i(  n- j -h  i  -f.  i-t-i-h&c> 


c  m 


^^         \t^        m»         4^*  1        3»i        4;7z* 

+  ±L^.&c.  =  «*  ril-J^  4.^_i[l.;+.  &c.)  = 

5W*  «  2Z72»  3OT>  4m+  ^  — 

m"  log.  (i-h^)=sm^iog.!l±^.  Donc  fi  on  fait,CP  =  r, 
m  m  . 

rcfpacc  AD  MP  fera  égala  m»  log.  ^'y  8çfi  tangle  fait  par  les 
afymptotes  ,  au  lieu  d'être  droit,  ctoît  en  général  a,  on'au'roit  A  D  M  P 

^m}  fin  a  log.  ^^ 
ffi 

7^9*  5î  rhyperbolc  eft  équilatere ,  &  fi  îa  puîfTancerrîT  ,  alors 
l*cfpace  A  D  P  M=  log.  :j; ;  c'cft-à-dire  qu'il  eft  le  logarithme  naturel 
de  rabfcifTe  CP  ;  &  voilà  pourquoi  on  appelle  logarithmes  hyjperboliques 
ceux  dont  le  module  eft  i. 

Ce  même  efpace  feroit  le  logarithme  tabulaire  de  rabfcHTc  C  P  ,  fi 
Tangle  des  afymptotes  étoit  de  15»  44'  15"}  car  appellant  A  le  mo- 
dule 0,4341^448  &c ,  il  faut  que  l'on  ait  m'' fin  a  log,  -i  =  A  %,  ^  j 

Ce 
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or  cette  équation  ne  ptnt  avoir  lictt  que  lorfquc  »r  =  i  ;  &  alori 

on  a  /«<!=:  A  rs»  0^4341^448  &c,  qui  dans  les  Tables  des  fîntts 

naturels  répond  à  15°  44'  i  j''.  Les  logarithmes  ordinaires  repréfcntenc 

■donc  les  aires  a fymptotiques  d'une  hyperbole  dont  la  puifTance  cft  i  > 

&  dont  Vangle  des  afymptotcs  eft  de  %%°  44'  15". 

720.  ^  on  prend  lur  rafynaptote  d*une  hyperbole  quelconque  une 

fuite  d'abfcifles  en  pTogreflîon  géométrique  tt  ç  :  ^  î  :  ^*  ^  :  î'î»  &^» 

les  aires  corr^^fpondarites  formeront  la  progrcilîon  arithmétique  -r:  /»* 

ï         '  ?  '  X 

fin  a  hg  —,  m}  fin  a  log  -^  ^  ni^  fin  a  log  q  .  m}  fin  a  log H 

m  Tft  Ht 

%m}  fin^ilogq^^.m}  finalc(g^  -h  3  nû' fin  a  log  q^  &C. 

m 
-  Aînd  quand  les  abfciflfes  font  en  progreffion  géométrique ,  les  diffé- 
tcnccs  des  aires  afymptotiques  font  éf];ales  ;  &  puifque  la  progreflîon 
des  abfciffes  peut  être  continuée  à  Tinfini ,  il  fuit  que  Tefpacc  compris 
entre  l'hyperbole  &  Ton  afymptote  eft  infiniment  grand. 

S'il  falloir  déterminer  un  trapèze  hyperbolique  ADNQ  qui  fik  aa 
trapèze  A  D  P M  dans  le  rapport  dep  à  ç  ,  on  nommeroit  C  P  f^ « 

^ Q  W »  &  on  auroît  m*  fin  a  log ^  :  m}  fin-aUg  —  :  ipiq'l 

m  m 

-log  —  :  lag-^\  donc  q  log  ^  •=^  p  log -^ ,  ou  log  (^)   =j 
^  m  •  m  m  m 

Joj;  ( —  )  ;  équation  qui  donne 
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VE   QUELQ^UES   AUTRES   COURBES. 


nG^ 


.1  A  RMi  les  Courbes  qui  font  le  plus  en  ufage  dans  la  Géométrie, 
les  Serions  coniques  tiennent  fans  doute  le  premier  rang  :  mais  il  y  en 
a  pluûeurs  autres  dont  il  eft  à  propos  de  faire  mention. 

7X1.  P.  La  Conchoïde  de  Nicomede;  Si  par  un  point  B  prisa  l^^p» 
Volonté  hors  d*une  droite  G  H  on  mené  des  lignes  BQ  M  ,  B  A  D ,  &c» 
telles  que  léars  parties  Q  M ,  A  D ,  &c  foient  égales,  la  courbe  M  D  M 
qui  pafTe  par  les  points  M ,  D  &c ,  fe  nomme  Conchoïde. 

Le  point  B  en  eft  le  PâU ,  la  ligne  G  H  en  eft  la  DlreSirice  ;  &  (t  on 
prend  au-defTous  de  G  H  des  parties  égales  Qm,  A</,  &c^  la  courbe 
qui  pafTera  par  les  points  m  ,  dôcc,  arufi  déterminés ,  fera  la  conchoïde 
infirteure  mdm!  ^  ou  plutôt  la  partie  inférieure  de  la  même  con* 
•choïde. 

712.  Il  fuit  de  fa  conftruélion  i*,  que  G  H  en  eft  Tafymptote  ;  2% 
que  ^  D  en  mefure  la  plus  grande  largeur ,  lorfque  B  A  eft  perpendi* 
culaire  fur  G  H.  Mais  comme  BA  peut  être  plus  grande  ^  ou  plus 
petite^  ou  égale  à  ^A  ,  voyons  quelle  fera  la  figure  de  la  courbe 
dans  ces  trois  cas. 

Dans  le  premier,  elle  fera  telle  que  la  repréfsnte  la  Figure  149;  I49» 
dans  le  fécond  ,  elle  aura   un  nœud  Bndn^  comme  dans  la  Figure  j  ç-q 
ijo,  &  alors  on  Tappelle  conchoïde  nouée.  Dans  le  troifiemc,  le     -V* 
nœud  s*évanouit,  ôc  il  ne  reftc  qu'un  point  de  rebrouffement  en  B,/^.  151,      ^ 
.    7x3.  Pour  favoir  fi  la  conchoïde  eft  du  nombre  des  courbes  algébri-  l$t4 
qties,  foit  mené  PM  pcrpendiculairemenf  fur  AP,  &  foit  ÀD  oa 
QM=  tf ,  AB  =  ^^  P  M  ==;y,  A  P  =  «  :  on  auraP  Q  :  P  M  :  :  A  Q: 
AB,  ou  V  (  AA'-^yy  )  :y::x —  y(aa — yy  )  :  h  jdoncjv  y  = 
(^-hy)  >f  (ùa — yy)\^  ç*eft-là  Téquation  aux  coordonnées  de  là 
conchoïde  fupérieure.  Le  même  calcul  donne  5:^=  (b  -y)  V'  (aa-yy) 
pour  l'inférieure.  L'équation  eft  encore  la  même  pour  la  conchoïde  à 
nœud.  Cette  courbe  eft  donc  algébrique  ,  &  en  débarraflant  fon  équa- 
tion du  radical ,  on  trouvera  que  c'eft  une  ligne  du  quatrième  ordre  , 
ou  une  courbe  du  troifieme  ,  laquelle  a  pour  équation  . . .  y»  4-  i  ^  y» 

On  peut  la  décrire  par  Tînterfeâion  continuelle  d'une  règle  BC  M  1^2; 
mobile  autour  du  point  B,  &  d'un  cercle  décrit  du  rayon  CM  =  tf , 
que  l'on  fera  mouvoir  le  long  de  G  H  ,  de  manière  que  le  centre  C 
loit  toujours  fur  cette  ligne.  Il  luffit  pour  cela  que  la  règle  paiTe  conf- 
tammcnt  par  le  centre  du  cercle. 

724.  On  peut  même  former  ainfî  une  infinité  de  conchoïdes  difFé-   1^0^ 
rentes   Car  fi  au  lieu  du  cercle  on  fait  mouvoir  une  courbe  quelconque      ^  '■ 
CM  Ic^long  de  GFî ,  foh  interfedion  avec  une  règle  BM  n-sobi  e 
autour  du  point  B,  &  affujctric  à  paffcr  par  un  point  ^tç,  Q  de 

Ce  ï) 
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fIG»    l'axe  dlc  k  courbe  CM,  décrira  une  conchoide  dont  il  cft  aî(ï  i€ 

tronvcr  ré.iuation.  En  effet,  (î  on  mène  MP&AB  perpendiculaires 

ïi'3-    fur  la  diredricc,  &  fî  on  fuppofe  A  P  =  ;c>  PM  =y,CP=î, 

CQ  =  j,  AB=^hy  on  aura  P  Q  (^  ^  —  d  ;  :  PM  fy;  :  :  AQ 

^jc^»tf— ^^  :  AB  ('^J;  d'oii  ^  =  i2-4-  7— — ^    Sabftkuant  donc 

cette  valeur  dans  l'équation  à  la  courbe  C  M,  on  aura  celle  de  la  coo* 
choïdeMD. 

Par  exemple ,  fi  la  courbe  C  M  eft  un  cercle  ,  dont  Q  foit  le  centre, 
on  ayy  =  2  <2^  — :(^  ,  qui  donne  at y  =:=.  ( ^Hry  )  V  ( aa^^yy  ) 
pour  réquatictiià la  conchoïde ordinaire. 

715.  Mais.fi  la  courbe  mobile  efl  une  parabole  dont  Téquation  foit 
y^  z:,-=r.  p  ^  ,  alors  y^  -f-  by"-  —  àpy  —  apb  -r^p  xy  devient  l'équa- 
tion de  la  conchoïde  parabolique  dont  Defcartes  s'eft  fervi  pour  ré- 
foudre une  équation  générale  du  fîxieme  degré.  Voyez  fa  Géométrie, 
&lcs  Sedions  coniques  du  Marquis  de  l'Hôpital. 
^S\*  716.  IP.  La  CissoÏDE  D£  DiqcLÈs,  Soit  le  cexclç  ANB«  donc 
le  diamètre  cft  A  B ,  &  dont  QBj  eft  tangente  au  point  B.  Si  après 
avoir  mené  du  point  A  des  droites  A  Q  à  différents  points  de  la  tan- 
gente ,  on  prend  Q  M  =-  A  N  ,  la  courbe  M  A  m  qui  pàffc  par  lc$ 
points  M  ,  m  ainfi  déterminés ,  fc  nomme  Ciffoïde. 

Elle  eft  compofée,  comme  Ton  vok ,  de  deux  parties  (cmblabics  & 

égales  A  M  ,  A  m  qui  forment  en  A  un  point  de  rebroufîcmcnt ,  &  qui 

'    après  avoir  coupé  la  circonférence  aux  points  C ,  c  également  éloignés 

de  A  &  de  B  ,  s'écartent  toutes  les  deux  à  Pinfini ,  fans  pouvoir  jamais 

atteindre  la  tangente  Q  B  ^ ,  qui  eft  par  conféquent  leur  afymptotc. 

717.  Pour  trouver  Téquation  de  la  CifToïde ,  je  mené  O  M  parallèle 

^àAP,&MP,  NG  perpendiculaires.  Je  fais  A  P  =rr  a:  ,  P  M  =::y ,  ft 

A  B  ou  le  diamètre  du  cercle  générateurs=s a.  Puîfqoe  ANi=:MQ, 

^ai  AG  =  PB,  &  AG  (a-^xjiGN  ou  \/  (ax  —  xx)  :  :  A  P  {x)\ 

X  yf  X  x^ 

3?M  (yj  ==  — 7— —  ,  ;  d*oii  y*  =  • > ,.  équation  cherchée    • 

.     "^  M  (a  —  x)  a  —  X      ^ 

713.  Or  cette  équation  fait  voir  i*»,  que  la  ciSoiàç.  cft  une  courbe 
-algébrique  du  fécond  ordre,  2«,  Qu'à  chaque  abfciifc  A?  ,  répoodent 
xleux  ordonnées  égales  PM,  P  wz  ,  l'une  po£tive ,  l'autre  négative, & 
-qu'ainfi  la  courbe  a  deux  branches  parfaitement  égales  &  ferablablcs. 
y  y  Que  lorfqne  jc  =  o ,  y  cft  auifi  =  o  ;  la  courbe  paffç  donc  à 
l'origine  des  abfciflcs.  4*> ,  Que  fi  x  t==s.  \  a,  alors  y  =  ±  |  tf  >  c'cft- 
à  dire ,  que  les  deux  branches  de  la  ciffoïde  coupent  la  circonférence  en 
<les  points  Ç,  également  éloignés  de  A  &  de  B.  Ç**,  Que  Cix=û, 
y  eft  infinie ,  Zc  que  par  conféquent  la  tangente  B  Q  eft  rafymptoïc  de 
•cctÉc  courbe  ,  comme  nous'l'avionsdéla  conclu  de  là  defcriprion. 

La  conchoïde  &  la  ciflbïde  furent  employées  par  leurs  inventeurs 
Kicomcde  &  Diodes  à  trouver  la  Duplication  du  cube.  Problème  cé- 
lèbre parmi  les  anciens  Gépasietr^s  j  mafe  quin'a  piu^  de  célébrité paf- 
mii  les  nouveaux. 
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7^5-  ni«,  La  Logarithmique.  Si  après  avoir  pris  uq  point  A  for    FîCT- 
la  droite  indéfinie  G  H  ,  on  clevc  des  ordonnées  P  Al  qui  aycnt  pour 
loearîthmcs  leurs  abfcifTcs  A  P ,  la.  courbe  B  M  m  qui  paflc  par  les  ex-    ^  5"  5** 
trcniîtés  de  ces  ordonnées  ,  s'appelle  Logarithmique, 

Soir  donc  A  P  t=:  ;c  ,  P  M  =  y ,  m  ==.  le  module  ,  e  =r--  le  nombre 
1.718^818,   dont  le  logarithme  hyperbolique  eft  i  ,  on  aura;>f= 


X 


ml  y  :=rT-:  X  le ,  ou  y"  2="  c    »  qui  donne  y  "  c  "* ,  équation  de  la  lo- 
garithmique. 

Elle  fait  voir  r%  que  cdltc  courbe  eft  du  nombre  des  tranfcendantcs  ; 
x°  ,  que  lorfque  x  =  o  ,  y  ou  A  B  =  i  j   3",  que  fi  x  ==  A  E  = 


1 


=:  A  B  ^=  I ,  y  ou  E  F  =  e  "*  ,  &  qu'ainfi  en  faifant  E  F  =  ^  ,  o» 

X 

aura  toujours  y  •==  a   3  d'où  il  fuit  que  fi  les  abfciiTes  forment  la  pro- 

greffion  arithmécîaue  ~-  î  ,  z  .  j .  4 .  &c ,  les  ordonnées  formeront  la 
progrcffion  géométrique  -H-  a'  :  tf*  \  a}  :  «^  &c.  La  logariAmique 
s'étend  donc  à  Tinfini  au-dclfus  de  A  P 

Mais  ^. on  prend  fur  A  Q  des  aUfcifies  négatives,  x  =  —  1  ,  x  =3 

—  X  ,  jt  =  —  5  ,  &c  ,  les  ordonnées  deviendront  fucceffiveraent  — ^ 

u 

—  ,  — ,  &c,  c*eft-à-dire  ,  que  la  courbe  a  une  brandie  infinie  B  O 

qui  s'approche  de  plus  en  plus  de  la  diredrice  ou  de  Taxe  G  H ,  fans 
pouvoir  jamais  Tatreindre. 

730.  La  propriété  la  plus  remarquable  de  la  logarithmique  eft  que 
fa  foutangentc  eft  toujours  de  la  mcmc!  grandeur.  On  le  prouve  avec 
la  plus  grande  facilité  par  le  calcul  différentiel  :  voici ,  en  attendant, 
une  démonftratîon  à  peu-prcs  fcmblabte. 

Soit  menée  l'ordonnée  mp  infiniment  proche  de  M  P  ,  &  foit  pro- 
longé le  petit  coti  Mm  pour  avoir  la  tangente  ]yiT.  Cela  pofé,  fi  on 
mené  M  r  parallèle  à  l'axe ,  &  fi  on  nomme  i*p  (  e),  mr  (ij^  on  aura 

*H-<  =  A./Cy-H/^=A  .  l  y  (  i  -h-^)  =  A  /y  -f- A 
(  —  — -i —  &c  )  ;  donc  pnjfque  x  =  A  /  y  ,  il  faut  que 

y     ^^y'     .  3y' 

t  -srrz  —  (\ j- &cj  Mais  k  quantité  i  étant  infini- 

y      .''y  jy'  ... 

tncnt  petite,  fes  puiflancesi*,  /î  ,  &c, doivent  être  rcjeitécs  ;  on  a 

ev 
donc  -f-  ou  PT  =  A.   La  Joutangente  eft  donc  toujours  égale  au 

module  \  &  puifqu*en  général  x-=r-.  k  ly  y\\  eft  clair  que  dans  deux 
iogaritlimiqucs  différentes^  les  abfcifToç.  des  nwnics  ordonnées  font  com- 

C  n) 
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riG.  me  les  foutangcntcs ,  oa  ce  qui  revient  au  même ,  les  logarithmes  içs 
mêmes  nombres  dans  difFcrcnts  fyftémes  font  entre  eux  comme  les  moda- 
les. On  peut  voir  dans  un  petit  Traité  de  Keil  fur  la  logarithmique  ,  com- 
ment il  en  a  déduit  les  régies  du  calcul  des  logarithmes. 

'I  r5«  7  M  •  IV**.  La  Cycloïde.  Si  un  cercle  A  G  roule  for  xme  droite  Aa» 
jufqu  a  ce  que  le  point  qui  touchoit  d*abord  cette  droite  en  A ,  la 
touche  encore  en  a  ,  ce  point  décrira  une  courbe  ,  appellée  Cycloïde  ou 
Roulette,  ou  Trochoïde.  Les  travaux  de  Pafchal  »  d'Huyghens  ^  des 
Bernoulli  ^  &c  ,  ont  rendu  cette  courbe  fort  célèbre. 

Ce  fera  une  cycloïde  ordinaire  ,  lorfque  ce  cercle  générateur  n'aura 
d*autre  mouvement  que  celui  de  fa  révolution.  Mais  s*il  a  de  plus  on 
mouvement  de  tranflation  dans  le  même  fens  ^  le  point  A  décrira  une 

^S7*  cycloïde  accourcie.  Si  ce  mouvement  cft  en  fens  contraire,  la  cycloïde 
fera  allongée. 

il  f  8.      Or  il  cft  clair  que  dans  la  cycloïde  ordinaire  la  Bafe  A  û  eft  égale 
à  la  circonférence  du  cercle  générateur;  qu'elle  eft  plus  courte  dans  la 
cycloïde  accourcie ,  &  qu'elle  eft  plus  grande  dans  la  cycloïde  allongée. 
Le  diamètre  B  C  du  cercle  générateur  fe  nomme  Y  Axe  de  la  cy- 
cloïde,  lorfqu*il  eft  perpendiculaire  au  milieu  de  fa  bafe.  Le  point  B 
,  en  eft  le  Sommet  :  ainfî  B  C  cft  fa  plus  grande  hauteur.  • 

'^5 ^'  731.  Cela  pofé^  menons  M  P  perpendiculaire  fur  B  C  ,  &  tirons  îc$ 
cordes  égales  MF  &  OC;  nous  aurons  F  C  =  M  O  5  donc  puifquc 
FC=AG— AF  =  BOC  — FKM=BOC-OLC  =  BI0, 
il  cft  clair  que  la  partie  MO  de  l'ordonnée  MP  cft  toujours  égale  à 
l*arc'  correspondant  6 1 0  du  cercle  générateur.  D'ailleurs  l'autre  partie 
G  P  eft  le  hnus  du  même  arc  ;  donc  appcllant  MP  {y)  ,  B I G  ('«j, 
on  aura  pour  Téquatîon  à  la  cycloïde  ordinaire  ,y  ==  w^^ fin  tu 

Et  pour  la  rendre  plus  générale ,  on  fera  M  G  =  -BIO  ce  qui 

c 
convient  à  la  cycloïde  ordinaire  ,  ou  accourcie  ,  où  allongée ,  fuivant 
que  b  eft  égal  ^  ou  plus  petit  ^  ou  plus  grand  que  a  5  enforte  que  Toa 

aura  y  ±3  —  u  -^fin  u.  La  cycloïde  eft  donc  une  courbe  tranfcendance. 

A 

[ï  r9'       "^^  ^'  ^^^^  mener  ^u  Joint  M  la  tangente  M  T ,  on  imaginera  l'arc 

^^'  infiniment  petit  M  m ,  l'ordonnée  mp  ,  8ch  petite  ligne  Mr  parallèle 

à  latangemic  O  T  au  point  G  de  la  circonférence  du  cercle  générateur. 

Gn  aura  donc  MO=  —  BIG,  ^  m,o  =  -^  .B  I  ^ ,  ce  qui  donnf 
a  a 

m  r 33  —  G  0«  D'ailleurs  par  les  triangles  femblables  oa  a  zn  r:  M  r:  i 

MGxMr        ^ 
MO  5  O  T  =58      b  T        ^s-j-MOsnBIO,  Il  faut  donc  prcu- 

dre  fur  la  tangente  au  cercle  générateur  la  partie  OT  =  BIO«  & 
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Skiener  par  les  points  M  &  T  la  ligne  M  T  qui  fera  la  tangente  de  la    YlGê 
cycloïde ,  foit  ordinaire  ,  foit  accoarcie,  foie  allongée.  Dans  la  pre- 
mière cependant,  la  condrudion peut  être  (impliiiée ;  car  puifque  MO  / 
=  BI  0  =  OT  ,  on   a  l'angle  TOP  ,  ou   x,BOP=2  TMO;          ^ 
c'eft-à-dire,  quV/ze  droite  MT  parallèle  à  la  corde  OB   efi  nicejfair' 
rement  tangente  aw  point  M  de  la  cycloïde  ordinaire.. 

734-  Maintenant  foîcnt  menées  la  ligne  indclînic  BQQ'  petpendî- 
culaireà  Taxe  B  C,  &  Q^ ,  Q'  m  parallèles  au  même  axe 5  oaaura  par  les 
triangles  femblablcs,  wi^  :  M^  ^  on  Q' Q  :.  P/?  r  :  OP  i  B  P  5 
donc  Q'  Q  X  B  P  =  P;? X OP ,  oa  MmQ'Q^: P;?  o.O  j  &  par  con- 
féquent  lefpace  ctrculaire  BIOP  =^QM,&  le  demi-cercle 
B  G  C  B  =  B  D  A  B.  Or  le  re<flangle  A  B  dans  la  cycloïde  ordinaire 
^fl:  quadruple  de  ce-  demi-cercle  5  donc  tefpace  cycloïdal  efi  triplé. 
^  cercle  générateur, 

735.  Si  au  lieu  de  prendre  im  point  de  la  circonférence  di>  cercle 
pour  décrire  la  cycloïde  j  on  Te^t  pris  au-dedans  ou  au-dehors  du  cer- 
cle ,  alors  la  couroe  décrite  eût  été  une  autre  cfpcce  de  cycToïde  ;  &  il 
au  Heu  de  faire  router  un  cercle  fur  une  droite ,  on  Teut  fait  rouler 
fur  la  circonférence  d' cm  autre  cercle,  alors  la  courbe  décrire  par  ua 
de  fes  points  eût  été  du  genre  de  celles  que  Ton  appelle  Epicycloïdesm 
Nous  ne  pouvons  qu*inaiq[uer  ces  objets. 

7  3<>.  V®.  La  QuADRATRicE  DE  DiNOSTRATE.  Suppofons  qu^une  T/foL 
droite  A  G  tangente  en  A  fe  meuve  uniformément ,  parallèlement  à 
«lle-mcme  le  long  du  diamètre  Aa ,  &  qu'au  même  inftant  qu'elle 
part  du  point  A  ,  le  rayon  A  C  tourne  uniformément  autour  du  centre 
C  vers  le  point  E,  de  manière  qu*itfe  confonde  avec  C£  au  mo- 
ment où  la  droite  A  G  s*y  confoiWra  aufll ,  nous  aurons  par  l'interfec- 
tion  continuelle  de  ces  deux  lignes  une  courbe  AAÎD.  >  appelléc 
Quadratrice^ 

Il  fuit  de  cette  defcriptîoii  qu'un  efpace  Quelconque  A  P  parconrin 
par  la  droite  A  G  eft  à  l'arc  circulaire  A  B  décrit  dans  le  même  temps. 
par  l'extrémité  du  rayon ,  comme  \m  autre  efpace  A  C  parcouru  par  " 
cette  droite  eft  à  l'arc  corre(pondant  A  B  E  décrit  par  le  rayon.  Fal- 
fant  donc  AP  =  A:,PM=.y,  A  B;=i^,  AC  =  û  ,  ABE  =  (;/o<>  =(:,  oa 
aura  !">  ^  X  ',  a  \  i  u.  \  c  II  Tangle  A  CB  ;  Tanglc  A  CE  j  donc 
ex 

On  aura  1»,  CP  :  PM:  :  CA:  A  f>,  ou^  a^^xiy  :  laitangu  » 

donc  y  ==    '         tang  —  5  &  ce  fera  l'dquation  aux  coordomiées  de 

a  a 

la  quadratrice ,  lorfque  le  point  A  fo?a  f  orrginc  des  abfcilfes. 

737.  Mais  fi  on  met  leur  origine  au  centre  C  ,  en  faifant  CP=ï*i. 
X  c  X  X  c  X 

.90  aura  .. .  •y  =  — tangCc^  —  )  =  — cot —  =     •     •     9.    •« 
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^^^*    X  r  tf H ,  —  &c.  )  a H r  —  to. 

ifl'     .    1.3.4.42^  _^         itfî         1.3.4.0^ 


CJC       c  x 


, SCc. -4 to. 

tf       i.j,a'         1,3.4.5  a*        ^  a        %.^,a^         x.î.4.Jtf* 

,   ^       DoxK  lorfquc  A?  fera  zéro,  y  qui  deviendra  la  hajt  CD  ,  aura  pool 
.100.  VI*  , 

cxpreflîon  —  ;  d*od  il  fuît  que  fi  la  bafc  de  la  quadratricc  était  une 

fois  connue ,  on  auroît  auffi-tôt  la  quadrature  du  cercle.  Ceft  ce  qui 
a  fait  donner  à  cette  courbe  le  nom  de  quadratrice. 

7  3  8.  Si  on  décrit  diï  centre  C  &  du  rayon  C  D  le  quart  de  cercle 

D  L  K  ^  fa  longueur  fera  égale  au  rayon  C  A  ;car  —  :DLK::it:f> 


c 


aa 


donc  DLKisza.  On  aura  auffi  P  C  =  Tare  L  D  5  car  —  :  K  L 

c 

i:am;  d'od  KL  =  je  =  AP,&PC  =  LD. 

735*  Prenons  maintenant,  des  abfciffes  négatives  A  P'  ^  &  ,fub(Htuons 

leur  valeur  dans  la  première  équation.  Elle  deviendra  y  =— - — 

c  X 
tang  — ,  ce  qui  donne  des  ordonnées  négatives  P'  M',  Ainfi  la  courbe 

A 

a  une  branche  A  M' ,  dont  on  trouvera  que  la  droite  Q  N  menée  à  la 

diftance  AQ  =;  a  eft  Tafymptote ,  en  fuppofant  y  infinie  5  car  alors  oft 

ex  ^, 

trouvera  que  tang  —  =  ao ,  &  que  par  conléquent  x  =  tf . 
ti 

Si  après  s*ctrc  confondus  avec  CE,  la  droite  AG  &  le  rayon  C  A 
continuent  de  fc  mouvoir  Tune  en  defcendant  vers  a ,  Tautre  en  tour- 
nant dans  le  m^rae  fens ,  il  eft  vifible  que  leur  intcrfedion  décrira  la 
partie  D  a  de  la  quadratrice. 

Il  eft  vifible  auffi  que  G,  on  pouvoit  décrire  géométriquement  cette 
courbe ,  on  auroit  immédiatement  tous  les  angles  d'un  nombre  donné 

de  degrés,  par  exemple,  de  — 90*».  Il  n'y  auroit  pour c«la ^  qu'àdi* 

m 

vifcr  A  C  au  point  P  ,  de  forte  que  AP  fut  à  A  C  :  :  i  :  m;  car  alors  me- 
nant l'ordonnée  P  M  4  ade  rayon  C  B  ^  Tangle  A  C  B  feroit  =  ~  50'  5 

tn 
•puifque  x  \  ai:^u;  ç  ix\  im. 
\6l*      ^^^'  VI°,La  Spirale  o'Archimede.  On  appelle  ainfi  la  courbe 
*  C  K  M  A  décrite  par  un  point  C  qui  fe  meut  uniformément  le  long  du 
.    rayon  C  A  ^  pendant  la  révolution  uniforme  de  ce  rayon  autour  du  cen- 
tre C  j  de  manière  que  lorfque  le  rayon  a  parcouru  la  circonférence 
entière ,  ce  point  fe  trouve  confondu  avec  le  point  A. 
M  après  avoir  prolongé  le .  rayon  CA^  on  lui  tait  faire  i»e  féconde  ré» 
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Tolntion,  le  point  C  coonnuanc  de  s'éloigner  de  roripnc  de  (on  mon- 
yement  décrira  une  féconde  Spirale  ^  puis  nnc  troifieme,  &  aînfi  de 
fuite  »  ou  plutôt  toutes  ces  fpirales  ne  feront  qu'une  feule  &  même 
courbe  ,  dont  les  révolutions  peuvent  fe  multiplier  à  Tinfini* 

741 .  Cela  po(2  ,  l'ordonnée  CiVI  (y)  eft  au  rayon^  C  A  (a)  :  :  l'are 
Afi  N  qui  eft  l'abfciile  correfpondante  ^  &  que  j'appelle  jc,  efb  à  la  cir* 
conféience  entière  A  B  N  A  ,   que  j'appelle  ir.  On  a  donc  y  sa 

—  pour  l'équation  à  la  ffirale  &Archîmede.   D*ou  il  fuit  1%  qac 

c'cft  une  courbe  tranfceivîanre  ;  i®  ,  qu'elle  pafle  par  le  centre  da 
cercle  générateur  5  j»^  qu'elle  paffe  âulïi  par  le  point  A  ;  4<» ,  que  fi 

on  fait  X  s=  )r  -H  x'  ,  l'équation   deviendra  y  :=i  a  ^ ,   fie 

Îiu'ainfi  en  donnant  à  :r'  les  valeurs  qui  font  entre  o  &  «* ,  la  (pirale 
cra  une  féconde  révolution  qu'elle  termirera  à  l'extrémité  d'un  rayon 
double  du  premier.  Elle  en  fera  une  troifieine ,  une  quatrième  ,  &c  » 
fi  on  £aît  x=iîrH-Ar",  jr  =  3  ir-H^:"',  &c. 

74X.  Pour  mener  à  fon  point  M  la  tangente  MT ,  on  imapnefa  le 
rayon  Qmn  infiniment  proche  du  rayon  CM  N,  &  après  avoir  décrie 
un  cercle  du  rayon  CM  on  mènera  CT  perpendiculaire  à  CM: pub 
on  aura  par  les  triangles  f^mblables  Mmr,  mTC,^r:Mr::  CM: 

CT=  ^^'  ^\  OrCM  =  -^ABN.&  Cm  =  i.ABiij 

mr  sr  «• 

DoncCm  — CM,oumr=  -^N/i;  &  puifque  a  :  jr:  :Nii:  Mr, 


on  aura 


—  =  -i =s  -•!.  s=  — ,  &  la  foutaagentc  C  T 


2!_  SX-  ^  ;  mais  fl  :  y  :  :  x  :  l'arc  OQM  =  *^  ;  donc  la  fou- 

tangente  C  T  doit  être  prife  égale  à  l'arc  circulaire  O  Q  M, 

74^  VIK  La  Spirale  paraboiique.  Si  on  prend  fur  un  rayon 
quelconque  CNune  partie  N  M  moyenne  proportionelle  entre  l'arc 
A  N  &  une  ligne  donnée  p ,  la  courbe  qui  pajîcra  par  tous  les  points 
M  ainfi  déterminés ,  fera  la  Spirale  parabolique. 

Soit  donc  AN=:ç,  CM=y,AC==tf,  &  on  auray  =  tf  — 
V  p  X  ;  équation  qui  en  fubftituant  çr  -4-  jp  ,  i  sr  -4-  Jf ,  &c ,  au  lieu  de  x , 
fait  voir  que  cette  courbe  peut  faire  une  infintté  de  révolutions  autour 
du  centre  C ,  &  que  par  conféqiient  elle  eft  du  nombre  des  fpirales. 

744.  VIII^  La  Spirale  hî>erboliqite.  Jefappofc  que  du  point 
C  pris  pour  centre  fur  l'indéfinie  C  P  ,  on  décrive  des  arcs  A  G  ,  Q  M  > 
PO,  &c ,  égaux  en  longueur  ,  &  que  jar  Icors  extrémités  G ,  M,  U 


I 

.     .     ,  i 
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ÏIG.   &c ,  on  fiiffc  paffcr  une  courbe  C  K  G  M  O.  Ce  fera  une  Spirale  hypar* 
Bolîque»  ' 

Il  cft  ai(2  de  voir  que  {\  on  élevé  une  droite  A  R  parallèle  à  Tare 
C  P ,  &  qui  en  foit  éloignée  d'une  quantité  C  B  =  A  G  =  rf  M  = 
PO,  &c ,  cette  droite  fera  rafymptote  de  la  (pirafe  hyperb^qUc , 
parce  qu'elle  ne  peut  la  rencontrer  que  IcMrfque  k  rayon  C  M  cA 
infini. 

745.  Soit  le  rayonCA  =  fl,  AN  =  fl:,CM="y,  AG=  QM, 

&c  =  ^;  on  aura  x  :  B  :  :  a  7  y  y  qui  donne  x  y  =zahy  équation 

femblable  à  celle  de  l'hyperbole  entre  ks  afymptotes.  Or  fi  on  ap* 

pelle  TT  la  circonférence  dont  le  rayon  =â  ^  &  u  on  fubClitueàx  les 

valeurs  ?r -4- a;  ,  ur-f-Jnr msr-H**  on  aura  fucceffivcmcnt 

ah                   ab                                       ^^  «..    «  - 

y  ==:  . >  y  =  — —  ....  y  = .  D  ou  on  voit 

que  plus  rabfcifTe  eft  grande ,  plus  l'ordonnée  eft  petite ,  &  que  cdk^cî 
ne  devient  nulk,  que  lorfque  m  eft  infini.  LafpiraU  hyperbolique  fait 
donc  une  infinité  de  révolutions  autour  de  fon  centre  ,.  avant  que  d'y 
éwriver. 

74tf .  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  la  (butangcnte  C  T ,  3f 
pour  cela  imaginons  la  ligne  Crm  infiniment  proche  de  C  M ,  &  l'arc 
mq'y  menons  enfujte  CT  perpendiculaire  à  C  M,  qui  rencontre  en  T 
la  tangente  T  M ,  &  nommons  Q^q=:rm=.ii  nous  aurons  y  -f- / : 

i  :  :  y  :  Qr= ^,  Donc  rM  =  ^—  — ^  =  ^5 or 

y  -*-  z  y^i         y-hi 

rm  :  rM  :  :Cm:  CTj  donc  i: :  :  y-f-i  :  CT  =  ^.  Aîniî 

dans  la  Spirale  hyperbolique  la  foutangente  efi  confiante  ^  comme 
dans  la  logarithmique  f  730^. 
m^A  747-  IX°.  La  Spirale  logarithmique.  On  nomme  Spirale  loga- 
^*  rithmique  la  courbe  qui  coupe  fous  un  même  angle  tous  les  rayons 
C  M  tirés  de  fon  centre  G^  enforte  que  la  tangente  M  T  fait  toujoms 
un  angk  égal  avec  le  rayon  C  M ,  de  quelque  côté  qu'on  le  fuppofc. 
Cette  courbe  a  pluficurs  belles  propriétés  que  Ton  ne  peut  bien  détuillci 
que  par  les  méthodes  du  calcul  différentiel  &  intégral  dont  nous  aUon» 
bientôt  faire  connoîrrelcs  principes. 
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DES  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 


dN    conftruîfant  Téquation  .  ..  .y*=:iiï*  — xje,  nous  avons    FI6» 
trouvé  C^j^ç)  qu'il  en  réfultoit  un  cercle  dont  le  diamètre  étoit  ta: 
ce  cercle  cft  ce  qu*on  appelle  /e  Lieu  géométrique  de  l'équation  •  .  ^ 

748 •  ïn  général,  le  Lieu  dune  équation  eft  la  ligne  décrite  d'apjis 
U  rapport  du  x&  des  y  que  cette  équation  renferme. 

Ce  rapport  entre  les  coordonnées  fert  de  bafe  aux  conftrudions  géo- 
métriques ^  &  la  théorie  qui  enfeigne  à  réfoudre  ce  genre  de  problèmes 
eft  également  îngénieufe  ^  utile. 

^  On  a.  vu  Y  N®  457  &  fuivantsj  la  manière  de  conftruîre  les  équa* 
tioQs  déterminées  :  nous  allons  nous  occuper  maintenant  de  la  conf» 
trudion  des  équations  indéterminées.  On  appelle  ainfi  toutes  \e% 
équations  à  deux  variables,  &  on  en  diftingue  les  degrés  par  ceux 
des  plus  hautes  puiflances  auxquelles  ces  mêmes  variables  font  élevées. 
Commençons  par  les  équations  indéterminées  dû  premier  degré. 

74p.  Toute  équation  de  ce  genre,  peut  être  repréfentée  par  cclle- 

Cl  .  .  .  ,  ay^zàx-^cs  d'où  on  are  y  =  —  H ,  Il  s  agit  donc 

a  a. 

de  trouver  le  lieu  géométrique  de  cette  dernière  équation. 

Soit  APla  ligne  des  abfciflcsjc,  dont  je  Gippofc  Toriginc  au  point  ^^. 
A;  foit  P  M  une  ordonnée  y  qui  faffe  avec  A  P  un  angle  donné  quel-  lo  J# 
conque  A  P  M. 

Cela  pofé ,  fi  je  prends  fur  A  P  une  partie  déterminée  A  B  que  j'appel- 
lerai a  ,  &  fi  je  mené  parallèlement  à  P  iW  une  ligne  B  D  que  j'appel- 
lerai b  y  il  eft  évident  qu'une  droite  indéfinie  ADN  menée  par  les 
points  A  &  D  ,  formera  deux  triangles  fcmblables  AB  D  &  A  P  N ,  qui 

bx 
donneront  .  .  .  tf  :  i  :  :  ;t  :  P  N  =  — ,  Donc  la  ligne  A  N    fc- 

a 
roit  le  lieu  cherché,  fi  l'équation  propoféc  étoit  fimplement  .... 

bx 


Mais  à  caufe  de  —  qu'il  faut  ajouter  au  fécond  membre ,  les  y 
doivent  être  augmentées  de  cette  quantité  :  il  faut  donc  trouver  une 
ligne  qui  ait  pour  cxprcffion  —  H ^  Or  en  élevant  au-deffus  de 
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A  P  QM  droite  A  E  parallèle  à  P  M  &:  qui  foit  égale  à  -^- ,  &  en  nraq 

par  le  point  £  uoe  ligne  indéfinie  M  M' parallèle  à  la  ligne  A  N  ^  il  cA 

clair  que  Ton  aura  P  M  oay  =  PN-f-NM==  —  •+•— :  auquel  cas 

la  droite  MM'  eft  le  lieu  géométrique  de  l'équation  donnée. 

5ila  quantité  —  eft  négative,  il  faut  alors  diminmcr  les  P  M  de 
a 

cette  quantité  ;  ce  qui  eft  aifé  à  faire  ,  en  menant  A  E'  au-deflbus  de 

A  P  ;  &  en  tirant  par  le  point  E'  une  parallèle  à  la  ligne  A  N.  Ccxxit 

parallèle  M  M"  fera  le  lien  de  Téquatiôn  .  .  .  y^sz i-^ 

■a  a 

Sa  partie  OM  répondra  à  la  'Valeur  pofitîve  de  y,  &  (on  prolonge* 
incnt  OM"  répondra  à— y.  On  peut  donc  conclure  généralement, 
que  la  ligne  droite  efi  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  équations  indiur" 
minées  du  premier  degré. 

Voyons  maintenant  quel  eft  le  lieu  des  équations  indéterminées  da 
(ccond  degré. 

7^0.  Toutes  ces  équations  peuvent  être  ramenées  à  la  fbrmide 
générale 

y^  -^axy¥'lx^'^cx  +  dy  -♦-/=  o. 

D*od  il  fuit  que  la  conftru6tion  de  cette  formule  fera  connoitre  gêné- 
fatement  la  nature  des  courbes  exprimées  par  des  équations  du  fécond 
degré,  quel  que  foit  d'ailleurs  Tangle  des  coordonnées. 

Or  pour  conftruire  plus  facilement  cette  formule ,  commençons  par 

la  Amplifier  ,  en  fai(ant  • .  •  v  -4-  — '•  -f =  u.  Nous  aurons  .... 

X  ^ 

«*  =  J'*  -f-  tf  Jf  y  H-  ^y  -+-  i  tf  <^  «  .•+•  ^  fl*  5C*  -H  i  ^*  ;  ce  qui 
donnera 

,  u^^(h—\a^)x^^(c-^\ad)x^f^\d'T=^o. 
I  ©0-  Conftruifons  maintenant  l'équation  .  .  .  y  -^^  ax^\d^s^u'yU 
pour  cela,  menons  A  B  =  7  i/parallclc  à  P  M,  &  au-deffousde  AP, 
Jorfque  d  eft  pofitif  :  menons  enluite  B  O  parallèle  à  A  P  j  nous  aurons 
dé)a M  Orrry-^^diiX  faut  donc  augmenter  M  O  de  la  quantité  J  at 
pour  avoir  une  ligne  que  nous  plaidions  appeller  u. 

Or  fi  on  prend  fur  B  O  une  ligne  B  E  de  telle  grandeur  que  Ton  ror 
dra ,  en  failant  B  E  =  m,  8c  en  menant  E  F  =  {  ^  m  parallèle  à  P  M ,  (je 
-    manière  que  par  le  point  B  &  par  le  point  F ,  on  tire  ane  droite  indéfinie 
B  F  N ,  on  aura  deux  triangles  ftmblables  ^B£F&:  BON  qui  donne- 
ront O  N  sxî  f-f  5  donc  la  ligne  M  N=  i/. 
Soitàpréfent  BN=^»&:la  ligne«connueBF  =  »  j  on  aura  .  •• 


h 
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z  n    :  :  X  :  :f  ;  donc  x  =s  —  {  ^  d'où  on  déduira 


Cela  Pofé ,  il  peut  arriver  .  i*»,  que  3  =  ~  a*  ,  auquel  cas  y*  •♦«^ 
#xy-i-ix*  cft  un  quarré  parfait;  x*»,  que  ^  foit  plus  grand  que 
-^  a*  ;  ?®  ,  que  ^  foit  plus  petit  que  ^  <i*,  Ainû  la  dernière  équation  eft 
fufccpribie  des  trois  formes  fuîvantes  .  .  •  * 

i£»-  Aî-f-B  =  o..,a*-f-Af.Bî(-C=:o...tt»— A«*-B^  — C=o, 
Reftc  donc  à  la  conftruire  fous  ces  trois  formes. 

La  première  fait  voir  que  la  courbe  cherchée  rencontre  la  ligne  B  N 

à  on  point  C  tel  que  BQIeû:^  égal  à  -^;  car  alors  u=so»  &  par 

A 

conféquent  ^  devient  — ^ 
A, 

B 
Soit  doncCN  =  r;  on  auraBN  =BC  -H  CN,  ou^=' — hr; 

ta  fttbftituant  cette  valeur  de  ^ ,  on  trouvera  •  .  .  a*  =  A  r  ,  équa- 
tion au  diamètre  C  N  d'une  parabole  M  C  m ,  qu'il  fera  trcs-aife  de 
décrire,  puîfque  l'on  connoit  le  paramètre  A  de  fon  diamètre,  fort- 
une C  de  ce  diamètre  ,  &  l'angle  AlN  C  qu'il  fait  avec  fes  ordonnées. 
751.  Concluons  donc  généralement  que  toutes  les  fois  que  Us  trois 
premiers  termes  y*-haxy4-bx*  de  P équation  générale  du  fécond 
de^ré  forment  un  quarré  j^arfalt ,  cette  équation  appartUtit  à  la  pos' 
rahole. 

La  féconde  forme  fous  laquelle  nous  devous  confîdérer  Téqua- 
don  préparée ,  eft  u^  -j-  A  ç*  — •  B  ^ —  C  =s  o  ;  &  fi  nous   faifons 

\ —  =r,  nous  aurons  l'équation 

^        .   .BB-f.4AC    "      . 
u^^Ai—-^^^-t^) 

qui  appartient  évidemment  à  rellipfe ,  &  qui  étant  comparée  à  réqua4 

tion  (6%%)  .  .  .  y*  =  —  (m^-^x*)  »  donne  pour  les  valeurs  dçé 

demi-diani^etres  conjugués 

I  BB 

m=-^  v^(^B-^.4Ac;...a  =  |VC4C-^-^;. 

z  A  A 

B 
D'où  il  fuit  qu*en  prenant  BC=  — ,  &  en  décrivant  une  ellipic   itf'j,- 

lA  *- 

dont  le  centre  foit  C ,  &  dont  les  demî-diamctres  conjugués  foie»! 
CD  =  in,&CG  =  /z,  Qcttc  cUipfc  fera  le  lieu  cherché» 
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tlG.        7f2.  En  général,   toutes  les  fois  que  h  eft  plus  grand  que  là^S^ 
r équation  générale  du  fécond  degré  appartient  à  l'cUipfe, 

Sous  la  troifîcme  forme,  cette  même  équation  appartient  à  Vhy^ 
>             B 
pcrbole;  car  fi  on  fait .^  H =  r,  on  aura,  en  fubftinunt  cccto 

valeur  dans  «*  —  À^*— B^  —  C  =  o,  réquation 
A/  i   .    4AC  — BB. 

ji|ui  exprime. le  rapport  des  coordonnées  d*une  hyperbole  dpnt  le  ccntro 

Jt  6S*    C  eft  éloigné  du  point  B  de  la  quantité  C  B  =  —  , 

%  A 
Mais  fiiivant  que  4  AC  eft  plus  grand  ou  plus  petit  que  BB,  il 
iapt  comparer  cette  équation  avec  Tune  des  deux  équations  fuivaiitef 

n  m 

dont  là  première  exprime  le  rapport  des  coordonnées  au  fécond  dia4 
jnetre  (70%).  Celle-là  donne 

I  PR 

%A  .A 

Aînfi  en  décrivant  une  hyperbole  M  G  m  dont  le  premier  diamctti 
CG  =:m ,  &  le  fécond  C D  =  « ,  on  aura  le  lieu  cWché  pour  1*^ 
quation  propofée  ,  dans  le  cas  de  4  A  C  >  B  B. 
;    Si  BB  au  contraire  eft  plus  grand  que  4  ACj  on  comparera  Vti 

^  ^nation  ci-dcifus  avec  la  féconde y*  ==  —  (x^^m^)^ 

éc  on  aura 

'"^  -L.^rBB-.4ACJ  .  .  .  n^\V(^-AC); 

U'(Jp.  ce  qui  donne  toute  efpece  de  facilité  pour  décrire  l'hyperbole  MDm» 
qui  dans  le  cas  de  4  A  C  <-  BB  ,  eft  le  lieu  géométrique,  de  l'équation 
générale. 

7J3.  Il  fuit  dc-là  que  toutes  les  fois  que  h  eft  plus  petit  que  \z*,la 
formule  des  équations  du  fécond  degré  appartient  h  Vhypériole. 

754-  Mais  lî  par  hafard  le  terme  y*  manquoit  dans  une  équation  do 
fécond  degré  ,  comment  venir  à  bout  de  la  conftruire^  ' 

On  fuppoferoit  d'abord  le  rcfte  dcFcquation  divifé  pari,  cocfficiMt 
«e  A*,  &  on  auroit  un  réfultat  de  cette  forme  .... 

x^  +mxy'^nxH'Py'^q=:o. 

Puis  oh  fuppoferoit ;c H-  HLl  ^  JL—u,  &  on  auroit,  en  fubffi*    1 
-tuant  ...... 
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^nation  à  l'hyperbole ,  qui  fe  conftruiroic  cotome  la  formule  .  •  • 

«*  — Aj^—Bç-— C=o. 

Et  fi  on  fuppofoît^=o,  alors  les  deux  quarrés  des  coordonnées 
manquant  dans  léquation  à  conftruire  ^  on  n  auroîc  plus  qu'une  quan- 
«té  4Ï^  cette  forme  .... 

ary-+- OT  ;c  4- «  y — /»  =  o 

qui  appartient  à  Thyperbole  rapponée  à  Tes  afymptotes  ,  comme  il  eft 
aifé  de  s'en  convaincre  par  la  conftrudion  qui  mit. 

Soit  ^  -H  n  =  «  ;   on  aura  .  .  uy^mu^=mn^p.  Soit  y  -H 
w  =  :j  ;  on  aura  u^  =  mn+p  .  .  .  Soit  prolongé  AP  vers  D  }uf-    ITO"^ 
gu*à  ce  que  AD  foit  égal  4  «  >  &  foit  mené  D  C  =  m  ,  parallèlement 
à  P  M  ^  de  manière  que  par  le  point  C  on  puifle  mener  une  droite 
indéfinie  C  Q  parallèle  à  A  P. 

Cette  conftruétton  une  fois  faite  ^  il  eft  clair  que  Ton  aura 

MQ=y-f-m  .  .  .  CQssjtrH-/». 

Donc  Cy-f-m^'fjif-f-«^  =  mrt-f-;>  ;  équation  à  Thypcrbole  dé- 
crite entre  les  afympcotes  CK  &  CQ,  en  fuppofant  qu'elle  aiç 
mn  -^p pour  puillance  (6^7), 

Or  cette  dernière  équation  eft  préci(?ment  la  même  que  xy  -jm 
mx  'h  ny  —  j?=:  o ,  dont  nous  cherchions  le  lieu  géométrique. 
,  7'f^.  De  tout  ce  qui  précède,  on  doit  conclure  que  tout€  équation 
indéterminée  du  fécond  degré  appartient  à  une  JiBion  cortique  ;  &  que 
pour  en  connoître  l'efpece^  il  fuâît  d'avoir  égard  aux  trois  pre- 
miers termes  y*-i-  a  x^  -f-  3  ^*  de  la  formule  générale  de  cts 
équations. 

Refumant  donc  les  diverfes  fuppofitions  que  nous  avons  faites,  nous 
dirons; 

1%  Que  fi  ces  trois  termes  forment  un  quatre  parfait ,  ou ,  ce  qaî 
revient  au  même ,  fi  ^  =  ^  û*,  l'équation  appartient  toujours  à  la  para- 
bole. Donc  fi  ^  =  0,  ou  s'il  ne  reue  des  trois  premiers  termes  qucy*, 
l'équation  appartient  encore  à  la  parabole.  On  voit  que  la  même  chofe 
auroit  lieu ,  s'il  n'y  avcît  Amplement  que  ^. 

II«,  Si  b  coefficient  de  «*  iurpafic  j  a"- ,  quarré  de  la  moitié  du  coef- 
ficient de  *y,  réquation  eft  alors  à  l'ellipfe.  Il  faut  dans  ce  cas-là 
que  le  terme  qui  renferme  x^  foit  pofitif. 

Remarquez  que  l'ellipfe  peut  devenir  au  cercle  dans  deux  cas.   1*,   lo'J* 
Lorfque  CD=CG,^u  A  =  i ,  &  queTangleC  NM  =  B  C  G  eft 

.   droit.  Alors   B  E»  =  B  T*  -H  F  E*  ,  ou  m*   sss  ;î»  H-  tJ!L  -, 

4 


ne- 
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m" 


&  puifquc  A  =  I  fi=:  C3  —  J  iz*;   — ^  ,  bn  a | 


n" 


»* 


J  --=5 —  -+-  ^  tf*  =j  I.   Ainfî  réquatîon  à  conftrmrc  aurolt  ccac 
nû 

forme y*  -H  tf  ary  -h  *^  -+-  c  a:  -j-  </y  -f-/=  o, 

&  elle  apparticndroit  au  «crcïe ,  tant  <|uc  l'angle  B  N  M  feroic  droit. 

X»,  L'cllîpfc  devient  encore  un  cercle,  fi  fl  =  o,(i  A  =  i,  &  fi 
l'angle  A  P  M  cft  droit  :  car  alors  Téquation  devenant .  . .  y  *  -f- r*  -H 
cx-t-</y-h/^=o,  on  voit  bien  qu'elle  doit  appartenir  au  cercle  « 
.  It  que  ce  cas- là  Tuic  immédiatement  du  précédente 

III''.  L*équation -générale  des  équations  du  feccMid  degté  ap^anienr 

à  l'hyperbole,  lor(que  dans  (es  trois  premiers  termes,  y*  -l-^xy  -f- 

^  t  X- ,  le  coefficient  b  eft  plus  petit  que  \  a*  ,  quatre  de  la  moitié  an 

coefficient  du  terme  xy.  Si  b  eft  négatif,  l'équation  cft  donc  encore  à 

l'hyperbole  ,  &  fi  ^  =  i  ,  l'hyperbole  eft  équilatere. 

Si  l'un  des  deux  quarrés  >  y*  ou  x^  manque,  le  rcdangle  xy  refv 
tant  toujours  ,  la  courbe  eft  encore  à  l'hyperbole  5  &  fi  les  deux  qnar- 
zés  manquent  à  la  fois  ,  alors  l'équation  doit  fe  rapponer  aux  afymp- 
lores, 

75e.  Ilpeutarrîve(  que  Inéquation  propofée  ne  foit  pas  réeUement  du 
IccoiAi  degré ,  &  qu'elle  appanicnne  à  la  ligne  droite.  Telle  eft  Té- 
4)Qation  .  .  .  y^  —  ^y-f-  ^  jc*  =3=  tf*  ^  mais  alors  la  fedtioiL  coniqae 
qu  elle  repréfcotc  3  dégénère  en  ligne  droite  ,  comme  on  fcnt  bien  qoc 
çda  doit  avoir  lieu  pour  une  parabole  dont  le  paramètre  feroitoul, 
^  qui  par  conféquent  £è  confondroiç  avec  Ton  axe. 

7j7«  Si  par  hafard  l'équation  propofée  impliquent  quelque  contn* 
éiôfon ,  le  calcul  le  feroit  bientôt  connoitre ,  par  les  opérations  qnll 
indicjaeroit  ;  comme ,  par  exemple ,  en  condui(ant  le  calculateur  à  dé- 
crire on  c&rdc  d^un  rayon  imaginaire ,  &c,  &c«  Ces  détails  fuffirooi 
pour  l'intelligence  des  problèmes  fuivants. 

Réjolucîondes  Problêmes  indéterminés  du  fécond  degré. 

PROBLEME    I. 

171.       758.  Lis  deux  points  A  &  B  étant  donnés,  trouver  la  courbe 
.  AÀIB,  telle  qu'en  menant  de  l'un  quelconque  M  de  fespomtSj  ks 
droites  M  A  &  MB  ,  l'angle  AM  B  foie  toujours  le  même. 

Soit  mené  MP  perpendiculaire  fur  AB,  ft  foit  AP  =x  .  .  .  . 
PM=:y    .    .    ...    AB  =  tf    ....    r<iiï^  A  MB  =  t,  on  aura 

w«^  AMP=  — ,  &  tang  BMP=:^Î^.  Doncr  =  f  — -f-^— Js 

y  y  y     y 
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f  1  —    «: — -— ^  )  i  ce  qui  donne   .    .    .   y»  -f.  «?  —  ii  ^^  — .  —  « 

=  oj  ^qaatioa  au  cercle  que  Ton  peut  conftruîre  aînfi. 
Soit  d'abord  cette  équation  écrite  ious  cette  forme  •  .  .  . 

Soit  divifé  enfuite  A  B  par  la  moicié   au  point  F ,  par  lequel  on 
mènera  £  F  SSSS9  ^  perpendiculaire  fur  A  B  ;  puis  du  centre  £  &  du 

jàyon  E  A  r=  V  f  Ja*  H ^  ; ,  foît  décrit  le  cercle  A  M  B.  Il  dl 

clair  que  ce  fera  le  lieu  de  l'équation  trouvée  ;  car  en  menant  £  Q  pa« 
lallelc  à  AB,  on  .aura  •  .  .   EQ=  Ja  — x  .  .  .  MQ=i£=y— • 

~  .  Donc  &c, 

Puifquc  E  F  =5  -1 ,  l'angle  A  E  F  doit  être  égal  à  Tangle  A  M  B  j 

donc  fi  on  tnene  A  T  ,  de  manière  que  Tangle  T  A  B  foit  égal  à  l'angle 
AM  B  ^  la  lig«c  A  E  perpendiculaire  fur  A  T  rencontrera  E  F  au  cen- 
tre dtt  cercle  cherché. 

PROBLÊME    11. 

75^.  Imaginons  que  la  Kgtie  droite  AB,  d*une  longueur  donnée»    17^^ 
R  meuve  £ns  l'angle  BCA,  de  manière  que  fes  extrémités  A  &      '    * 
B  reftent  toujours  (ur  les  côtés  de  cet  angle;  il  s'agît  de  trouver  la 
courbe  décrite  par  un  point  déterminé  M ,  pris  fur  cette  ligne  AB. 

Soit  toené  M  P  parallèle  à  A  C ,  &  foit  C  P=x  .  .  .  PJVl  =by  .  .  . 
AMsm  .  .  .  BM  =  n  .  .  .  co/ AC  B  =  co/MPB=<r;  on  aura 

BPr=s^»  &  le  triangle  M  PB  donnera  ("580; 

m 


équation  qui  appartient  évidemment  à  l'ellipfe. 

Pour  la  conftruîrc ,  foit  y  —  ^-^  =  a  j  on  aura  1,  en  faifant 

m 


fn  MPBs=^  ...  a*  4- x^  —  ri^  =0.  Ayant  âbAc"]frîi  arbî- 

trairement  CH^mgy  Bc  tapkéE^  s=z -L^  ,  p^iJléremcnt  à  AC^  fi 
on  tire  C  F  Q,  ou  aura  QM  ss  a. 


Dà 
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Soit  donc  CFr=/,  &  C<2  =  î>  On  aura^  «=  ^  ;  donc  it»  s^ 

^lfl€!  (tJ2l^  i*).  Ainfi  les  diamètres  conjugués  CO  &  C6 

feront  rcfpcékivcnicnt  exprimés  par  *^^ —  &  par  »  ;  &  puifquc  Ton 
<;onnoît  l'angle  G  C  O ,  il  cft  fticile  de  décrire  rellipfc  (6%^). 

Si  Tangle  ACB  étoit  droite  Téquation  primitive  deviendroît  •  .  . 

y»  asK  —  Cm*  —  **J  5  auquel  cas  elle  apparticndroit  à  une  elliptê  qui" 

ifi 
ànroitm  &  n  pour  demi*axes.  On  peut  donc  décrite  par  ce  procédé  tmast 
«Ilipfe dont  les  axes  feront  donnes \  le  premier  étapt  défiené  par  xa^ 
&  le  fécond  par  1 3»  ou  prendra  A  M  =  le  ;  .  .  MB^ifi:  /^  &  an  fera 
mouToîr  la  droite  A  B  entre  les  côtés  d'un  éqaerre.  Le  point  M  décnni 
ie  quan  de  Tellipre  demandée. 

PROBLÈME   IIL 

^73*  ^^®'  ^*  parabole  N  A  K  étant  donnée,  trouver  le  tien  de  tons  Ici 
points  M  tels  qu'en  menant  les  deux  ungentes  NM  &  KM  »  l'angle 
qu* elles  formeront  foit  toujours  égal  à  un  angle  donné. . 

Menons  MP,  KL  &  NQ  perpendiculairement  fur  l'axe  AQ,ft 
fuppofons  A P  =  ;(p  •  .  .  PMasy  .  .  .  NQ==r  .  .  KL=ic  .  .  . 
4c  paramètre  de  la  parabole  z=ip  .  .  .  tanglÙ/LK  =  t  j  &  nous 
aurons,  à  caufe  des  triangles  femblablcs  TPM,TNQ,&SPM, 
4  L  K  >  les  proportions  fuivantes. 

xr*  f*  itt*  II* 

P        ^         P  ^  P  P     ^ 

Donc  lyifsrrif* — pxy  &  iLuy:=zp-x  —  K*»  Ajoutant  &  fouf- 
ttayant  ces  dfeut  équations  «  on  trouve  pour  réfultàt  .  .  .  iy  =  { 
—  tf  .  .  •  {*-+-«*  —  i/jjtf=3  4y».  Or  la  première  donne  .  .  •  ' 
^»  -H  K^<«-iXtt^as.4y^;  donc  ut[=z  px.  Cette  jîquation  jointe  a 
celle-ci  •  .  .  j  —  «  =  ly ,  exprime  que  les  lignes  MK  &  M  N  tou- 
chent la  parabole.  Ilnerefte  donc  plus  qu'à  fiitt  eafbne  que  l'angle 
NMK  (oit  confiant. 

Or  NMKsstNTQ  +  KSLs  &  fuifque  tang  NTQ=^-^ 
3=  ^  se  .^  ^  &  que  tang  KSL  =  ~  ,  on  a 
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d'où  l'on  tire  .  .  .  lc(jkX'^p)  =  u^i.  D'ailleun  puifque  j  -  « 
==:  ly  »  oa  en  déduit 

donc  a  j;,  oapx=— y*-+-r'  (x^^^p^i  8c  otdonkunt,  on  obdcM 
enfin 

éqiution  à  rhyperbole  que  Ton  peilt  (conftruîre  aînfî. 

P  P^ 

Sok  X  —  J;)  —  -i-jssj;,  on  aura  .  .  »  .  y»  =  i»  [|;*—  -£_ 

fr*  4- 1^  ]  ;  &  comparant  cette  équation  à .  i .  y*  =  —  C  **•"'»*  J  ». 
on  trouvera  en  appellant  s  le  (mus  de  l'angle  NMK, 

Diminuant  donc  les  x  de  la  quantité  ACss^p  ^  -^^  >  &  décH*  « 

Tant  une  hyperbole  dont  k  premier  axe  D<f=im^&le  fécond 
s=  1  n  ,  cette  courbe  fera  le  lieu  géométrique  de  Téquation  trouvée. 

On  peut  remarquer  i-°,tque  fi  Tangle  NMK  étoit  obtus,  la  taa<« 
gente  t  fcroit  négative  :  mais  cela  ne  chat^eroit  rien  à  l'équation , 
parce  qu'elle  ne  renferme  que  des  puiiTances  paires  de  ti  d'oii  il  fuie 
Que  des  deux  branches  hyperboliques  M  D  m  &  M'  dm' ,  l'une  fatis- 
tait  au  problème  dans  le  cas  od  Taii^le  donné  eft  aigu  ,  3c  l'autre  dans 
le  cas  où  cet  angle  feroit  obtus  $  &  u  eft  clair  que  c'eft  la  plus  éloignée  , 
M  D  m ,  qui  convient  au  premier  cas. 

On  peut  remarquer  i<>  »  que  fi  l'angle  donné  étoit  droit ,  la  Hgne 
cherchée  fcroit  la  dire£briçe  même  de  la  parabole  ^  en  forte  que  fi  do 
chaque  point  de  cette  direâricç  on  mené  deux  tangentes  à  la  parabol^ 
Fangte  qu'elles  formeront  fera  toujours  droit. 

PROBLÈME    IV. 

7^1.  Faire  paffer  une  feâion  conique   par  cinq  points  donréi   ^J^ 

Par  deux  de  ces  points ,  me&ons  la  ligrit  A  B  >  &  tirons  d:s  autres    ' 
points ,  les  perpendiculaires  C F,  D.H,  GE  fur. cette  ligne.  Sappofon» 
enittite  que  i'équadon  de  la  fcâion  conique  cherchée  de 

Ddij 
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&raifonsAF=p  .  .  .  FC  =  ^  .  .  .  AG=;>'  .  .  .  GEssrj'  .•  • 
AH  —=5  /'-  .  .  DH=s:^"  .  .  .  AB=p'".  Il  faudra  que  lorf- 
quex  =  o,  on  ait  jr  =  o:  aiaiî  |r  =  03  ce  qui  réduit  l'équadon  i 

Enfiiitc,  fclon  que  x=i7,  ou  p' ,  ou  p",  ou  p"' ,  on  a  ys^, 
ou  —  q\  ou  ç" ,  ou  zéro  4  ain£  on  a  les  quatre  équations  fuivantès 

d'où  l'on  tirera  les  Valeurs  des  quatre  inconnues  è^c  ^d^f^qm  étant 
fubftituées  dans  l'équation,  .  .  ay^^&xy-hcx*  -f-  ^a:  -♦- V^y  =  o, 
donneront  l'équation  de  la  courbe  cherchée  ,  après  avoir  diviié  par  a. 

il  n'y  aura  donc  plus  qu'à  conftruire  cette  équation  par  les  princ^ 
d^a  connus. 
'       On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  la  résolution  d'un  problème 
femblable  pour  les  lignes  du  troifîeme ,  du  quatrième  degré  «  &  ainfi 
de  fuite. 

71^1,  Cette  même  méthode  peut  fcrvir  à  trouver  par  approxinoa^on 
la  loi  qu'obfervent  entre  elles  plufieurs  quantités  liées  enfemblepar 
de  certains  '  rapports  i  6c  On  l'appelle  alors  la  Méthode  des  inter- 
polations. 
g:^y  •  SiippofQUS ,  pgr  exemple  ^  les  trois  quantités  B  C  ,  D  £ ,  F  G  déco- 
dantes de  trois  autres  quantités  AB,AD^AF:  il  s'agit  de  trouver 
en  général  une  loi  qui  uni/Te  ces  ûx  quantités. 

Pour  cela ,  imagmons  la  ligne  indéfinie  A  B  D  F  ,  dont  nous  regar- 
derons les  parties  A.B ,  A  D  &  AF  comme  les  abfciflcs  d'une  courbe 
CEM'G  ,Sc  fuppofbns  que  chaque  ordonnée  y  eft  une  fonélion  iodé- 
tcrmittéc  A-f-B^-hCx*-!-  &c  de  l'âbfcifle  correfpondante.  fOo 
prendroit  quatre  termes  pour  exprimer  cette  fondion ,  s'il  y  avoit  qua- 
tre quantités  données,  BC,DE,PM&FG,  &  ainfî  de  fuitc^. 

Cela  pofé ,  puifque  Ton  a  dans  cet  exemple  yrr:A-PBjc-f-Cx*, 
on  fera  AB==:rtf  .  .  .  BGc=:^  .  .  .  AD  =  tf'  ...  DE 
ms.'k'  .  ,  .  AF=ïfl"  .  .  .  FGs=*",cc  qui  donnera  les  trois éqoa- 
^ons  fmvantes.  ' 

fc:A4-îû4-Ca* . . ,  4'- A-+-Btf '4- Ca'tf ' . . .  A''==  A-t-Bii''-HCiV, 

par  lefquelles  on  déterminera  les  coefficients  A ,  B ,  C  >  ce  qui  donnera 
'ime  équation  approchée  de  la  courbe  CM:  aind  on  pourra  trou^ 
irer  une  quantité  A  P  qui  dépende  d'une  autre  quantité  P  M  «  de  la 
même mantete  que  AB  dépendTde  BC  «  &4)ue  A  D  dépend  de  D  £;  « 
qui  eft  réciproque. 

715^.  On  peut  trouver  auffi  par  la  même  méthode  l'équation  appro- 
chée d'une  courbe  que  l'on  auroit  tracée  au  hazard  fur  le  papier. 

H  fu£t  poftr  cela  x%  d'Abalfier  des  perpendicolsùics  de  di^écçfl» 
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points  de  cette  courbe ,  5c  fur- tout  de  ceux  où  elle  change  te  ptus  de 
concavité  ,  fur  une  droite  quelconque ,  que  Ton  prendra  pour  ligne 
des  abfciflès.  i^.  De  fuppofer  que  Téquation  de  la  courbe  tracée  eft  de 
cette  forme  .  .  .  y  =  A  -i-  B  jc  h-  Cx*  -h  D  x^  -f-  &c  ,  dans  laauelle, 
on  fera  entrer  autant  de  cocHiciciits  indétermmés  que  Ton  aura  aoaifTé 
de  pexf  endiculaires  fur  la  ligne  des  abfciires  :  après  quoi  on  détermi- 
nera ,  conune  ci-deflus ,  les  coefficients  A  >  B  ,  C ,  D  »  afin  d'obtenir 
une  équation  approchée  de  la  courbe  en  queftioa. 

Réfolution  des  Problêmes  déterminés  qui  ne  pajfent  pas  U 
quatrième  degré. 

7^4.  £unt  données  deux  équations  indéterminées  du  fécond  degré,, 
on  peut  conftmire  feparément  leurs  lieux  géométriques ,  en  leur  don'» 
nant  la  même  ligne  des  abfciires,  la  même  origine,  &  le  même  angle 
des  coordonnées.  Dans  cette  fuppofîtion ,  il  eft  clair  que  les  4eux  cour- 
bes fc  couperont  en  des  points  tels  que  les  ordonnées  correfpondantes 
à  ces  points  feront  les  racines  de  l'équation  déterminée  que  Ton  auroit 
en  reduifant  les  deux  équations  données  à  une  feule  qui  ne  renfermât 
plus  .que  X  ou  y. 

Réciproquement,  étant  propofée  «ne  équation  détermittéc  du  troiCeme 
ou  du  quatrième  degré  à  réfoudre  ^  fi  on  prend  deux  équations  afPeâée» 
l*une  &  l'autre  de  deux  inconnues  x  ic  y  ,  telles  qti*en  éliminane 
une  de  ces  deux  inconnues,  on  trouve  l'équation  propofôe,  il  eft 
évident  qu'en  conftruifant  feparément  les  hcux  de  chacune  de  ces. 
deux  équations  indéterminées ,  les  points  d*inKr[câion  des  courbes  qui 
en  réfulteront,  auront  chacun  pour  l'one  de  fes  coordonnées  una 
valeur  de  l'inconnue. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation  générale 

**-f-fljc*-|-3*^-f-C4f-*-i=o; 

£  on  fait  x^  =r  p  y  jt  on  aura  l'équation 

qui  appartient  à  une  fedîon  conique  «  de  qui  étant  conflruite  avec  fa 
parabole  exprimée  par  l'équation  x'*--=szpy  ^  coupera  cette  courbe  en 
des  points  dont  les  abfcifTes  correfpondantes  feront  les  valeurs  de  x. 

Si  l'équation  propofée  a  quatre  racines  réelles ,  les  deux  fcâîons  qû'iî 
faudra  conftruire  ^  (ê  couperont  en  quatre  points.  S'il  n'y  a  que  deux 
.  racines  réelles^  il  n'y  aura  que  deux  interférions  entre  hs.lievx  trouvés  ;, 
&  fi  toutes  les  racines  font  imaginaires,  il  n'y  aura  aucun  point  d'bter- 
feâion.  Au  cas  enfin  qu'il  y  eut  quelques  racines  égales,  les  deoK 
courbes  fc  toucheroient  en  un  ou  deux  endroits» 

Dduj.. 
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REMARQUE. 

7^5.  II  peut  arriver  cependant  que  Wquation  ait  des  racines  récite  > 
&  que  les  courbes  ne  fe  rencontrent  pas ,  ou  qu'elles  fc  rencontrent  en 
moins  de  points  que  l'équation  n*a  de  racines.  Ceft  une  exception  cjui 
donne  lieu  à  une  difficulté  dont  on  peut  voir  les  détails  &  la  réfolutîon 
dans  les  Inftitutions  analytiques  du  P.  Riccati.  Nous  n'înfifterons  pas 
fur  cet  objet,  ne  devant  propofcr  dans  les  problêmes  fuivants  aucun  cas 
qui  foit  fujet  à  une  pareille  exception. 

PROBLÊME    I. 

y 66.  Etant  données  deux  droites  a  &  ^,  trouver  deux  moyencs  pro- 
portionelles  x  Scy  entre  ces  deux  lignes. 

Puifaue  Ton  a  par  la  fuppofition  -îf  ^  :  *  y  î  ^>  o^  en  condara 
d'abord  que  jc*  =  a  y ,  &  que  y^  z=hx.  Ainff  en  conftruifant  les  pa- 
raboles oui  foroient  les  lieux  géométriques  de  ces  équations  ^  &  en  leur 
donnant  ta  même  ligne  des  abiciiTes  ^  le  même  (bmmet ,  &  le  même  an-' 
gle  des  coordonnées^  f  angle  que  ronruppofe  ordimirement  droit ^ 
ces  paraboles  donneroient  par  leur  interfeaion  les  valeurs  cherchées 
àcxôcdty. 

Mais  pour  un  problème  aufll  facile,  une  pareille  folntiotv feroit  trop 
eompliquée  :  car ,  en  général ,  on  ne  doit  point  conftruirc  une  équation 
4u  troiiieme  ou  du  quatrième  degré  ,  par  le  moyen  de  deux  (eéHons 
coniques ,  fans  y  employer  le  cercle  dont  la  defcription  eft  beaucoup 
plusaifée  que  celle  des  autres  courbes. 

Il  eft  vrai  qUe  pour  introduire  le  cercle  dans  ce  ffenrc  de  fohtion, 
en  a  quelquefois  befoin  d'une  certaine  adreife  que  l'habitude  feule  peut 
faire  acquérir  :  mais  aufli  il  eft  des  cas  où  cette  manière  de  coûftruire  les 
équations  fe  préfente  tout  de  fuite. 

Par  exemple ,  fi  on  ajoute  les  deux  équations  précédentes. 

«* — ay=o y*  — Aa:c=:o; 

on  trouvera  qu'en  fuppofant  les  coordonnées  perpendicul^res»  il  réfulte 
une  équation  au  cercle  »  qui  eft 

laquelle  étant  conftruite  avec  uiie  des  deux  équations  à  la  parabole» 
**  c^  V  '  '  •  ^'^'^  ^^>  fera  connoître  les  valeurs  de  «  &  dey. 
^  Soit  donc  décrite  une  parabole  A  M  dont  le  paramètre  {bit  ^ ,  &  qui 
ait  pour  axe  la  droite  indéfinie  A  P^  cette  courbe  fera  le  lieu  géométri- 
que de  l'équation  y*  =  è  x. 

Pour  trouver  celui  de  l'équation  ..  .  je* -H  y*  —  tfy— <*==o, 
faifons*  —  ^^=:tt,&jK  —  ^tf=±s:r:  nous  aurons  .  .  .  «»-|-|'»= 
i  «*  H-i  i\  Menons  enfuite  par  le poiiit  A  perpendiculairement  fur  AF 
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«ne  droite  A  fi  qui  foit  z=s~a,6c  par  le  point  B  h  droite  B  C  Q ,  parai*    ^^^ 
Idc  indéfinie  à  A  P. 

Cela  pofé  ^  fi  on  prend  BCs:^3,&  fi  du  rayon  C  A  on  décrie  nn 
xcrclc  ,  on  aura  le  lieu  de  i'équarion  .  .  .  jc*  -*- V*  —  <«>  —  ^x  =t  o  ? 
ce  cercle  coupera  doxic  la  parabole  en  un  point  M  ^  tel  qu*en  abaî/Tant 
la  perpendiculaire  M  P ,  les  coordonnées  A  P  &  P  M  feront  les  deur 
moyei^es  proportionelles  cherchées. 

Si  on  mppofoit  h=czi  a,h  cube  conftruit  fur  A  P  feroit  double  du 
cube  a^'y  ce  qui  réfoudroit  à  peu  de  frais  le  problème  de  la  duplication 
du  cube  y  dont  quelques  anciens  Géomètres  firent  grand  bruit. 

On  peut  même  généralifcr  la  folution  de  ce  problême ,  en  prenant 

i=  —  tf ,  pour  trouver  un  cube  AP*  =  — tf * ,  qui  (croit  à  un  cube 
n  ,      \^  n 

donné  «'  j  dansle  rapport  de  m  à  ». 

PROBLÈME    IL 

T'^7.  Divifer  tm  arc  de  cercle  BF  en  trois  parties  égale*. 
'  Je  fuppofe  q^e  M  F  foit  le  tiers  de  Tare  B  F ,  &  aprcy  avoîr  mcnf  Icf    j  -  -^ 
perpendiculaires  BOG  ,  &  M ?m  Cm  le  rayon  A  F,  je  tire  m  R  per-       '  '* 
pendicalaire  fur  B  G. 

Puis,  faifant  APzsix  .  .  •  .  P]VI=ry  ...»  AM=rtf  .  .  .* 
AO  =  ^...BO  =  c,  j'aurai  par  les  triangles  femWableç  A  M  F 
&  BmR. 

x:'y::  c-^yi  x  —  B,  ou  y*  —  x*  -Hcy-+-^*=o  ; 

équation  à  l'hyperbole  équilatcre  ClSS  )*  V^^  ^^^^  conftruitc  dter^ 
minera  le  point  M  où  le  cercle  &  Thypcrbolofe  couperont.. 

Or  réquation...y*  — JC*H-^;^H-^>  =  o,  peut  être  xaiÇc  fi)U$^ 
cette  forme 

Donc  fi  c  eft  plus  graçd  que  h  ,  Téquatign  appartiendra  au  (ecoti  J  axe  i 
&  £[  3  e(l  plus  grand  que  c  ,  elle  appartiendra  au  premier.  Da^is  cette 
dernière  hypothèfe ,  on  pourra  décrire  Hiyperbole ,  de  h  inamcrc 
fuivante. 

Par  le  centre  A  foit  mené  AD  =  ^  B  O  ,  perpendiculairement  fur 
AF  :  foit  dré  enfuite  D C  parallclemem  à  la  ligne  A  O,  de  nianiere  que 
DC  foit  égal  à  t  AO  :  lepoint  C  ainfi  déterminé,  fera  k  centre. de  . 
rhyperbole  j  de  forte  que  fi  on  prend  C  L  =  C  K  =»  •  f i*^  -  i  c^)  , 
&  fi  pn  décrit  fur  Paxç  LK  une  hyperbole  équilatcre  KM ^  elle  coupcç^ 
k  cercle  au  point  fitercHé  Al.  ^ 

L'hyperbole  pppoféc  M'LM'!  coupe  le  cercje  en  dettx  points  M'  & 
M",  dontie  premier  donne  TjT^  J  lare  rW'=\VW9\  pca- 
dant  que  k  fecpûd  détermincrarc  FM''  =  j  F'  M^'GFB.  '  ^ 

Oijant  au  pf^çt  tfinwrfcaion  G  ^  il  cft  aifé  de  ▼oir  que  lliyperbblç 
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IIG.    cft  affujcttic  à  paffcr  par  ce  poiat,  &  qu'il  ne  donne  par  conféqaenc 
aucune  foiution. 

.   7^8.   Si  on  eût  voulu  réfoudrc  le  même  problème  par  le  moyen 
d'une  parabole ,  cela  eût  été  facile  en  ajoutant  les*  deux  équations 

Car  alors  on  eût  trouvé  .  .  .  y*  H-  i  ^  x  -f-  i  cy =t  <i*  5  équation  à  la 
psiisibolc  qui  fe  conftruit  ainfi. 
178.'     Du  point  A  ayant  mené  parallèlement  à  B  G  la  ligne  A  D  =  |  B  O  , 

on  tirera  D  C  =  ^^  '^^   ,  parallèle  à  AF ,   &  on  décrira  du  fom- 

o 
met  C  &  de  Taxe  CD  une  parabole  dont  le  paramètre  foit=s 
|AO.  ^  / 

Cette  parabole  coupera  le  cercle  aux  points  cherchés  M ,  M  , 
&  M".  On  peut  varier  ces  folutions  de  bien  des  manières,  en  multi- 
pliant les  deux  équations  du  problème  ,  par  des  c^uantités  indéterminées^ 
&  en  ajoutant  ou  fouftrâyant  enfuite  les  produits,  ce  qui  mené  à  des 
ferions  coniques  différentes,  toutes  également  propres  à  réfoudrc 
le  problème. 

76p.  Si  on  vouloir  ,  par  exemple,  le  réfoudre  par  le  moyen  d'une 
cllipfc  ,  il  n'y  auroit  qu'à  multiplier  l'équation  du  cercle  .  .  .  • 
y^^x* — a*  =10,  p;^r  l'indéterminée  /»,  &  qu'à  joindre  le  produit 
à  la  féconde  équation.  Il  en  réfulteroit 

,   y^  +  \ i^ i =0, 

m-4-i 

gui  appartient  à  rdlipfe  tant  que  m  eft  poCtive  Se  plus  grande  oue  l'unité  : 
«  m  çtolt  négative  &  <  i  ,  Téquatiôn  appartiendroit  à  l'hyperbole. 
On  peut  enfiiite  déterminer  ni  par  une  condition  arbitraire^  par  exemple, 
fi  on  demandoit  que  les  axes  de  Tellipfe  fuffent  entre  eux  dans  le  rap- 
port de/i  :  j  j  il  faudroit  que  — ^^^^  fut  égal  à  ^,  ce  qui  donne  m 


1'-P'' 


PROBLÈME   III. 


770.  L*erpace  parabolique  A  C  B  étant  donné ,  mener  une  droite  CM 
^  7>*  qui  le  dîyifé  eïrtdeûx  fearcurs  égaux  AC  M  &  B  C  M. 

Soit  mené  M P  perpendiculaire  furAC,  &  foltAV  z=x  .  .  • 
PM=:y'.  i  .  AC=ïtf  .  .  .  BC  =  i  .  .  .  le  paramètre  de  la 
parabole  =/:•,  on  zvlxz]  x  y 'i-j  y  (  a'^x)  =  ACMssj  a^zss^ 
|ACfr,  6u  'àf^iayi=±taB'y  équation  à  l'hyperbole  entre  les 
afymptoWs ,  qic  l'on  peut  conftruiré  amfi^ 

Soit  prolorigé  A  P  au-delà  de  l'origine  A  ,  juf^u^à  ec  que  A  F  foîl 
égal  à  3  A^  >  &  Coït  mené  F  K  perpendiculaire  fur  FA }  fi  on  décrie 
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entre  les  arymptotes  FA&FKune  hyperbole  éqniiatere  dont  ia  puiflànce 
fait  ^  ah  y  elle  fera  le  lieu  de  ré<]uation  .  .  .  xy^l ay^snai» 
&  coupera  par  conKquent  la  parabole  au  point  cherché  M. 

Mais  fi  on  vouloit  fe  fervir  d*an  cercle  pour  la  réfolutton  de  cepro* 
bléxne ,  on  le  pourroit  de  la  manière  fuivante. 

1  %   Soit  fubftitué'^  à  la  place  de  x  dans  Tëquation  xyh  ^ny 

rr^xaès  elle  fe  changera  en  une  autre  équation  de  cette  forme  «  •  « 

x*  ,  Soit  multiplié  cette  éauation  par  y;  elle  deviendra  .  .  •  ,  • 
jT^-f-  3  ^*y*  — i^Jy  =  0;  de  laquelle  on  tirera,  après  avoir  fubF* 
ntaé  ^xky^,  cette  nouvelle  équation    «    «    •    «    ac^  +  ^ax--* 

— y-°- 

3*»  ,  A  celle-ci  /oit  ajouté  y*  —  p  jf  =  o  5  on  aura  y*  4-  ar*  -4» 

f  3  a  — p)x'^  —7-  y  =  o  ,  équation  au  cercle  ,  dont  la  con&mc- 

don  peut  s'efFcftuer  ainfi. 

"  Soit  menée  perpendiculairement  fur  AP  une  ligne  AD  =  y > 

fur  cette  ligne  AD  foit  menée  de  l'autre  côté  du  point  M  une pcr* 

pcndiculaire  DC  =  ? — Zll    (on  fuppofe  dans  cette  figure  que  3* 

furpafre;>^.  Cela  pofé,  fi  du  rayon  C'A  &  du  centre  C  on  décrit  im 
arc  de  cercle  ,  on  trouvera  facilement  oue  cet  arc  coupera  la  para- 
bole au  point  cherché  M ,  puifqu'il  eft  par  la  conftrué^ion  même  le  lies. 

deTéquation  .  .  .  y*-+-**-hf3  tf— ?J«  — -v— y  =  o. 

On  a  donc  PM  =  ^  [v^Cn- ^i;— ^f— i-f-f/ij], 

PROBLÊMEIV. 

77  r.  Réfoudre  par  une  conftrufHon  géométrique  Téquation  g&ié- 
rakdu  croifîeme degré  .  .  •  of^  j-./?*  x— ^*  jsaco. 

Multipliant  ccçte  équation  par  jc  ^  on  aura  x^^p^  x*  ^p^  qxzzoï 

p*          p^  q 
at  faifant  x^zsiay^  on  trouvera  .  •  .  y*  ±  —  y j?  x  sssoj 

équation  qui ,  ajoutée  avec  x^  —  /ly  =  o  ,  devient  une  équadoa 
au  cercle  de  cette  forme 

y.  +,»-.yCfli£l;-  f!l  *  =  <,. 
Ot  h  conftni^o&  de  celtcHo  avec  celle  de  la  puabole ,  x*  ==  «jr. 
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flQ^    donnera  Ici  racines  de  Téquation  prppoflfe.  Mats  U  faut  diftio^ict 
deux  cas  5  celui  o|i  Ton.  a.**  •+•/>**  r-ri>*^*=5  0,  &  celui  où  jr*— • 

^*  jc  — /?*  g  =  o. 

Dans  le  premier  ^  Téquation  au  cercle  eft 

|c  comme  la. Quantité  a  eft  indéterminée,  on  peut  fimplifier  cette 
équation,  en  raifant  a=zpi  ce  cjui  donnera  .  .  .  y*-hx*  — jjt 
s=  o  ^  Que  Ton  pourra  conftruire  amfi. 

Soit  décrit  un  cercle  fur  le  diamètre  AB^ssq,  êc  ayant  élevée  for 
A  B  la  perpendiculaire  A  L^  décrivons  une  parabole  dont  le  fommer 
foitA,  l'axe  AL,  &  le  paramètre/? 5  cette  courbe  coupera  le  cerdc 
en  un  point  M  qui  déterminera  rabfcilTe  ArP,  feule  racine  xéelle 
C3 40 j  de  l'équation  propofée. 

Dans  le  fécond  cas  on  a 


y.+.._^r^^^*;-^  = 


o. 


l8l.  Aîijfî  en  faifatit  tf  =^ ,  on  aura  .  •  .  x^=py  .  .  •  y^+x^-r-tpy 
«-«^ji:  =  o.  Décrivons  donc  une  parabole  M  A  M',  comme  dans  le 
cas  précédent ,  &  prenons  AD=ip:  menant  enfuite  la  ligne  DCsa 
i  ^  >  perpendiculairement  fur  AD,  décrivons  du  cçotre  C  &  du  rayoi| 
C  A  un  cercle  ;  ce  cercle  coupera  la  parabole  aux  points  M  ,  M'  &  M", 
qui  donneront  M Q ,  M' Q'  &  M"  Q'  pour  les  racines  cherchées. 

Quant  au  point  A  ou  le  cercle  &  la  parabole  fe  rencontrent»  il  doaae 
la  racine  introduite  •  •  ^  :r=3  0. 

De  ces  troi?  valeurs ,  il  n*y  a  que  la  première  qui  (bit  poGtîvc  ; 
les  deux  autres  font  négatives  ^  &  leur  fomme  eft  égale  à  la  feule  racine 
polîtive  M  Q  f  3  1 7  j. 

II  pourroit  arriver  que  le  cercle  ne  coupât  la  parabole  qu'en  un  p<SÎ»t 
M  j  &  cela  arrive  toutes  les  fois  que  \q*  furpaflc  ^j?'  (  540  ). 

PROBLÊME    V. 

77  î.  Trouver  les  racines  deTiquation  générale  du  quatrième  de- 
gré ..  .  «' — />*«*H-/?*gx-f-/)*r=5  0,  par  le  moyen  d'un  cercle 
&  d'ttne  parabole. 

Je  fais  à  Tordînaîre  ...  *  x^sspy,  6C  j'ai.  .  .y^  +  qx^^py 
*^pr  =  o'y  f ajoute  x*'— ]?y=s3oj  il  eo  refaite  l'iqoaaon  as 
cercle.  ... 

«*  -+-y*  —  %py^qxT^prs=  o. 

Soit  donc  décrite  une  parabole  M'A  M"'  qui  ait  pour  axe  la  droite 

182*-  AQ  perpendiculaire  fur  AP,  8c  p  pour  paramptre.  Cela  pofSt^  fi  on 

prend  AD  =i/',  &  DC==jg,  perpendiculaire  fur  AD»  dn  cerf 


DB    MaTHÉMATIqUSS.  ^2J 

que  Ton  yoît  dans  la  figure  (  ou  de  l'autre  côté  fi  D  C  dcvoît  être  né-  IIG. 
gatif  ^  on  trouvera  qu'un  cercle  décrit  du  centre  C  &  du  rayon 
|/fC  A*  '^prjj  coupera  la  parabole  aux  points  M,  M',  M"  &M"',quî 
détermineront  les  quatre  racines  de  l'équation  propofée.  Il  y  en  aur» 
deux  pofîtives,  (avoir  MQ  &  M'  Q'  j  les  deux  autres  feront  négadTCSj 
&  leur  £bmme  fera  égale  à  celle  des  deux  premières  (i  1 7), 

Remarque. 

773*  Il  peut  arriver  i\  oue  le  cercle  coupe  la  parabole  en  quatre 
points  ,  comme  on  le  voit  dans  la  Figure  181.  i"*^  Qu'il  n'y  ait  que 
deux  points  d'interfedion.  3*,  Qu'il  n'y  en  ait  aucun.  Or  on  laïc- 
(1^4)  ^uc  dans  le  premier  cas  l'equarion  a  fes  quatre  racines  réelles  j 
que  dans  le  fécond  cas,  elle  en  a  deux  réelles  &  deux  imaginaires^  6C 
que  dans  le  troifieme  cas ,  toutes  Ces  racines  font  imaginaires. 

Vous  remarquerez  cependant  que  la  conftrudion  précédente  n'aorcRic- 
pas  lieu,  fil'équationà  conftruire  étbit  *♦-+-;?*  **—;j*jx -h/»' r=o« 
Mais  en  fnppofant  à  l'ordinaire  «*  =py,  on  anroit. . .  y*-4-  **— ^x-4- 
J*^  =  o  ;  équation  au  cercle,  comme  dans  le  cas  précédent ,  Se  qui  eft  en- 
core phis  facileàcoûftruire,  (fc&  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons pas# 

PROBLÊME    VI. 

774»  Trouver  les  racines  de  l'équation  ..  .  .  jc*  —  ;?  <7**  H-p^r* 
•^p*  m*  î=o ,  par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  hyperbole  entre  les 
arymptotes. 

Je  fais  ;if y  srpw  ^  &  j'en  déduis  .  .  .x^  — p  ça:* -f-p*r*'f-jr*y* 

cr  o=x*H-y*  — »tf-h  - —  =«*-+•  y*  — pq-h  ^—=^  ;  équation 

'^  ^  X  m 

au  cercle,  qui  donne  la  conftruâion  fuivante. 

Entre  les  afymptotes  perpendiculaires  QAQ',,&  P'"  AP',  foicnt  |g^» 
décrites  deux  hyperboles  équilatcrcs  oppofées ,  dont  la  puiflance  foit        ^ 

P  m.  Si  on  prend  au-deffous  de  A  P  la  ligne  A  C  =  —  ,  &  fi  oa 

1  TTl 

décrit  un  cercle  du  centre  C  &  du  rayon  i/  ^AC*  -f-p  ^J  ,  ce  cercle  cou- 
pera les  hyperboles  oppofôes  aux  quatre  points  M ,  M',  M"  &  M'", qui 
détermineront  les  quatre  valeurs  de  x ,  par  les  abfciffcs  A  P ,  A  P'^ 
AP"&AP'". 

Les  deux  premières  font  pofitîves,  les  deux  dernières  font  négatives; 
d'où  l'on  voit  que  cette  folution  ne  peut  avoir  lieu  que  lorfque  le  dcr-. 
nier  terme  de  l'équation  propofée  eft  pofîtîf. 

Les  principes  que  nous  avons  expofôs  dans  le  premier  Chapitre  des 
lieux  géométriques,  &i es  applications  que  nous  venons  d'en  faire  dans 
la  réiolutton  de  divers  problèmes ,  fufHfcnt  pour  donner  au  moins  une 
idée  des  conftruâions  géométriques.  Nous  allons  maintenant  pafier  an 
Calcul  Différentiel. 
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ÉLÉMENTS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

J  L  en  cft  du  Calcul  DîfFcrcntîcl  comme  de  TAlgcbrc  :  on  ne  (aaroit  le 
définir  d'une  manière  intelligible  pour  ceux  qui  n*en  connoifTcnc  pas  les 
premiers  éléments. 

'  Newton  fut  le  premier  Inventeur  de  ce  calcul ,  &  pcrfonnc  n'en  eut 
partagé  la  gloire  avec  lui,  s*il  eût  été  plus  cmpteâé  de  mettre  au  jour  fe^ 
découyertcs. 

:  Mais  Tefpece  de  myftère  dont  il  les  enveloppa  dans  Torigine  j  donna 
le  tems  à  Leibnitz  de  marcher  à  grands  pas  dans  la  même  carrière.  Bien- 
tôt après  Jacques  Se  Jean  Bemoulii  y  firent  des  progrès  rapides  ;  de-là 
cette  vive  conteflation  que  les  Géomètres  Allemands  eurent  avec  les  Géo- 
mètres Anglois,  fur  la  part  que  Ltibnitz  avoit  eue  à  cette  nouvelle  théo- 
»e.  Sans  entrer  dans  cette  difcufïîon,  nous  obferverons  que  d'antres  Géomè- 
tres avoientpréhidé  depuis  lottg-tems  àla  découvenedu  calcul  diffêrentieL 

.  Il  ne  feroit  même  pas  difficile  de  Ikire  voir  Tanalogie  qui  rcgnecBr 
tre  ce  calcul  d'une  part^  &  de  l'autre  Ai  Méthode d'Exhaufiîon  »  fi  conone 
<cs  Anciens  ,  la  Méthode  des  Indivifibles ,  donnée  par  Cavalieri ,  &'lc$ 
procédés  dont  Fermât,  Defcartes,  Barrov^  àc  tant  d'autres  feifoiciit 
irfage  avant  Newton.  Les  travaux  de  ces  derniers  Géomètres  femblcnt 
avoir  fervi  d^échelons  à  ce  grand  homme. 

77$.  Quoi  qu'il  enfoit,  fuppofons  qu'une  variable  quelconqncx 

reçoive  un  accroifTcmcnt  fini  e  ;  de  manière  qu^après  Tavoir  reçu,  foa 

éf^  /bit  exprimé  par  x-^  e.  On  demande  quels  doivent  être  les  accroif- 

fcmcnts  correspondants  des  autres  fondions  de  x\ 

D'abord  il  eft  clair  que  Ç\  x  devientx-4-£,fon  quarréac*  dcvicndrajt'-h 

ztx-^e  e'y  ainfilc  rapport  de  ces  dcuxaccroiflcmcnts  fera  ^  Mais 

6,e  diminue  y  ce  rapport  augmentera,  &  il  approchera  de  plus  en  plus  Je 

ççlui  de  -   ,  Cependant  il  ne  lui  deviendra  égal ,  qu'au  moment  on  « 

s^évanouîra  :  le   rapport   efl:  donc  la  limitées  ceux  que  les  accroif- 

%  X 

fçments  finis  àz  x  ^  àc  xx  peuvent  avoir  entre  eux.  On  trouvera  ic 
même  que  la  limite  de  ceux  de  ;»:  &  de  *"  eft- . . 

V  77'<^.  Or  le  calcul  différentiel  a  pour  objet  de  déterminer  ces  limites 
dans  tous  les  cas.  Voyez  ce  que  M.  d'Alembert  a  écrit  fur  cettematiere; 
vous  y  trouverez  les  vraies  notions  de  ce  calcul.  S'il  refte  encore  aocj- 
ques  difficultés ,  c'eft  qu'elles  font  inféps^ables  des  idées  ^bftraitcidc  li^ 
mite  ac  d*infinL 
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T77.  Voîcî  une  des  applications  les  plus  propres  à  (aire  entendre  la 
iQanicre  de  déterminer  ces  limites.  Soit  propofé  de  mener  une  tangente 
au  point  M  de  la  courbe  AM  m  ^  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  foît 
propofé  de  déterminer  la  foutangente  P  T. 

On  fuppofcra  que  rabfcifTe  A  P  =  a?  croît  d'une  quantité  fink 
^P  ==î  *  ;  on  mènera  l'ordonnée  P  M  =y  ,  &  on  déterminera  l'ordonnée 
mp  y  en  fubftituant  x  -+-  ^  au  lieu  de  x  dans  Téquation  de  la  courbe. 


na 


corrcfpondant  de  l'ordonnée  P  M  ,  la  quantité  P^-f-Qc^-f-ReJ-f-  &c. 
Cela  pofé  ,  foient  menées  la  fécante  S  M  m  ^  &  la  ligne  Mr  parai* 

Iclc  Se  égale  à  Pv;  on  aura  PS  = i- B.aifc- 

.  P-hQe4-R«*-t-&c  *    ^ 

prochons  maintenant  le  points  du  point  P  ;  le  point  m  s'approchera  du 
point  M  «  &  le  point  S  du  point  T  :  mais  on  aura  toujours  P  S  =p 

y 

;: ^      ^   , '— ,  Si  la  quantité  Pp  diminue  encore  &  deytenc 

P -+- Q^-f- Rtf*H- &c 

crcs-pctftc ,  iJ  ne  s'en  faudra  que  de  trés-peu  que  m  ne  fe  confonde  svec 

M  ,  &  que  la  fécante  ne  devienne  tangente.  Mais  £  e  s'évanouit  >  le  rap 

port  déjà  trouvé  fc  réduit  à  -^ ,  P  S  devient  PT  ,Sm  devient  T  M  quf 

xi*a  plus  que  le  point  M  de  commun  avec  la  courbe ,  &  la  foutangente  eft 
déterminée  par  cette  limite.  *       Q   ^ 

Par  Ex.  Si  ANLm  eft  une  parabole,  on  fubftituera  x^h  e  zà    ^^^ 

i  lit 

-dans  VéquztioB  ys=sV px  y  &  on  aura  y=:  p  '  CjcH-^^*  =:;>  »xT 
i 

H-  -^^ — p*  ^  —  âcc  ,  qui  donne  P  =  —   V^  ~  ;   d'où  P  T  =s 

L —  =:  X  ar ,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  (669). 

•»  X 

On  voit  par  là  avec  quelle  promptitude  cette  méthode  réfout  lepro- 
"blcme  des  tangentes  ,  qui  eft  en  quelque  forte  le  berceau  du  calcul  dif- 
férentiel. Mais  on  verra  bien  plus  amplement  dans  la  fuite  la  conformité 
jdcs  réfultats  de  ce  calcul  avec  ceux  de  l'ancienne  Géométrie. 

En  attendant,  nous  remarquerons  que  ces  quantités  ?p ,  ou  Mr, 
^  .rm  -qui  diminuent  de  plus  en  plus,  à  mefure  que  lepointp  fe  rap-^ 

f  roche  du  point  P,  font  les  éléments  rcfpeéHfs  de  l'ablciflc  AP  &  dk 
ordonnée  M  P. 
7  7  S.  Ccs.^léments,  quelque  petits  qu'on  les  fuppofe,  confcrvenr  entre 
-eux  le  même  rapport  que  les  qiiantités  finies  auxquelles  ik  appartiennent; 
«cla  c^  vifiblc  paria  icule  iufpcâioo  des  ttiangles  {èmldables  T  P  M  at 
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himr.  Et  comme  la  limite  de  ce  rapport  n*a  lieu  qu'au  moment  où  ces 
éléments  s'évanouiâcnt ,  on  peut  dire  avec  M.  Euler ,  que  le  calcul  diffc- 
xentiel  a  pour  objet  de  faire  connoîcre  à  quoi  fe  réduifent  les  rapports 
des  éléments  des  quantités  variables ,  lorfque  ces  éléments  deviennent 
imb. 

Maisne  pouvant  devenir  nuls ,  fans  pafler  par  tous  les  degrés  pcffibles 
je  diminution ,  on  fcnt  bien  qu'il  doit  réfulter  de  leur  décroifTement  in- 
fini des  idées  un  peu  confufcs  :  car  notre  efprit  ne  comporte  pas  de  per- 
comon  claire  de  ce  qui  tient  à  l'infini.  Auifi  depuis  fou  origine^  le  calcul 
idinibrentiel  a-  t-il  éprouvé  beaucoup  de  contradidions.  Il  en  éprouven 
ians  doute  encore  ^  mais  s'il  falloit  répondre  à  toutes  les  chicanes  d'une 
)iiiétaphy(îque  pointillcufc ,  on  n'en  fîniroit  pas.  L'exiftence  même  du 
mouvement  feroit  encore  un  problème  ^  fi  on  s'étoit  arrêté  aux  diffi- 
<altés  que  Zenon  propofoit  autrefois  pour  la  combattre. 

Ce  n'efl  pas  au  relie  que  Maclaurin  ^  dans  fou  Traité  des  Fluxions , 
im^aitiépondu  à  la  plupart  des  fophifmes  dont  quelques  Auteurs  ont  voulu 
embrouiller  la  matière. 

Mais  on  ne  peut  fe  dilCmuler ,  que  pour  jRiivfe  la  marche  rîgourenlè 
de  ce /avant  homme ,  il  faut  effuyer  bien  des  longueurs. 
'  T79»  Au  refte ,  û  les  principes  dont  Leibnitz  eit  parti ,  ne  femblent  pas 
«nffi  rigoureux  que  ceux  de  Newton,  ils  ont  dumoms  l'avantage  de  cou* 
duine  aux  mêmes  réfnltats ,  ce  qui  finit  par  inipirer  le  même  degré  de 
«SDnfiance.  Or  telle  eft ,  fuivant  teibnitï ,  la  fubordination  d'utie  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à  la  quantité  finie  dont  elle  fait  partie^ 
qu'elle  peut  être  négligée  fans  erreur  fcnfible,  de  même  qu'on  n^ligc 
iwe  quantité  finie  par  rapport  à  une  quantité  infinie.  C'eft  ainfi^par  exem- 
ple^ que  oo—  i,&  plus  généralement  oo+tffe  réduifent  à  oo.  On  peut 
Regarder  de  même  un  infiniment  petit  du  Âcond  ordre  ^  comme  une 
quantité  qui  s'évanouit  jpar  rapport  à  un  infiniment  petit  du  premier. 

Celapofé  3  Leibnia  imagine  qu'une  variable  x  croilTe  ou  décroUTe 
d'une  quantité  infiniment  petite,  qu'il  défigne  par  dx^  &  il  cherche 
quels  doivent  être  les  accroiffcmens  ou  les  décroiiremens  refpeéHlsdes 
autres  fondHons  de  x.  Son  quatre  x^^  par  exemple  *  devenant  Cx  ^^  d:t)^ 
issx^'j^zxdx-i^dxdx  ,ilcik  clair  que  dxdx  doit  être  rejette  comme 
un  infiniment  petit  du  fécond  ordre ,  &  que  par  conféquent  la  difiéroicc 
entre *f*  & X*  -4:  1  xdxdk '±:zxdx,  Amti l'accroiflcment  correfpcm- 
dant  du  quatre  d'une  variable  quelconque  eft  le  produit  du  double  de 
cette  variable  muldpliée  par  fon  accroiflcmcnt. 

78©.  En  général,  la  différence  qui  règne  entre  une  quantité  variable, 
avant  qu'elle  ait  reçu  aucune  altération  infiniment  petite  ,  &  cette  même 
quantité ,  après  qu'elle  a  reçu  quelque  altération  de  ce  genre ,  s'appelle 
U  différentielle  de  cette  quantité;  ce  qui  a  fait  donner  le  nom  de  calcul 
différentiel,  à  la  méthode  qui  détermine  dans  tous  les  cas  ces  différences. 
.  Newton  lui  avoît  donné  auparavant  le  nom  de  Calcul  des  Fluxions , 
par  une  fuite  de  l'idée  qu'il  s'étoit  faite  de  la  formation  de  toutes  les 
juanticési  Imaginant  en  effet  que  tout  ce  qui  croit  ou  diminue  dans  U 
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nature  ,  reçoit  ces  accroiilèinencs  ou  ces  diminutions  par  le  mouvement 
d'un  de  fes  éléments ,  il  appeila  calcul  des  fluxions ,  la  méthode  dont  il 
ic  fervoit  pour  déterminer  ]çs  rapports  de  ces  variations. 

78  «  -  Il  nomma  Fluentes  les  quantités  que  Leibnitz  appelle  varîabUs^ 
&  ce  que  nous  défigncrons  par  ^  x  ,  il  le  déiîgna  par  un  point  rais  fur  x  ; 
cûïorte  <ju€  dx  Si  X  fignifient  la  même  cliofe  ,  &*que  fluxion  de  *,  ou 
^ffércntiellc  de  x  font  abfolumcnt  fynonymes.  Le  fcul  avantage  qu'il  y 
ait  à  Ce  fcrvir  de  la  lettre  <£,  au  lieu  d'un  point ,  pour  marquer  les  diifé- 
rentielles  ou  les  fluxions  des  variables  ,  c'eft  qu'elle  les  fait  mieux  rccoi^- 
poitre  parmi  d'autres  quantités.  11  eût  même  été  à  propos  d'introduire  dès 
ie  commencement  quelque  caradere  propre  à  marquer  les  différentielles^ 
comme  on  en  a  introduit  un  pour  marquer  les  radicaux.  Mskis  à  préfent 
que  l'ufage  a  prévalu^  toute  innovation  de  ce  genre  feroit  déplacée,  outre 
.qq'ellcauroit  bien  peu  d'utilité. 

781.  Ainfi  que  les  quantités  finies  &  variable  x  9cy  ont  des  diP- 
firentielles  dx  ^  dy  y  .ces  différentielles  à  leur  tour  en  ont  auflî. 

On  les  ajçelle  Différences  fécondes ,  pour  les  diftingiier  des  pre- 
,aÂeres ,  &  on  les  déngne  indifféremment  par  d.d  x  &  ddy ,  ou  pat 
^^.y.  hcs  diffîrenticlks  crôiiiefflcs  font  ddd^  6c  dddy  ^  ou 
•  •       •  ■ 

X  êc  y,  &  ainfi  déduite. 

;  Pour  abréger ,  on  écrit d^  x,d^xsiVi lieu  de  ddx^  dddx.  En g^néraU 
4a  lettre  d  mnc  devant  une  quantité  quelconque  indique  qu'il  faut  di0' 
jfxntttr  c«ttc  quantité  5  &  l'expoûnt  de  la  même  lettre  d  annonce  com- 
bien de  fois  (le  fuite  il  faut  procéder  à  la  dîfférentîation^ 

iotiquc  la  quantité  f>roJ>ofifc  eft  polyiiome  ^  on  la  met  entre  deux 
^arcnthefes  ,  que  Ton  fait  précéder  dé  la  lettre  d.  Ainfi  d  (x^  4-  y^J  in- 
dique qù*il  faut  difféi  entier  le  binôme  x^  4-y^. 

783,  Quoique  les  différentielles  de  même  degré  foîent  toutes  înfinî- 
^mcnt  petites ,  elle  ne  font  égales  entre  elles ,  que  lorfqu'il  y  a  égalité  en- 
.tre  les  quantités  variables,  dont  elles  dépendent  refpeéHvement.  En 
attendant  que  nous  enfeignîons  la  manière  de  trouver  l'exprcfEon  du  rap- 
port que  peuvent  avoir  des  quantités  qui  s'évanouiffent  en  même  temps , 

■Toit j  il  eft  ctttàm  que  «  -f-  »  exprime  la  -valeur  de  cctœ 

U  *"*"  X 

fraâion^quellcque  foir  la  valeur  de  x  ;  mais  fi  x  =^â,  la  fraâion  fe  ré- 
'  duit  à  1 4  &  le  quotient  deviem.x  a.  Voilà  donc  un  exemple  de  ces  fortes 
de  fcBtâions  dont, le  numérateur  &  le  dénominateur  s'evanouiflent  en 
même  temps ,  &qui  cependant  ont  des  yalesirstrès-récllos. 

7S4.  Si  on  foppbfé  infini  le  divifeur  d'une  miaptité  finie  quelconque 
4  «  il  eft  clair  que  k  qucrciem  doit  alors  le  réduire  à  zéjro.  On  a 

donc  —  =  o  ;  cç  qui  donne  «  =0  X  00  ^  d*<5d  il  fiiît  que  léro  multi- 

tô  ..  .  .  -^    .  -  . .      -^ 

:plidpar  une  ojiantitétûfimepeut  repréfenter  indifféremment  toute  forte 
de  quantités  nnic's  j  réciproqueraciit ,  que  to'uie  quantité  finie  divi/Hepar 
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FïG,  léro  a  pour  quotient  f  infini,  C*eft-à-dirc  ,  guc  oo  &  o  fcrVcût  ^ns  fe 
adcuïdîfi&rentiety  comme  autant  de  quantités  indéterminées.  Ce  foat 
des  exprcfllons  vagues ,  dont  il  fcmblc  que  l'on  ne  s'cft  avifé ,  que  pour 
éviter  des  circonlocutions. 


Règles  du  Calcul  Différentieh 

78  î.  tiT  AN  T  donné  y  ^=iax ,  on  fuppofe  que  x  reçoive  un  accroiflè- 

ment  infiniment  petit ,  défîgné  par  dx-^y  txx  recevra  donc  un  aufS  qae 
nous  dcfignerons  par  dy ,  &  nous  aurons  y  -^dy  =  ax^adx'f  d'oïl 
dy^naax^  c'eft  la  différentielle  de  Téquationpropofée. 

Elle  eût  été  la  même  pour  Téquation  ^  •+•  y  =  a  a?  —  c  j  car  /«  conf 
tantes  n  ont  point  de  différentielle, 

^  78^.  Et  toutes  les  fois  que  les  variables  ne  pafTeront  pas  le  premier 
degré»  on  aura  les  différentielles  des  quantités  propofées  ,  en  effiiçanc 
les  termes  confiants  &  en  fubftiruant  aux  variables  leurs  proprA 
différentielles.  S'il  falloit ,  par  exemple ,  diffîrentier  i  *  -h  c  y—* 

=  —  ç  H-/,  vous  écririez  hdx-^  cdy  z:z^d\. 

tt  n 

.  Mais  fi  les  variables  font  élevées  à  d'autres  puiflances  que  la  première  ; 
fi  on  a,  par  exemple,  y  =  x'",  alors  en  fuppofànt  que  *  devienne  x 
'^-dx  ,  on  aura  y  -i- dy  zs^  (  x --^  d  x  f^  s=  «'" -f- w  «  *  "^  *  rf*+ 

— '  •  ""  x"  -  *  i  X*  -h  &c.  Or  dx^^  dx^  &«•  s'évanouiffent  par  rap- 
port k  dxi  reftera  donc  dy  =  mx^*  "  dxi  donc  fi  m=  x  ,  dysa 
zxdx-y  fi/n=5,</y=3  x*  dx-y  &c. 

787.  En  général ,  pour  dîfférentier  une  variable  élevée  à  une  puiffoMce 
quelconque  ,  diminuez  /on  expofdnt  et  une  unité,  &  multiplie^la  par  /*«- 
pofant  quelle  avoit  d'abord  &  par  fa  différentielle.  On  auroit  pu  déduire 
cette  règle  par  induélion,  fans  y  employer  la  formule  du  binôme.  Se  alors 
on  eût  trouvé  cette  formule  même  avec  plus  de  facilité  que  par  TAkebrc 
ordinaire.  Suppofons  en  effet  que  Ton  demanda  la  valeur  génénue  ic 
(i  -H  çj'".  On  peut  repréfenter  cette  valeur  par  l'équation  .  .  • 
r  '  H-  î j"  =  »  -H  A  f  -nfeç*  -f-  C :{;'  -h  &c.  Cela  pofé,  difiéreodons  ca 
fuîvant  la  règle  précédente  ;  nous  aurons . . .  m  (  H- 1)"^  "  '  <f ^  s=  A  ^f 
-*-iB;j;<f;j'-H}Cf*</ç-4-&c,en  divifânt  par  ^  ^ ,  nous  ttourerons 
»»  Ci -H  ?)'"•  ■  =  A -+- 1  B:j;-f.  5  C  ç*  ^  &c* 

Or  cette  équation  doit  avoir  lieu  quelle  que  foit  la  valeur  de  { ,  fup- 

î  3  ^«    pofons  -  la  donc  =  o ,  alors  m  =s  A  ;  donc  m  fi  -K  T^*"  *  *  -^  m  4- 

.  xB  :{'  H-  3  Cç*-f-&ç.  PifF^rentions  de  nouveau,  &  divifons  enfuite  par 

i^^;il  viendra  m.. /» —  i  fi-*-?^'"**  ==iB  -4-  1.  5  C  {  -4-  5  .  4 

I>î*  -f-  &c.  Soit  {=0  j  donc  B  ss   — I IH—  ,  fit  m  •  m  —  i 
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fi  -4-  ^^  -»  =s  w  .  OT  —  I  -t- 1  .  3  C|  -+-  &c.  Le  même  calcul  don- 
liera  C  =  -^ — IH^ — ZL.,  Se  ainfi  des  autres  coefficients  indé- 

terminés  D ,  E,  «ce.  On  aura  donc  (f i  -f-^*  2==  i  -f-  m  (  4-  ^  :  ^      ? 

i^-*-&c,&(fl4^3)'",0Ua"(i  +  i-)«  =  fl«*(iH.m.i.4-^^-Ilii 

aux  différentielles. 

.  788..  Lorfque  deux  variables  ie8iy&  trouvent  mokipUées  Tune  par 
Vautre  ,  alors  d(xy)=^  C^tf-H  d  x)  (y  -^dy)  —  xy  :=zydx  -hxdy 
H'dx  dy  =y  dx-^x  dy ,  parctf  que  d  x  dy  s'évanouit.    - 

On  a.  de  même,  d(iùy{)  ::è±i^d(xy)'^xydi:=ixydi'^x:('dy 
^y^dx  .  .  ,  d(uxyi)zscy  id  (ux)  -^ux  d  (y  i)  =uxydi'^^ 
ux  :^  dy^-'UyzdX'jrxyj^du* 

Donc  en  général  ^  pour  diférentur  le  ptoduit  de  tant  de  variables  que 
ion  vaudra  ,  il  n*  en  faut  dmrentier  qu'une  à  la  fois  i  coinmefi  toUtes  les 
autres  étaient  confiantes  ;  S  après  avoir  fait  la  inênU  ckofepour  chacune , 
il  faut  ?ajfembler  toutes  ces  différentielles.' 

Soit ,  par  exemple  ,  la  quantité  x»  y.  Je  tais  varier  y,  &  j'ai  x^  dy }  je 
tais  varier  j?  ^  &  j*ai  jyx*  <f  x.  Donc  d(x^y)  =*'  Sy-f-  3y  «*  dxé  Dt 
même  d  (x^  y^  j^)  =  3  x*  {♦y*  dy  -f-  4**^'  :f *  rf  ;[  -f-  »  *y^  {*  dxi 


X 


789.  Soit  mamtcnant  la  fradion  -:-  ;  je  récris  ainfi  •  •  *  *y-  ' ,  8i 

en  difFércntiant  j'ai  d(^)=^y'*  dx^ «y- * dy^aa  JL^  ^LJL 
^^ydx^xdy  -  -       .        . 


y  y  .         ^     ^         .•.../'.      .  '      ^ 

Donc  pour  diffirèntier  une  fràBion  où  il  entre  dès  vàrrailes ,  ilfauk 
'^'^ i  multiplier  le  dénominateur  par  la  différentielle  du  numérateur  ;  1% 
multiplier  le  numérauur  par  la  différentielle  du  dénominateur  ;  3®,  r^- 
trancker  le  dernier  produit  dup^enUer^  &  divifet  le  refie  par  le  quarrédn 
dénominateur. 

Avec  cTés  fègfesftulcs.îl  n'cft  ^as  de  Quantité  algébrique  que  l'on  né 
fuiffe  différentîet.  Voici  Quelques  exemples  de  cdfles  qui  font  Ici  plus 
tiîtéts. 

I.  Soit;ip=  — j  onaurarf*=</f— )  sa  — —^ 

y  y         yy 


II.  Soit  itfsÈ:  VC^y  H-yy)  =Cf  y*yy;  * ,  on  aura  .   *   • 


£c 
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t 


^.  i 


,*  «• 


te  la     •       .   •    . 

D!o^U  (uit  qijie  jtpur  ë^irçmêLM.  rj^cal  eu  tUsri  m  ,  U  fam  dkiftr 
la  diprentîeîU  de  la  quantité  qui  eft  feus  le  figne  ,  par  Vexpofmu 
m  &  par  la  racine  m  de  cette  quantité  élevée  à  la  puifiance  m-u 

îli.  Sbk-Jf5i£<'a  ;^i  y- -^i:  :)*:/)?,  oa  aura     .     .     .     .     ^    • 

V   .  ,,      dx^m  (a*^hy^ ey^) »"*  Cî  ^%cy)  dy* 

ly,  ^,y:s^  Caxrt-iyxj'ti^s^^)^  ^  on  uouYcxz    ...... 


rvW^v^    V.  Soit  t« .... V.-.V  ••^^,  =;x  ::.  r  *-f^ v^  r*^'^-";* 

r^i44i4^^ux/cLuy  ^    xxdx    ^     dx.:      -,  ^^^ dx 

2?^^  Différentielles  fécondes  ,  troijiemes  ,  fi'c. 

791.  I4  difFérentielîe  féconde  d'une  quantité  e(l  la  difKrenticIfe 

de  la  première  différence.  La  différentielle  troifîeme  oft  la  difiiirfiiiEiclk 

de  la  féconde,  &  ainfî  de  fuite  :ddx  om  d^  x  fîgnifie  la  .difS^tentiefle 

féconde  de  x  ;,  dj  x  ou  dddx  œarqi^c  la  tf  oîfiçmc  ^  &c- Le  quarté  d*  la 

différintiçUc  di  s*écrit  ainfî  ^  dx^  *  &  fa  piûfTançc  Jw  s'écrit, rf.^ç", te 

Il  ne^ut  pas  coi^oadre  d  Cx"")  ay.çc  d  "-"m 

^    D'après,ce.aucijaQus  vcnÔBtô  dç  dire  fur  Içs  différentielles  praçicrfis» 

il" eft  facile  aivolr  les  fécondes ~,  &c.  Soit  x*  dont  on  ocn^apjç  h 

dffféwtidlc  fçiçç^i^dc:  on^wr^^p^uç  la  p;pv^içTf  xxd^j  la  fccoadc 

fera  dotxç  ^  çtxdxrèr^i.  x  ddjx  ==  i  ^  jp*  4-  *  a:  4^  of^  D.Ç  même  ,  puifqw 

d(x^)=mx'^'''^dxy  on  z  dd(o(^)=:mx'^''^ddx'^m.m-'i* 

M'^'^dx^.  On  a  SLuSJLi^(xy)=:xjdy -^  ydx ;doncdd(xy)zczxddy 

rhyddx'^xdydoÇs 

T^                    f^'*.       y  d  X  v^  X  dy         dx        xdx  .J 

De  ce  que  d(  '^)ssz'^' i  »«= ,  on  tiie 

.  ,  >  Jg  .  __  ^^'      dxdy        :^d  j.y        </y^y        *  ^.^^ 
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l^^iidy*  _^.ddx  _xddy         idxdy 

y»  y  yy  YV        '*••*'       *      * 

xydy^+y-ddx-xyddy-.xya^i^ 

yj  : i  «  ainfî  des  autres* 

Par  les  mértes  principes  oh  peut  trouver  les  différentielles  troilîeniej, 
quatnemes  .  &  en  général  les  diff<5remiclles  d'un  degré  quelconque  àt 
toutes  fortes  de  Quantités  affeftées  de  </  *  &  de  Jy.  ^     'i""'=<'""î"«  •  « 

Par  exemple ,  la  dilïércnqelle  àty  dxtft  y  dd  x+ dy  dx 

lûcflt  grande  j'   eft  —  ^-— ^,  &c ,  &c* 

79^.  î^ôur  atréger  le  calcul  des  fécondes  diiRrcnticlles  de  plufieiira 
nnablcs,on{uï>f)ore  ordinairement  une  des  premières  diffèrcnticncs 
conltante  ;  ccft-a-dirc,  que  Ton  rappone  les  autres  diffirentidles  k 
ccUc-la ,  comme  a  un  terme  Rxc  d<>  comparairon  ;  on  en  verra  bientôt 
te  exemples  Cette  fuppofmon  fîmplifie  le  travail  en  ce  qu'elle  fait  diC^ 
parourctousks  termes  affcâës  delà  diiFértmidlk  de  la  quantité  que  Voà 
a  prife  pour  confiante.  ^  i  ^  ^  un 

Si  on  cherchoit>  paf  exemple  ,  la  différentielle  de  ^Jl ,  en  fuppo- 
tnt  i^A;  confiante,  on  trôuVeroît  dx-^^-^ÉÈL  5  &  fi  on  faifoié 
rfy  cohftantc ,  on  auroît  dx+  ? f ^ 

>  IVi^^^'  Nous  avons  fuppofé  iiu^u'ici  que  les  variables  qu'on  aVoïc 
a  différeaticri  auemcntoiçnt  toutes  en  mémc-tcms.  Si  les  unes  aiigmen^ 
tant,  les  autres  diminnoient ,  iln*y  autoit  pas  de  difficulté  pour  celai 
cari*  &4;y  peuvent  être  pofitiVes  ou  négatives  i  comme  toutes  M 
iuire^  <][aantités  algébriques. 

Des  Différentiellis  Logarithmiques  ù  Exponénikltes. 

.U^.  Soit  propofé  de  diiïéretltier  le  logarithme  natutel  de  la  Varia- 
Wc  ;:.  ,  .  .  .  Je  défîgnc  ce  logarithme  par  /x,  &  faifant /;e  ^\^  faf 
t-4-<^î=  /  C*4*-<J^x;  i  ce  qui  donne  i/ç ,  ou  i  (l x).=  /  (x -i-'dx) 

I     Dont  U'  difeVentielU  du  logarithme  d'uru  quantité  quelconque  ejt 

£eij 
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égale  a  la  différentielle  de  cette  quantité  divifée  par  elle^mime,  Paf 
conféaacnt  pour  un  fyftême  dont  le  mo<lulc  =  m,  oh   a  d( Ix) 

ss ,  Mais  nous  ne  parlerons  dans  la  fuite  que  des  logaridunes 

naturels  dont  le  module  =  i. 

Cette  règle  poféc ,  il  eft  facile  d'entendre  les  exemples  fuivaDts» 
,,  »      nx""' dx     ndx  dx        dy        ydx-i-xdy 

;)t*  X  X  y  xy 

.,  X       dx    dy     ydx — xdy  -xxdx 

i//— = ^zz'i- ^.    .    .    .    dl(aa — xx)  =i 

y         X      y  ^y  aa^xx 

^=,'Jf^Jl dl'^(a^b^)    =zL   dl(a^b^) 

a-x       a-^-x  m 

tut  :et'Wx  ,>  X dx  xdx 

m  •    •    •    •    ai  - 


a-^h:^ 
dx 


V  C  I  -^xx)  X  i-h«« 


xCi-^xxf 
79;.  Si  on  a  des  puitfances  de  logarithmes  ^  ou  même  des  loga- 
rithmes de  logarithmes ,  leur  difFérentiation   fera  aifée.    Soit  »  par 

exemple ,  y  ==  (Ix)^ ,  on  aura  dy  =  m( Ixy"'^  — ,  Si  on  a  j 

yr^rx^C  Ixy  ,  il  viendraify  =:maf'"*'  dx(  Ix  )"" -^nx"'*  | 
dx(lx)^"z=^x'"-'dx(lx)''"  (n-^mlx)  &c.  Soit  cnfuitc  ' 

y  e=2  llXfOn  fera  lxss=  r,  &  on  aura  dy  =  -^  =  — -  - 
■^  If         xlx 

dx 

7^^.  Inéquation  d  (  Ix)  =  —  ,  donne  dx  ==:a? d( £x).  Donc 

la  différentielle  d'une  quantité  quelconaue   eft  égale  au  produit  à 
cette  quantité  par  la  différentielle  de  Jon   logarithme.    Cette  rcglc  ] 
peut  fervir  à  trouver  facilement  les  différenti^es  des  quantités  même 

algébriques.    Par   exemple   d   ( x'" )   =:  x"*  dlx'^  = 


dx        d")/ 

ssz'mx'^'^  dx'y  dÇ^xy)  =:  X  y  ( h  --)  =  ydx  -i 

X         y 

,,*,  X    ,dx        dy  .        y  dx  '^  X  dy  ^     «      ••    . 

d  (  "•)  =— .(^ ^J  = &c*  On  lappliqnc 

y"^        y      X        y  y*  .      .       j 

fur-tout  avec  fuccès  à  la  difFérentiation  des  quantités  eocponendelUs»  i 
On  nomme  ainfi  celles  qui  ont  des  ezpofants  variables.  Telles  (bac 

^«j  9^t  6cc.  qui  font  du  premier  ordre  5  xy   eft  du  fécond ,  dcc. 
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La  différentielle  de  û»,  ourf  (  <2«  )  fera  a»  dlA*=^  a*  d(  x  l  a) 
"i^^a*  dxla.  Donc  fi  e  cft  le  nombre  1,7182818  ,  dont  le  loga- 
rithme =  i,  on  aura^C^*  )=€«  dx.T^ç,vcitïù!id{x^  )z=ixy  d(y%) 

^x^(dylx^lL^),^c. 

X 

7^7.  On  auroit  pu  trouver  ces  difFércnticUes  de  cette  autre  manière. 

Nous  avons  vu  ("506^  que  «=  i  -h  /«  -+-  ^— ^  4-  L_21  -f-  &c« 

*  X.  ? 

SîjppofoQs  donc  que  w=<z«,  &  fubftituons  cette  valeur  de  «,  nous 

trouverons  .  .  .  .  û  *  =  i  -♦-  //i*  -f-  ^ iL  4-  i^ L.  4-  &c. 

*  X  :  ) 

Or  /a*=  xla,  Se  (Ia»)^  =  {xia ^  =  xU^  a^  donc  a' =  1 -h 
X'  /*  a       x^h  a 

xla-^ 1 4,  &c,    &  par   conféquent   d  (  a»  )  sa 

X  X .  5  *  ^  ^     -  ^ 

dxda-^xdx  P  a  -f- ^ — ^^ — ^4-  &c=<;x/tf('i4-je/tf-h; 

X 

1 4-  Sec)  =  n^dxla. 

A  r<5gard  des  exponentielles  telles  que  x^    ,  leur  difFércntlcUe  cft 
aifée  à  trouver  :  car  on  a  d(xy    )=zxJ^  d  (y^lxj  ta  x^    [y^  — 

X 

y  *       y 

fi  X  =y  ==  e ,  on  a  e  «  tf^-  <^r  pour  la  diiFérentiellc  de  ^  «  .On  trou-, 
ycroit  de  même  les  diiFérenticllcs  fécondes  ^  troifîemes,  &c.  des  quan- 
tités logarithmiques  &  exponentielles,  mais  nous  ne  nous  y  arrcte- 
1:0ns  pas.  Voyons  maintenant  comment  on  difFércntic  les  unus,  co-^ 
finus»  &c. 

Ves  Différentielles  des  quantités  affcSiées  de  Sinus  ^ 
de  CoJînuSy  Crc. 

798.  Sort  fin  x=ty,  on  sluta  y-^dy=finC x^  dx ),•== 
fin  xcofdx  -h  fin  do^  cof  x.  Or  d  x  étant  ua  arc  infiniment  petite 
on  aura  i® ,  cofdx  =  i  j  i%7*'*  dx  =:dx,  Don^y  -♦-  dy  =:^fin  x  •+- 
dx  cofx  ,  ou  </y  =  dfin  x  ^=s.  dx  cofx,  La  différentielle  dujinus  dun 
arc  qmUQnque  efi  donc  égale  a  la  différentielle  de  cet  arc  multîpliéb 
par  fon  cofinus. 

7^^.  Puifquc  d  finxiszzdx  €ofx ,  û  on  fait  ^s?  =  90^  — ji»  « 
I  Eeiîj 
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FI6.    Qaaiira<£je  =  — ûfj^^&rf  cofy  z:=i  —  dyfinyy  formule  W  F«o 
^uroit  pu  trouTcr  de  ces  deux  autres  manières,  i  <*  ,/;?*  x  -f-  ^^/*  * —  *• 

'Ùoncfinxdfin  x -^ coj x  d cof  oç  :=:o,Scd eofx  =5—  ^^^/^* 
Kssi=^dxjtnx  ,  ..  ,  1^  ^dcofxz=zcof\^x^dx)  —  cofx=a 
cofx  cofd  x^fmd  xfin  x  —  co/:x;  =z  —  dxjtn  x.  Concluons  doM 
cpc  ia  di0rentielU  du  eofinus  d'un  an  queicçnque  efi  igali  a  la  éff» 
finutulU  négative  dé  ççt  arc  multipliie  parfonfinus^ 

^        ^  -  fin  X  j 

,  800.  Soit  tang  »  =  »=:''—--,  on  aura  aj=    ,    ,    •    •    . 

^  ^       coj  X 

çpfx  dfinx—  dcofx  ycjfn  x ^  dxcopx-^dxfm^x _    dx 

cof^'x  cop  X  coP  X 

9=  d  tang  X.  La   différentielle  de  la  tangente  d'un  arc  efi  donc 

égale,  i   la  différentielle  de    cet   arc   divijee  par  le  quarrè  de  fon 

çofinus. 

Si  au  lieu  de  fuppofcr  le  rayon  =  I  >  on  le  fuppofoit  =  a , 

.     ,  aadx 

on  auroit  d  tang  x  =  — ;; — , 
cop  X 

801.  Soit  X  =^  90*  — y  j  on  aura  d  coty=a-rr~-'3  de  même 

ifec  y  =  d  J-=-£j£y  ^iLÈLy^é^Li,  * 

'^  çofy  cop  y  cop  y  çofy 

jt    r      ^        _,      X  —dfiny        —dycofy       —dycoty 

d  [cofec y)=d.  = c — si  =  — ^ — ±£  =s ^? -, 

J)p.       ^    •    ^^         fmy  fin^y  fin-y         .      >>. 

On  trouveroit  les  mêmes  formules  d*une  autre  manière  ^  en  iHp* 
pofant  que  l'arc  AB  défîgné  par  {,  a  pour  eofinus  :v=:CD* 
j)our  finus  j^^  ==  BD ,  &  1  pour  rayon. 

Car  on  auroit  d*abord  y  =  V^  f  i  —  x^)  ,  ce  qui  donncroit  dy^ 

comme  on  leprouveroit  aifément  par  deux  triangles  femblables;  donc 
dfiniz=zdicofi  .  .  .  On  auroit  enfuite  ^(7/ A  B  =  . *«=;/(  i-y*J, 

4*ou  on  tireroit  d  x  ou  d  cofx  =s  —  y —  zs^'^finrdi^ 

D^ù  on  pourroît  déjà  conclure  que  d  --^ ,  on  d  tang  ç  =  ^->^— , 

coJ:(  ,  ^^J    l 

^is  cet^e  formule  peut  fe  trouver  d'une  autre  manière. 

Soit  AT  tangi^i^ty   on  aura  f  :  i  :  :y  :   V  Ci-»- y*)  5  *  P*' 

tjonfëquent  t  =  -—^ — -.  j  doaç  dt  5=;  ^ ^ — r-=  ->  ^  ^  ,  ; 

^ L ^^?_ 


'■  r* ."-' 


0-w    ««fr 
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D'où  il  fuit  que  d(  —  ),  ou  —  -—  ou  icorr=— — -^— 

Ces  règles  ftffifcàt  pcmr  frbUTer  k»  difFérèocw  prBiMCifesv  fé- 
condes ,  &e,  de  toute  quantité  dans  laquelle  entrent  des  fînus ,  des 
coiînm,  &c.  Yoici  «iclques  Exemples*  d  Ifinx)'"  ^mffin»)'^'''. 
dx  cofx-=iimfinyr  dx  cot  x  .  .  .  .  dd  (finx  )  ::^d  d  x  cojx  '^ 
dx^  finx  .  .  ,  dd{cofx)z=zd{  —  ixfinxt)  = -^  ddxQnx  ^. 
àx^  cofx  ....  i(pn  mx)-ssLThdàC€oJmx  .  '.  ;  .  deûfihx'^h 

—  m dxfin  mx  .  .  .  d {Jin  x cofx)  se  d  x  cof^  x-^dx  firi^  x  =a 
dxcofxx.  :     î  •',  .  \.t^i^e^d. 

Puifque  j/"  i / — i  SB  cofi  Je  i  »»  a  donc  d  (  ^     .  ) 

On  trouvera  de   même,   que  d{^cof t dey  ^'^Hl  x  'fiai x  :sÀ 
cix 

—  -.^finlx\  &  ^\icd(xJ!nx)x:zd:fefinX'^xdx'vofx. 

X 

Soi.  Si  a?  cff  itt  arc  quclcoiifqiltf ,  ft  *tfïfentklfe  i?*  ^-V^ 

= jr— —  =  cop  X  d  tarte  *  =s  -  ^     ^     =5; ? :9i 

/«  «  yic*  X         1  -H  r^fngr*  X 

,         ■     ^  '•^dcûtx      -^dcwx    „        . 

^^dcotxpn}  x^s, — -- —  ==       ■     ^    j  &c,  &c. 
cofec^  X        l'-^corx 

Applications  du  Calcul  DÏfférattî^  à  la  Tkévrîe 
des  Courbes. 

803.  De  tous  les  problèmes  que  Ton  peut  propoftt  fur  une  côurBé, 
le  plus  fimple  eil  celui  qui  a  pour  objet  de  mener  une  tangente  à  l'un 
quelconque  de  Tes  points.  Commentons  donc  par  rappeller  la  folutlbn 
qui  en  a  été  donnée  (777)* 

Soit  la  courbe  A  M ,  fon  axe  AP,  ftî^ coôrdonnfey  AF&  V^Wi  |o/« 
il  e(l  clair  que  pour  mener  la  tangente  au  point  M ,  il  fu£t  de  déter* 
miner  la  foutangentc  P  T. 

Imaginons  donc  l'arc  infiniment  petit  Mm,  les  detix  ordonnées 
infiniment  proches  MP,  m;>,  &  fîippofons  Mr  parallèle  à  P/». 
Soit  à  l'ordinaire  AP  =  5f,PM=:y,&  nous  aurons  Pp  o« 

Ur^dx,mrszdy.  de  P  T  s  ^LJl^  Il  n'y  aura  donc  plca 

dy 

EciY 
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qu*à  différentier  Téquadon  de  la  courbe  ,  afin  d'en  cirer  k  valenr  JQ 

—  ,  que  Ton  fubftîtucra  dans  la  formule  des  foutangcntes,  &  PT 
dy     ^ 

fera  déterminée. 

804.  rcxprcflîon  de  la  tangente  M T  eft  •  ^y*  -+•  ^  ),  oa 

SL^(dx^'ir  dy^)  ;  celle  de  la  fou^ormale  P  N  cft  -^  ,  °**^^* 

la  normale  MN  =r:-2L  V  (^  *«-  -4r?  <^3^*  )  ;  *  û  on  mené  par 
dx 
'  '                                                    ydx    y.  dx 
le  point  A  la  ligne  AQ  parallèle  à  M  P  ,  on  aura  ^i—  :  '^- » 

cm  AX:  :  y:  AQ  =y-î^.  Ces  valeurs  de  AQ  &  de  AT  Tcr- 

-^       ^     ^     dx^  ^ 

Tiront  à  trouver  les  afymptotcs  de  la  courbe  A  M,  lorfqu'cllc  ca 
aura  :  car  fi-  après   avoir  lubftitué  dans  ces  deux  valeurs  celle  de 

-^  tirée  de  réquaiîon  même  de  ta  courbe,  on  fùppofe  x  infinie  » 
dx  ,  , 

il  y  aura  autant  d'afymptotçs  que  de  valeurs  différentes  des  lignes  A  Q 
&  A  T«  Quant  à  la  poution  des  afymptotes ,  elle  fera  toujours  déter- 
minée par  les  '  points  T  &:  Q.  Appliquons  maintenant  ces  formules  à 
quelques  exemples. 
On  fait  que  Téquatioa  au  cercle  eft  y^  :=  «^  —  5c*;  ionc  y  dy 

zsz'^xdx,  dc-^ es  — ^  =a=—  ^ ^  =  P  T.  Le  fignc 

dy  X  •       X 

—  indique  <|qe  la  foutangente  doit  être  prife  dans  le  même  fensqu© 
rabfcifie ,  parce  que  dans  la  conAruâion  de  la  formule  on  Fa  prifo 
en  fens  contraire.  Si  on  eût  compté  les  abfcifTes  du  fommet,  l'é- 
quation y*=  t  ax  -^xx  eût  donné  un  réfiiltat  pofitif  comme  b^ 
tormulc^  il 

P^r  Inéquation  y*  =  <i*  —  «»,  on  trouve ^^—i    ou  lia  fôunor-* 

m«le^=a  ^  «•,  &  la  normale  V  (y^'H-  t—L,  )  =  V  ^  3?*  ^  y»  > 
ss:  «  îtr-le  rayon ,  comme  cela  doit  être. 

;  P^ns  la  faxâbolè,  y*  t=  p  x^  donc  ^LJL  =-»;,,&  ^Lif  g^ 

do^  dy. 
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dx  a}     ^  dy  h^x     ^  X  * 

Dans  l'hjrpcrbolc  ,  y^=s^  (%ax^xx^',ionct^  ^iL  X 

i       On  a  auffi  A  T  =  -^  ,  cxprcffion  qui  cft  réduîtaà  la  fculc  ig^^ 

quantité  a ,  quand  on  fuppofc  x  infime.  Dans  la  même  fuppofîtion 

on    trouVc    que   A  Q   =  y  —  ^^  ^  =  y  —  iLf  ^^i  4.:^)  =3 

4^JC  "^  a^  y 

' Î-— ' — - — ^  = z=à  V  (  )  fc  réduit  a  *• 

^  <«J^  ay  xa-^x 

Ces  deux  valeurs  de  AT  &  de  A  Q  donnent  la  pofition  des  afynç- 

totcs,  telle  que  nous  l'avons  déjà  trouvée  (6^^). 

80J,  Soit  y«  =  *«<!«-«,  on  aura  ni  x  ^  (m  —  tt}  l  a:ssmly, 
n£x       mdy  ydx         m         ^  . 

■^  _ >  &  la  loutaneente =  —  x.  Toutes  les  cour« 

^  y  ^         dy  n 

Dcs  r^réfentées  par  Péquation  générale  y"  =  jc«  a^-»  ,  font 
nommées  paraboles  «  lorlque  m  8c  n  font.pofitives.  Si  m  :=  i^ 
^  n=si  ^  on  a  y  y  =zax  y  équation  à  la  parabole  ordinaire  oa 
ApollanUnney  comme  Tappelient  quelques  Auteurs,  dunomd'Apol- 
lonias  ancien  Géemctrc  ,  dont  on  a  un  Traité  fur  les  SeéHons 
coniques.  Si  m=z^,  &  «=  1  l'équation  eft  jr«  =  û*  5C,  &  U 
*  coutbe  qui  en  réfulte,  ciï  la  première  parabole  cubique  à  caufc  de 
«=  i.Siw  =  3  ,&/i  =  ij  c*eft  alors  la  féconde  parabole  cubique  * 
dont  Péquation  eft;y^  =  <i  jc\  Voyez  les  Fig.  1 1^  &  i  jo, 

80^.  Si  n  eft  négative ,  les  paraboles  fe  changent  en  hyperboles 
dont  réquation  eft  a?"  y"  =  ^ï'" -♦•  «  j  la  (buungente  de  ces  courbes 

eft  donc  généralement  —  —  :c ,  c'cft-à-dirc  qu'elle  doit  être  prifc 

n 
dans  lô  même  fens  que  les  x.  Et  ûm  =  nssï,  on  z  Thypcrbolc 
ordinaire  dont  la  fbutangente  =  —  x(  6^9 )• 

Dans  la  logarithmique  ,  on  a^  =r  A  /o^  y ,  &  dx  =  ?^ 

Donc  ^ —  ^=^  A\  Sa  foutangente  efi  dQuç  toujours  igaU  au  nta^ 
dy 
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AG»        ^07»  Soit  maintenant  une  courbe  quelconque  BIOC  avec  me 
jce,  aoere  cotube  BMA ,  tvilr  que  fi  on  (rrôlonge  les  ordonnées  OP 

de  la  première  jufqu'à  la  rencontre  de  la  féconde  ,  la  ligne  M  O 

£>k  une  foa<^ion  quelconque  de  Tare  BlO$  il  s'agit  de  mener  par 

k'  point  donné  M  la  tangente  M  T. 

Coftcev^ns  l'ordonnée  ^p  infiniment  proche  de  M  P ,  &  Mr  paral- 

lefc  à  la  tangente  au  point  O  5  fi  on  fait  BIÔs:j,MOs±i^,<m 

aura  mr=du,  rM^Oossdi,  &  du:  d^  ::u  :  OT  =  ^^^ 

du 

dz 
Ot  a  étant  une  fon<ftion  de  r,  on  aura  -^  en  prenant  les  difR- 

^  du 

Tcntielles;  ainfi  TO  ,  ou  le  point  T  fêta  déterminé,  d'où  il  cft 
fiicile  de  mener  la  tangente  M  T.  -  ^^ 

à  bdr 

Suppofons ,  par  exemple  ,  «  :s=  —  ç  ,  on   aura  duz=z  — i,  & 

a  d 

ÔT=:î  =  BIO.  Si  BIOC  eft  un  ar^  de  cercle  ,  alors   AMB 
cft  une  cycloïdc ,  &  cette  conftruélion  cft  la  même  que  celle  que 
noBS  avons  déjà  donnée. 
ik5o.       ^^s  1^  quadratrice»  {\  on  compte   les  abfcilTes  du  centre  «  oa 
,       s  X       »cx      .  ,         _dx^       ex 

*  C7Î7}  y=  —  <^^^  -^5  donc    ay=  cot    — —    .    ... 

a  a  a  à  ^ 

c  X  d  X     ^  X  dy         x         ex         c  x  x        ,,..       xdy  ^s 

^^cx  dx  A  a         ^^cx  dx 

fit" firû' 

A  a 

OT,  comme  on  peut  le  prouver  par  deux  triangles  femUables» 
fkvoir  MOT,  &  k  triangio  diâéreatiel  que  Ton  imagiaera  en 
menant  une  ordonnée  infiniment  procbe  de  M  P.  (l\  (^t*^dj» 
parce  ^ae  y  diminue,  lorfque  x  augmente  ). 

T^        i^T-  cxx  X         ex     ^  .       ^  ^ 

Donc  OT  =  ■    —  —  for  -—  5  &  en  aioctant  de  fait  « 

fin*  — 

X 

d'autre  C  O  sts  PM  =  y  sss  —  cot  — ,  on  aura  C  T  s 

a  a 


Lwfque  C  M  =  C  T,  ou  au  point  D ,  on  a  comme  nous  Tavons  d^a 

troofé,labafcCD=;'i^,&:parconfé<iuentCT  =  ^— ^.  Ilfeaf 
c         '^  ^  CD 

donc  prendre  C  T    troifieme  proportionellc  à  la   bafc   C  D  ^  a« 

rayon  C  M  j  ce  qui  donnera  le  point  T  par  laquelle ,  &  par  le 
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point  M  fi  on  mcnc  la  ligne  MT,  clic  fera  la  tangente  demandée.    pi(j^ 

%oS.  Pour  mener  le»  tangentes  aux  fpîralcs ,  il  faut  réfoudre  le  pro-    .  ^ - 
blêmç  fuîyant.  Soit  décrit  un  cercle  d'up  rayon  quelconque  C  A  «  &  foit  * 

une  courbe  C  K  M  telle  qu'en  menant  k  rayon  C  M  N ,  la  ligne  C  M 
foit  une  fonftion  quelconque  de  Tare  AB  N ,  il  s'agit  de  mener  par  k 
point  donné  M  la  tangente  H  T. 

On  imaginera  les  deux  rayons  infiniment  proches  CMN,C«iif, 
&  le  petit  arc  M  r  décrit  du  centre  C  &  du  rayon  C  M ,  on  mènera  en* 
fuite  C  T  perpendiculaire  à  C  M, 

Cclapofé,  foit  CM=y,  ABN  =  jc,  CA=  «  ,  on  aura«  :y::Nir 

a  a        "^  a  a  y 

Soit  par  exemple  y^  —  la  courbe  C  K  M  fera  la  fpiralc  d'Archi-^ 

ncdc,  &  on  aura  ^  =  ^,  CT  =  ?1^  =  1^=  ^  =MQO', 
dy        a  aa        aa        a. 

Soit  la  fpiralc  hyperbolique  dont  Téquation  cft  jcy  =  j  3 ,  ou  aura 

xdy^ydx:=zo,ydx:=i^xdy,CTast—  *J-^  =^  î^ss 

(^dy  a 

—  ^  ;  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  (7^6), 

809.  Dans  la  fpiralc  logarithmique ,  ou  Tangle  C  M  T  cH:  conftant ,   l^±i 
on  imaginera  les  rayons  infiniment  proches  C  M ,  C  m ,  &  décrivant  du 
centre  C  &  d'un  rayon  quelconque  C  N  un  cercle  ,  on  fera  C  M  =2  :[  ^ 
CN  =  d ,  Se  marquant  fur  la  circonférence  du  cercle  un  point  fixe  A  » 
onfuppoferaTabfciire  AN=;;vcç  qui  donnera  U  proportion  •  «  •  « 

aidxi  :  y  ;  M  r  =  ^ — . 
a 

Sok  t  z=z  tangMmr,  on  aura  t  =  ? —  ,  ou  —  =:  -i  =  <f  (It)  ; 

adi         a  t        i 

X  X 

donc   /r=s— jou h  une   confiante  C  ,  parce  que  la    dif- 

^        at         at 

firentîcUe  de   l'équation  /ç=c—  cft  la   même   que   celle   de    /j 

X 

ç  t 

Or  cette  fîquatîon  /ç  = H  C,  fait  voir  !•,  que  la  (pirale  fait  uno 

d  t 
infinité  de  révolutions  autour  de  fon  centre ,  tant  pour  s'en  approcher 
que  pour  s'en  éloigner  ;  car  au  lieu  de  x  on  peut  fubftitucr  fuccc/five- 
ment  *:-4-îr,A:-+-25r,A:-+-3;r,  ^c^  -^  sr  -f-  y  4  —  a  ît  -i-  x  •  &c  4  « 
4«tn;  la  circQnféççncç  A  N8%  . 
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*•,  Que  «on  fait  C  =  /C,  on  aura  /^-=:  — =  — /^,  oa 

—  =ac^*'      &  î  e»  C«*';  donc  au  point  A  ôd  5f  =  o,    on  a 

CD=C'. 

,  3%  Que  les  abfciffcs  AN  croîflant  en  progrcflîon  arîthmAî- 
ooe  •  •  •  .  « ,  1  ;c,  5  X ,  &c ,  les  ordonnées  forment  la  progrcffion 

*  **  If 

géométrique  •  .  .  .  Ce*',  C'e*SC'«*'  ,&c.4%Quc  fir=oe, 

on  a  ^  =  C^  propriété  du  cercle  qui  coupe  à  angles  drcHts  tous  les 
rayons ,  comme  on  le  fait  déjà, 

.  Ces  exemples  fufiifent  pour  mener  les  tangentes  de  toute  forte  iù 
courbes  foit  méchaniques  foit  géométriaues.  Au  refte ,  on  peut  voir 
cette  matière  traitée  plus  en  détail  dans  1  Anafyfe  des  infiaiment  pedts 
àii  Marquis  de  T Hôpital . 

Des  Développées. 

.OiT  *To.  Imaginons  un  fîl  ABC  appliqué  fur  une  courbe  quelconqac 
•  B  C  dont  Torigine  eft  en  B ,  &  dont  A  B  eft  tangente  en  ce  point  ;  ^  on 
iéTcîoppe  ce  'fîl  en  le  tenant  toujours  également  tendu,  fon  exuémîté 
A  décrira  une  courbe  A  M ,  qui  aura  les  propriétés  fuivantes. 
'  !♦,  La  tangente  M  C  de  la  courbe  BC  fera  toujours  perpendiculaire 
à  la  courbe  A  M  ;  i®,  la  longueur  de  cette  ligne  (era  égale  à  la  ligne  A  B 
-+►4  Parc  B  C  5  j*»,  l'arc  infiniment  petit  M  m  pourra  être  regardé  comme 
V»  arc  de  cercle  décrit  du  centre  C  &  du  rayon  C  M  ;  4*  ,  le  pwut, 
C  fera  le  point  de  réunion  des  deux  normales  infiniment  proches 
MN,  mn, 

8î  T.  La  courbe  B  C  fe  nomme  la  Développée  de  la  courbe  A  M; 
b  Kp;ne  M  C  eft  le  rayon  de  la  développée  ;  on  Tappclle  auffi  rayon 
frfculatcur ,  rayon  de  courbure. 

Cela  pofé ,  on  demande  comment  on  pourroit  déterminer  pour  cha- 
que point  M  le  rayon  M  C  de  la  développée  B  C  que  Ton  fuppofe 
connue. 

Soient  M  P  ,  m  />  deux  perpendiculaires  à  Vsgt^  A  Q  infiniment  pro- 
ches, &  CO,  rM  parallèles  au  même  axe  5  fi  on  appelle  M  O ,  w. .. 
A  P,  X  .  , .  .  PM,  y  . .  . .  M  m  ou  V  f^  j:'  -^dy^)  ^ds^  on  aura  •  •  • . 

elxids::u:MC=z'^.   Maïs  pendant  que  AP,  PM,  &  MO 

'  dx 

Tarîcnt  ,  M  C  devenant  m  C  ne  varie  point  5  ainfi  Téquation  MC 

uds 
«ET  --—étant  différentiée .  on  aura  (udds-i-  ds  du)dxszu  dsddx\ 
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êc  pairque<^«=mr=<Ar,  on  trouyera  que  «= s    xdy 

^  dsddX'-dxdds^ 

«£  que  par  conféqucnt  MC  = .      ^ =    ,    .    ^ 

dsddx — dxdds 
ds^dy _^  ds^ 

ds^  ddx-^dx(dxddx^dyddy)   *™    dyddx—dJdTy   *™ 

d  X 
Suppofons  maintenant,  pour  abroger,  qu'une  de  ces  difFércntîcncs 
foit  confiante j  l'élément  ds  de  la  courbe,  par  exemple  ,  &  nom 

aurons  MC  =  ^i^  =  ^^lUS^'+lyy 
ddx  ddx 

Si  on  eût  fuppofé  dy  conftantc,  on  eût  eu  ds  dds-ssidxddxi 

>,     ,     .   .         dxddx  .    ,  -- ^  dyds* 

Cou  dds=  — ,  ce  qui  donne  M C  =  -— -- — ^^ ■    ^  , 

ds  ^  (ds^ — dx^)ddM 

dsi     _  (dx^-hdy^)^ 

dyddx  dyddx       * 

Mais  ^  on  fuppofe  ,  comme  on  le   fait  ordinairement ,  que  dx 

Ibit  confiante ,  alors  M  C  =      .    /.-  —     .     ,,  =       .     ,/  ^  ^ 

''dxdds       -dxddy        "dxddy     • 

S 12..  Comme  les  courbures  des  cercles  font  en  raifon  înyerfe  de 
leurs  rayons  ,  on  en  déduit  qu*en  deux  points  différents  d*une  courbe 
«nelconque  «  les  courbures  font  en  raifon  inverfe  des  rayons  de  la 
développée.  Ainfî  pour  favoir  en  quels  points  la  courbe  a  une  plus 
grande  courbure  ,  il  faut  chercher  le  minimum  du  rayon  de  la  dé- 
veloppée. 

Si  la  tangente  en  À  eft  perpendiculaire  à  Taxe,  alors  pour  déter-  l8^« 
miner  la  ligne  droite  BA  ,  ou  la  diflance  du  fommet  A  a  Torigine 
B  de  la  développée  ,  il  faudra  faire  x  =  o  dans  Texprefllon  dû  rayon 
M  C ,  &  on  aura  la  valeur  de  B  A.  Enfin  pour  trouver  l'équation  de  la 
développée ,  menons  C  Q  perpendicul^re  à  Taxe  ,  &  nommons  A  B  « 
a...ÈQ,  t.,.CQ,i'y  nous  aurons  d'abord,  en  fuppofanc  dx 
n.  »,  ^         dx^-hdy^,    ^  dx^-^-dy"- 

confiante  ,  M  O  = rr-^  ,  &  r  = rr~^ y-  £»• 

^ddy  ^  -ddy 

^.       ^       ,        dx^'-hdy''    ^^       ^,,      dy(dx^-k'dy^)   ^ 

faitc^dx :  dy\  : rr-^'  C O  =  VQrs^^^ — ,     , ,       -  ,  Donc 

'ddy  ''dxddy 

hV  -{^VO  —  tiBzztz^x^  a^"^^  ^  ^f  '^f^'^  ^  i  yalcws  <^ 
^  --dxddy 
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^|i|^^    fiiffifeai:,  avec  Téquation  de  la  courbe,  pour  déterminer  l*éqtiatioil 
*    de  la  développécé 

Si  5*  Jufqu^îcî  nous  ayons  fuppofé  les  ordonnées  parallèle!:  entre  elles* 
.SI  (lies  partoient  d'un  même  point  B ,  Voici  conmient  on  détérmincroif 
le  rayon  M  C. 

igy.  J'imagine  deut  ordonnées  infiniment  proches  BMjtfféj  ScCOi 
C  o  perpendiculaires  à  ces  ordonnées  ^  je  décris  enfuite  du  centre  B 
Tare  M  ;*•  Cela  pofé  ,  foit  B  f/L-y  ,M.r  =  dx^nlr:=dyyMm=ids 
s=  /  (dx^  -t-  dy^) ,  M  O  =3 1/  ;  à  caufc  des  triangles  femblables  lArm^ 

CM  O,  on  a  dx  :ui  :dyiCO=it^  ::ds  iMC^^.  Dif- 
>>^-  dx  dx 

&£<^tiant  cette  dernière  équation  (  en  fuppofanc  dx  conftante  )  on  a 

dus-  1££L^  &  la  diiFércntîcUe  de  CO  qui  eft  Co-COri 
ds  ^ 

f^^^dudy-^uddy  ^  ds  uddy     udy^  ddy 

^  dx  dx  dx         ds^dx 

^udxddy    _         _^         udxddy      .  . 

8s ; ^^  Donc  OQ=a- , i,   &  y:  dx  z  ly  -hi 

^'udxddy  ^,   ,        .  vJj*  ^-«  y<^^' 

if*       •  ds'-^yddy  ds^dx-ydxddj 

dxi^dxdy* — ydxddy     ^  --dxddy 

y  =  00,  oulorfque  les  ordonnées  font  parallctcs  j  comme  nous,  Ta- 
rons déjà  trouvé*  Paffbns  maintenanr  à  quelques  exemples. 

L'équadon  à  rdlipfc  &  à  rhyptrbole ,  lorfqu'on  compte  les  abf* 
ciflês  du  fommet  ,  eft  généralement  exprimée  par  yy=:/?x± 

•^ —    OIT  il  eft  clair  que  fî  â  =  oo  ^  on  a  y  y  ^=:  px\  équarioa  ï 

ta  parabole,  qui  n*eft  par  conféquent  qu'une  ellipre  ou  mie  hyper* 

bole  dont  le  grand  axe  eft  infini.  Ainfi  féquatîonyy  z=:px-^  ^-r* 

eft  générale  pour  toutes  le«  fe<ftions  coniques.  Elle  peut  doncfenrir  à 
trouver  leur  rayon  de  courbure. 

814.  Obfcrvous  d*abord  que  -^    yf  (dx^-^-  dy"^)  ,  étant  égale  àli 

iMdrûlaleC8o4j  ,fî  on  U  iKMHJnc/i,  Ip  rayon  de  la  développée,  ci 

fuppofant  dx  confiante  ^Xcra  exprimé  par r-r-î  ^  puisque  dans 

^y^  ady 
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%yidy^xdy'':=:i±:^--^   ....  y^  ddy=  ±^  y^  dx^  ^y^ 
A.  m 

Donc  le  rayon  àc  U  4éveloppée  pouT  covtes  les  feé^ions  conique» 

•s  -««.—  ^  c'cftrii-dicc  ^  qu'A/  ^  ^^  ^  ^^^  ^  U  normale  divif!» 

iPP 
par  le  quart  du  quarri  dit  pafanutr$.  D'où  il  imt  que  Jant  le  cercle  oi 
n^^p ^\z  rayon  ée  U développée  efl  toujours  égal  à  la  normale ,  ce 
qi|i  eft  éTident,  Quant  à  la  développée  du  cercle  ^  on  voit  bi«a 
qa'dle.  n'eft  autre  chofc  ^e  le  point  même  qui  fi:r£  de  centre  au 
cercle. 

Çij.  On  4  n=i-jl^y  (dx*  +  dy^)T=z ^  • 

V[px±^^-h^(t±^'^'^~)]$  de  m  fommet,  lor& 
2. 4         4  a         aa 

que;c.=îo^«=ç5|;?,  &  le  rayon  de  la  développée,  ou  la  droite 

ABs=.|/7.  Dans  reUiprc ,  U  dévtlopfiée  a  quatre  branches  BD«  lg$; 

D^^^'^yB^/j  égales  &  faifant  entre  elles  quatre  points  de  rebrouiTe- 

^lent*  La  diftance  £B  ^C^^4«^ip,  &  BPc=:«<^^=3:lamoitii 

dupa^r^Maetre  du  petit  axff. 

Dans  la  parabole,  le  rayon  MCss-; =NTx---r*  ^^  ^/mT/ 

iPP\  ^N        MC^f^^ 

par  conûSquçnt  C  O  ou  PQ  =ci  NT  a=  x  5c-Hf/>  5  donc  AQc=a  xf^ 

f  Pf -*»  i;^  =î  5  AT  -f-  A B,  &  par  conC^uent  BQ  î==  j  * ,  ce  qui  iooxM^^^^jJJ§^g^ 
une  conftrudion  bien  fîmple  pour  déterminer  le  point  C ,  ou  le  cenoe^*^  ^/9^^ 
4^  cpr4c  ^fculateur  ;  preocst  iB  Q  :=:  3  A  P ,  &  menez  C  Q  pcrpendicu-  ^^r^)  .pj 
lairc  à  A  Q.>  le  point  de  concours  C  dei  deux  lignes  MC ,  C  Q  fera  ^^-Q  /^i^^ 
cçqcrç  du  cercle  cherché.  ^  ^ 

Pour  trouver  Téquation  de  la  développée ,  foit  B  Q=a&  ^,  CQ  s=5  «.ji^,^!^^^ 
on  a»ra    af=;5;JT,  &  |p;y  :  :QN:CQ::»5f  :  «=  IfZ  aqfAJjVJ^TW 

^±CîJL^  Donc^'  «*'^3=«^îS  «c  î»  =  ij;^i»»3  c^  qui  (MHJN-'^m/l 
p  16  ^    NTss  ^2/^ . 

voir  qi^e  Aï  dèv4iGppif  i$  la  parahole  prdinéûre  tft  me  féconde  pa-^  TN  * 

raholt  çuiiqMie ,  dofit  le  p^ametrç  ^fi  lt$  rk'4p  ^^^  de  la  partMêac>i^*^,e4^ 

Pu  kaa^Hie  des  dér^Iifréi»  A.B'shAGsnMC.  iibi»  BCswAfr^^^K 

yj>f 
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y  CxPî  4-  \pp)*  On  a  donc  ,  en  faifant  ^p^=sAa  ,  BC  =^ 

^[('i-l-L?^    — 1]>  cxprclfion  d'un  are  quelconque   de  la  fc- 

4  tf 
^onde  parabole  cubique  dont  TéqUarion  eft  ^'  =±  tf  ù*. 
't  QO       ^'^*  ^°^^  ^^  cycloide  A  MB  a  ,  fon  <îcrclfe  générateur  B  Ô  D  O', 
A   /?         *  Tordonnéc  M  OP  perpendiculaire  à  B  D.  Si  on  fait  B  P  =  *,  PM 
<3i^;^Wf£-s=y,  BD  =  xa^  on  aura  ^=±6  0'¥^(^ax'^xx)\  or  li 

fc^^^^^^i/  différentielle  de  Tare  B  O  eft  — ^—^  — d^(%ax  -xx) 

8  P  ^«^        — J|^i^<rx  — Jf  at)  ,  équation  différentielle  de  la  cycloide. 

^^  .  o  "    Cela  pofé,  pour  trouver  le  tayon  M  C  de  la  développée,  fuppofonf 

ft€X^  G>t€^e^j[x  confiante ,  &  nous  aurohs  en  différentiant,  ddy  ç  — — .  ^ 

^  ,> tf  jc*  H-  dy^  = •  Donc  le  rayoh  M  C  is  i — -    ^/  ■'    = 

lOV-  2yi  i  Vitf  Ciû  — x)=x  ODîor  MNC  eftparallclcàOD,pmP» 
é/zaC2A-:)c))onc  (y^-^)  la  tangente  MT  eft  parallèle  à  O  B.  Donc  OD  =2 
:.>1Ç^ MN  =  NC 

*P  x*i«5^'  ^^  ^"^^  ^^'^^  ^*  *  ^^*  ^^  rayon  de  la  développée  au  point  A  eft  nul; 
au.r/0044^i^  ^  que  par  conféquent  la  développée  paffc  par  ce  pointf  !*•  Que  le 
A  ^ct^JC'i^iazyoTi  de  la  développée  au  point  B   eft  la  ligne  B  E  double  de 

Ô17.  Pour  déterminer  la  développée  ACE,  achevons  le  rcâan- 
^^"*^  glc  AE,  &  iuf  le  côté  AB'  =  DE=3BD,   comme  diamètre, 

^^^e^.,^**-  décrivons  un  demi-cercle  A'Q'B',  menons  AQ'  parallèle  à  CM, 
rpUtC»t^  '&  joignons  C  &  Q'  ;  cck  pofé  ^  l'ande  N  A  Q'  =  N  D  O.  Donc 
lçL.ff9€n4^^  OD  =  AQ'  ,  &  Tare  OID  ou  la  droite  AN  =  Tare  A  LQ'. 
^cL^f^^^^  OD  =  GN.  Donc  CNssAKJ^  &  par  conféquent  CQ'  =s 
'  /^^;e»#« P«  A  N  =  l^c  AL  Q';  propriété  diftindive  de  la  cycloide  ordinaiic; 
^    '  't/u^^^  ^^  ^^^^  ^P*^  ^  développée  ACE  eft- une  demi-cycloïde  égale 

^^Âh^  celle  que  l'on  avoit  déjà,  A  MB.  Elle  n'en  diffère  que  par  £1 
tf  Cir 2 ^^^^^ofitioB.  On  aurôit  trouvé  la  même  chofe ,  en  cherchant  dîteôe- 
-e^^s-ii/S^mç^j  l'équation  de  la  développée,  par  ce  qui  a  été  dit  (%i%)i 

^O' .^^    L*arc   AC=MC=riAQ';  donc  un,  arc  quelconque  de  cy 

iZ£^f/9€>^^s9UyU  efi  doubU  de  U  corde  comfpondanu  du.cercU  généraMtr. 
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Aine  MB=iOfi^  AMB:;=*BD,  &  la  cycloïdc  entière  kha    îW. 
eft quadruple  du  diamètre  BD. 

S 18.  Soit  la  fpifak  logarithnilqtte  ÀDM  dont  le  centre  eft  A,  ^^^* 

on  aura  cot  MmA;=^=  --?j,  &  en  difFérentiant ,  (dx  étant 

mr        dx  ^ 

fuppoféc  conftantc^  ^  oh  aura  Ji/y  =  o,  &  k  rayon  de  la  dévc* 

•  C^«?*  -H  ^3^*j.  Dofic  fi  on  tticnc  AC  perpendkulati'e  à  MA> 

&  M  C  perpendiculaire  à  la  tahgcntc  en  M ,  leur  point  de  concours  C 
fera  fur  la  développée  :  car  les  triangles  fcmblables  JArm  &  MAC 
donnent  MfniUr:  :  MC  i  MA,  c'cft-à-direi/iou  V  {jdx^  -f-  dy^)  i 

dxii^Oiy.AoviC  MG3=  Z  /{dx^ -k-dy^). 

«15.  L'angle  ACM  =:5>p*  — AMC  =  AMTj  d'oii  il  fuit  que 
Ja  développée  ABC  eft  la  mcmc  (pirale  logarithmique  ADM';  clic 
cft  feulement  drfpofée  d*une  malriete  différente.  11  luit  àtAz  que  la 
►to^ntç  M  Ç  eft  égale  en  longueur  à  la  fpiralc  AB  C,  quoique  cellc-cî 
rafle  une  infinité  de  révolutions  autour  du  poîht  A.  Doiic  auflî 
'  fi  on  mené  AT  perpendiculaire  à.  AM  ,  on  aura  MT  =  Tare 
ADM.  Xtf  fpiraU  logarithmique  &  la  cycloïde.font  donc  elles^ntêrrus 
leurs  développiis. 

Des  Points  d'inflexion^  &  de  ta  méthode  dg  Rtajcimis 
Êr  Minimisa 

8iô.^  Si  une  courte  ÀMÔ  ^e  convexe  qu'elle  étoit,  devient  con-  -  . 
cave  ,  le  point  M  ôd  ce  changement  arrive ,  éft  ce  que  Ton  appelle  un  ^9^^ 
Joint  d'inflexion*  -^^  -       rr        . 

Pour  déterminer  ces  forteç  Ae  points  ,  bt  peut  regarder  là  tàhgefefc 
en  M  comme  étant  tout  à  la  fois  tangente  des  deux  parties  MA ,  M  O; 
&dans  cette  fuppofition  on  peut  imaginer  de  part  &  dautre  du 
point  M  deux  éléments  Mm,  Mm'  en  ligné  droitre  *  d'oii  il  fuit 
que.  le  rayon  de  la  développée  au  point  M  doit  alors  être  infini. 
Mais  comme  ces  éléments  peuVent  être  fuppofés  décroître  dé  plus  en 
plïK^de  roariierc  à  s'évanouir  tous  dewcî  le  rayon  delà  développée 
,  doit  alors  fe  réduire  à  zéro*  .  " 

«it.  Donc  au  point  d'inflexion  ,  le  rayon  de  la  développée  eft 
toujours  infinit  ou  nuL-  l>tS^  tti  fupi^ofant,  </»  conftantc,  on  àur» 

Ff 
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touionrs ; — -y-r-^  »  ou  7-7 =:  oo  ou  0  j  &  par  cmt- 

-dxddy  ^ddy  ^     ^ 

dx~ 

^ddy 
qucot  -- —  =  o  ,  OU  00. 
dx^ 

On  différcnticra  donc  deux  fois  l'équation  de  la  courbe ,  en  fap- 

pofimt   d^x'txmStaLtiit\  &  on  aura  la  valeur  finie  de  — - — ^  que 

l'on  égalera  à  zéro  on  à  Tinfîni.  Au  moyen  de  cette  équation  &  de 
celle  de  la  courbe,  on  détemiinera  les  valeurs  de  :c  &  de  y  qui 
tonviennent  au  point  d'inflexion  j  ou  aux  points  d'inflezioa,  s'il  y 
en  a  plnfieurs. 

8 11.  Lorfquc'Ics  ordonnées  partent  d'un  point  fixe,  alors  on  «  f 

ix^^dy^'^'iddy 

''- -1 =-  z=^  o  ou  =  ©o . 

dx^  . 

'  Ex.  I.  Soit  la  prcnûere  parabole  cubique  dont  l'équadon  eft  jr> 

s=tf*  *j^^uaurày  =  *'^tf^  .  .  :'dy=i\x^'^dxy.a^...Uy^ 

•i     '       %  ddy  «y  » 

^  \x     'dx^aJ  .  .   .  ^5=:~f;p    *  /tftf  =  o  au  point 

u>  X 

d'inflexion  5  on  a  donc  x  z=z  o.  Ainfi  le  point  d'inflexion  cft  à 
l'origine. 

Ex.  II.  Soit  la  conchoïde  de  Niconiedc,  dont  l'équation  eftyss 

V    (tftf  — 5S«;5    on,  a  en  diftcrentiant     .     .     ,    dy=i 

m^dx(aai^x^)  ..-.,' 

' •;jz — — ' r>  diftercntiant  de  nouveau,  en  fiippofant  dx 

XXy   \(ICI-'^  X  X  J  ,  tt 

conftante,  on  a . . .  ~  ^^  =  £^l±if ^i^^IIL^^^  =  0  au 

.  ^àx"^        Ca^X^-x')^  (ad-xx) 

point  d'inflexion.  Donc  x^  ^^h  x^'-^'i  û*  ^  =r  o  ,  équation  oui 
étant  réfolue  (338^  ,  donnera  pour  x  la  Valeur  qui  convient  au  poujc 
d'inflexion.  * 

Ex.  III.  Soit  une  courbe   quï  ait  pour    équation  y  '^  &'=> 

(x  —  tf^  5  ^  il  s'agît  de  trouvcf  Icis  valeurs  de  x  &  de  y  qui  répon- 
dent au  point  d'inflexion ,  au  cas  qu'il  doive  y  en  avoir. 

.     En  diflFércntiant  deux  fois,  de  fuiw^,  ^n  a  —  — ^  =  ^  J^ ^^ 
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^m  étaiit  égaWc  à  zéro  ,  ne  fait  rien  connoître  ;  il  faut  donc  l*éga-    f  IQ* 
1er  à  Tinfini,  &  on  a  x  =  tf  =y^  râleurs  qui  répondent  au  point 
d'inâezîoni 

8x3.  Si  l'ordoniiécMP  d'une  courbe  <}ueIconque  B  M  eft  plus   X^5. 
grande  ou  plus  petite  que  celles  qui  la  précédent  C/7w*j  i  &  que 
celles    qui   la   Gûrcnt  (  p*  m' )  ,    on  lui  donne  alors   le   nom  de 
Maximum  ou  de  Minimum  j  &  la  méthode  qui  apprend  à  décermiaec 
CCS  fortes  de  quantités  »  Ce  nomme  la  méthode  de  Màximis  ^Mînimis. 

8  X4.  Si  C  M  eft  le  rayon  du  cercle  ofculateur  au  point  M  »  il  cft  claie 

que  l'ordonnée  M  P  doit  être  plus  grande  ou  plus  petite  que  toute  autre 

ordonnée  correfpondante  à  quelque  point  de  Tare  KMD  décrit  dtt 

rayon  CM;  d*ou  il  fuit  que  l'ordonnée  MP  (  prolongée  dans  le  cas  du 

Minimum jY^oSit  par  le  centre  du  cerck  ofculateur:  donc  la  tangente 

en   M  eft  parallèle  à  l'axe  A  P»  &  par  conféqUenc  la  foiirangcnce 

ydoG  ^       dy 

•^-- —  ssss  ôo .  Donc  -^  ==  o. 
a  y  dx 

Or  y  peut   être  coniîdérée   comme  une  fonétion  quelconque  de 

'  rabfcilU:  A  P  (x) ,  d'oii  il  fuit  que  pour  favoir  dans  quels  cas  une 

quantité  y  dépendante  de  x  peut  devenir  un  Maximum  on  Un  Mi^ 

tùmum, il  faut  bien  difFérentier  l'équation  qui  exprime  leur  rapport, 

d'Y 

&  égaler  à  zéro  la  quantité  ~  L'équation  qui  en  réfultera ,  conlbi- 

dx 

née  avec  1^  prcrtiîcre,  donnera  les  valeurs  dey  &  de  x  dans  IcfqucHcs  jf 

e(l  un  Maximum  ou  un  Minimum^ 

8x5.  Mais  pour  diftinguer  lequel  de  ces  deux  cas  si  lieu ,  il  fitut  olh- 

ferver  que    le   rayon  de  la  développée   au  point  du  Maximum  efi 

pofitify    &  quil  efi  négatif  au  point  du  Minimum.  Or  l'cxprefTioil 

du   raydn   ofculateur  cft  (i^  JLy  x  —  ^— ? 5    &  comme  --- 
-       '  dsi^  d  x^  .    dd 

-^dx*  i  '         ddy 

s=  ô  ,  on  a  CM  =: ,  Donc  ,  fi  j'  eft  un  Maximum  i    — ^ 

ddy  »* 

doit  être  négatif  j  &  s'il  cft   un  Minimum  ,  — — ^  doit  être  pofitif. 
^  d  x^ 

S*ii  arrive  que  — ^  foit  infini  ou  nul ,  alors  M  fera  un  point 

d'inflexion,  ou  de  rebrotiflcmcnt  i  la  tangente  tn  M  fera  parallèle 
i  l'axe,  mais  il  pourra  fc  faire  que  MP  ne  foit  ni  an  Muximunt 
hi  un  Minimum.  Voyai  la  Fig*  i^^.  \  %jr     • 

2z6.  Il  peut  encore  arriver  que  l'ordonnée  PM  foit  un  Maxi- 
mum ou  un  Mininum  y  lorfque  la  tangente  en  M  eft  perpefldicu- 

ydx  i^  ^y 

laite  à  taxe.  Qi  dans  ce  cas  -^  =s  p  ^   &  par  conféquent  — 

^  îfij 
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fIG.  =  ^>  fotniulc  qui  dérermincra  ces  fortes  d'ordonnées*  Alors  M? 
peut  être  tout  à  la  fois  un   Maximum   Se  un  Minimum  à  l'égard 

^9S*  des  deux  branches  M  B ,  M  B'.  Mais  ce  n*eft  qu'un  cas  particulier 
renfermé  dans  celui  dont  nous  venons  de  parler,  &  dont  voici 
quelques  exemples. 

817.  i.  Soit  propofé  de  divifer  une  droite  a  en  deux  parties , 
telles  <}ue  leur  reélangle  foit  un  Maximum  ou  un  Minimum.  En  nooï- 
mant  x  Tune  de  ces  pardes  y  a-  x  fera  l'autre  >  &  on  aura  ax^xx 
pour  l'exprelfîon  du  Maximum  ou  du  Minimum.  Soit  donc  ys:zax 

—  «  jc ,  &  on  aura  -^  =  tf-—  z  xz=i  o,  d'oii  ;c  =  \  a.  Pour  û- 

voir  maintenant  fi  cette  fblution  donne  un  Maximum  ou  un  Afîri/- 

mz&n ,  je  ditférentie  l'équation  -^  =  ^  -  1  * ,  &  Vu  -— ?  =  —  z  j 

quantité  négative  s  d'où  il  fuit  que  la  valeur  x  =  —  donne  un  Ma* 

X 

ximumyssc:^a\ 

En  général ,   fi  y  =  x^Ca'-^x  )"  ^  pour  que  cette  quantité  foit 

un  Maximum  ou  un  Minimum  ,  il  faut  que  -,  -  ^mx^'^  (a^^xf 

dx 

— «5c*  ftf  — 5c)""'=o  =  —  — ,  Alors  x  = 5  & 

cette  Valeur   donne    un    Maximum  pour  y  ,    parceque    "j — j  =s 


II.  Trouver  les  diamètres  conjugués  de  Tellipfc  qui  font  cntrc-cox 
le  plus  petit  angle. 

Soient  m  ,'  n  ces  diamètres  ,  p  l'angle  qu'ils   font  entre-eox ,  oa 
aura  (6%^)  m  n  finp  =z  ab  ,  Se  m^  ^  n^  =.  a^  ^  b^.  Donc 

/7^„ fi o,dfmp •ai^Ctf^-H^»-!»»; 

j*n  p  — — .  ■  "  j    3   oc  ■■■■         -  —  —  —       »        '— 

'    -^       «(^a»^^»— Tz»;*  dn        »*  (tf*H- ^» -«»;i 

=  o  ;  donc  a=  y ^  =  m. 

Aînfî  les  diamètres  conjugués  &  égaux  de  l'ellipfc  font  ceux  qui  par 
leur  interfeélion  forment  le  plus  petit  angle  cherché.  Le  finus  de  c« 

f  n        1  <2  ^ 

-^  *  I  H-  tang^  u  Jcc^it 
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=  'ï.  fin  11.  cofu  •=:fimu  'y  donc  Tandc  p   cft  cgal  à  celui  que  FIG. 

forment  entre  elles  les  deux  lignes  menées  des   deux  extrémités  du  »  ^  g 
petit  axe  à  une  du  grand.  ^ 

III.  De  toutes  les  paraboles  que  Ton  peut  couper  dans  le  cône 
droit  DCB,  déterminer  celle  qui  a  le  plus  de  fur£ice.  ipOt 

Soit  BD=tf,  CD  =  A,  BP=:x,  on  aura  a  :  ^  :  i  «  :  AP 

=  —  ...PM=v^fiiaf  —  X  x)  .  .  .  la  furface  /w  A  M  P  wi 
u 

=  ~-  .  —  v'(^tfar  — :!c*)  =  y;  donc    <  =  — .  —  1/  f  tf  »-  5ff*) 

il 

»( «j=itfA:  —  ixx.  D*ou  x=  I  a ,  folution  qui  donne  un 

AftfX/mwm,  parce  que  — ^=  — f^, 

IV.  De  toiw  les  triangles  conftruits  fur  la  m^mc  bafc  A  B»  &  de 
même  périmètre,  quel  eft  celui  qui  a  le  plus  de  furface?  '>/• 

Soit  le  demi-pérîmetre  =  ^ ,  la  bafe  A  B  =  a ,  le  côté  A  M  =  «  , 
M  B  fera  i  ^  —  tf  —  x.  Donc  en  appellant  y  la  furface  ,  on  aura 
(c^^l)y=zy/[q.q~^a  .q  —  X.    (û-H^— ^)]    .    .  .    %  ly  =z 

^^+J(^-^  )  +  ^(q'X)'^l{a'hX'^q]     •     .     .   i-2=r  — 

g  —  X       a-hx — q  ix  %     a-^x — q       q^x 

Donc  a+x-^  q'=^q.  —  *,zj  —  a  —  ;e  =  X5  &  par  confifquenc 
le  triangle  cherché  eft  îfofcele. 

&z8.  Il  fuit  de-là  qu'entre  tous  les  triangles  îfoplnmetres  ou  de 
même  contour  ,  celui  qui  a  le  plus  de  furface  eft  équilatéral.  Car 
fî  A  M  B  eft  le  triangle  cherche ,  il  eft  clair  qu'il  doit  avoir  plus 
de  furface  que  tout  autre  triangle  ifopérimetre  A  M  B  conftruit  fur  la 
même  bafe  AB5  donc  AM=sMB.  On  prouvera  de  même  que 
AM=AB. 

819.  Jufqu'ici  nous  n'avons  eonfîdéré  que  le  Maximum  ou  le 
Minimum  des  fondions  d'une  feule  variable  x.  Pour  trouver  dans 
quels  cas  une  fondion  quelconque  Y  de  deux  variables  x8cy  de- 
vient un  Maximum  ou  un  Minimum ,  on  peut  fe  fervir  de  la  mé- 
thode fuivante.  (  Le  mot  fonâion  çft  pris  généralement  pour  toute  ex- 
preillon  dépendante  de  la  valeur  des  deux  variables). 

Suppofons  que  y  a  déjà  la  valeur  propre  à  rendre  la  fonâion  Y 

f  f  iij 
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un  Maximum  ou  un  Minimum  ;  il  ne  s'agira  donc  plus  que  de  ttonvof 
la  valeur  convenable  de  x,  c'eft- à-dire  qu'il  faudra  oifFérentier  la  fonc-^ 
tion  Y  en  faifant  varier  x  feule ,  &  égaler  le  coefficient  de  dx  à  zéro. 
Çn  faifant  un  raifonncmenc  femblablc  ,  on  verra  que  pour  avoir  y  , 
il  faut  différentier  la  fondHon  Y  en  faifant  varier  y  feule,  &  égaler  le 
çoeificient  de  dy  à  zéro.  D'où  il  fuit  que  fi  i  Y  eft  repréfcnté  générale- 
ment par  Tdx-^-Qdy  ,  on  doit  avoir  P  ^=  o ,  O  =  o ,  équations 
qui  donneront  les  valeurs  àçx  &  de  y  propres  à  rendre  la  fondion  Y 
Maximum  ou  Minimum, 

Or  ileft  aifé  de  voir  que  ce  même  raifônnement  a  lieu  quel  que  foîc 
h  nombre  des  variables  dont  Y  peut  repréfenter  une  fond^ion.  D'où  il 
fuit  en  général ,  que  pour  connoîtrc  les  valeurs  des  variables  qui  ren- 
dent la  fonâion  Y  Maximum  ou  Minimum  y  il  faut  prendre  la  diâif* 
rentielle  totale  d©  Y ,  &  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  la  différent 
tielle  de  chaque  vadable  »  ce  qui  donnera  autant  d'équations  que  d'in-* 
connues. 

Par  exemple  ^  fbit  propofé  dedivifçr  le  nombre  donné  a  en  trois  par* 
tics  dont  le  ptoduit  foît  un  Maximum, 

£n  appellant  xScy  deux  de  ces  parties ,  la  troifieme  fera  exprimée  par 
4  -  »  -y ,  &  on  aura  xy  {a-x  ^y)  dont  la  différentielle  c  ftf  - 1 5»  -y) 
ydx-h  (a  —  ly  —  x)  x  dy.  Egalant  donc  féparément  à  zéro  le  cocN 
ficient  de  rfa:  &  celui  de  dyy  on  aura  a  —  %x — yass=ïo  =  fl  — ly 
—  X,  à' où  y  =  X  =  \  a.  Il  faut  donc  divifer  le  nombre  donné  ca 
trois  parties  égales. 

Propofons-nous  maintenant  de  trouver  entre  tous  les  triangles  i(b- 
périmetrcs  celui  qui  a  le  plus  de  furface.  Nous  avons  déjà  réfolu  ceprch» 
pléme^  mais  indireâement. 

Soient  x,  y  deux  de  fes  côtés ,  i^  le  périmètre ,  iq  —  Xjr^y  fera 
l'autre  côté  ,  &  la  furface  }/"  [q  .  q  -  x  ,  q- y  ,  (x  -Hy-gJ) 
devant  être  un  Maximum  y  fi  on  la  nomme  Y  ,   on  aura  iIY-iq 

"Y  Âx 

*??=/|r?-*;-^^C!?-J^;-4-/r:«4-y-î;,Dpnc4Y=r 


X  -^  y  -^  q         q^x  z  x -\- y  —  q       q—y 

égalant  à  zéro  le  coefficient  dçdy  Se  celui  de  dx  ^onz  ap-pf-y  —  f 

s=: q  -y  =: q  '^  x^  dou55=y=r  «2  ==  2  q  —  x  —  y.  Le  truû- 

glç  cherché  çft  donc  équiktéral ,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé, 
Pour  s'exercer  à  la  réfolution  de  quelques  autres  problèmes  de  ce 

genre ,  on  peut  chercher  la  réponfe  aux  queftions  fuivantes. 

î.  De  tous  les  qu?irrés  infcrits  d^ns  ijn  quarré  donpé  ,  quel  cft  Iç 
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II.  De  toutes  les  fraâîons,  quelle  cft  celle  qui  furpafle  fa  poiâancc 
912  de  la  plus  grande  quantité  poiTible  > 

III.  Quel  eft  le  nombre  x  dont  U  racine  x  eft  un  Maximum} 

IV.  On  Youdroit  conftruire  une  mefore  qrltûdri^e  d'une  cap^-^ 
cité  donnée ,  &  dont  la  furface  intérieure  fut  un  Minimum,  Quel 
rapport  doit-il  y  avoir  entre  la  hauteur  de  cette  mcfure  &  lé  dia* 
itictrc  defabafe? 

V.  Entre  tous  les  cy^lîndres  que  Ton  peut  iuTcrirc  dans  un^ 
même  (phere  ,  quel  eft  celui  dont  la  furface  conyexe  eft  un  Ma-' 
xîmum  ? 

VI.  Parmi  tous  ces  cylindres ,  lequel  a  le  plus  de  folidité  1 

VII.  Quelles  doivent  être  les  dimenfions  du  plus  grand  cylindre  qu'il 
foir  pofHble  dlnfcriredans  un  cône  donné? 

VIII.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  bafe  ,  &  qui  font  infcrits 
dans  le  même  cercle  ,  quel  eft  le  plus  grand  ? 

IX.  Quel  feroit ,  au  contraire ^  le  plus  petit  de  ceux  qui  feroient  cir^ 
confcrits  au  même  cercle? 

Dej  FraSions  dont  le  Numérateur  &  le  Dénominateur 
fe  réduifent  à  ^éro  dans  certains  cas. 

S^o.  OnttottTc  quelquefois  des  exptcffions  algébriques  en  ibraie 
de  fractions,  qui  fc  réduifent  à  J.  Telle  eft,  par  exemple,  la  quantité. 

• ,  lorfque  x  =^  a.  Or  ,  quoique  indéterminés  en  apparence  * 

ces  réfultats  font  pourtant  fufceptibles  de  valeurs  déterminées ,  k  Toici 
une  méthode  pour  les  trouver, 

,    1>  •  * 

Soit  --.  une  fraétion  dont  le  numérateur  &  le  dénominateur  font 

des  fondions  de  x  qui  fe  réduifent  Tune  &  Tautie  ào  lorfque  xssa. 
Pour  en  trouver  la  valeur ,  on  fubftituera  x-hdx  au  lieu  de  x  dans  P 

P  -4-  ^P 

&  dans  Q  ,  &  on  aura  .  ..  :  faifant  enfuîte  x  5=  a  dans  cette 
fradtion  ,  elle  fe  réduira  à ;  &  ce  fera  la  valeur  de  la  fradion 

dq 

propofée  dans  la  fuppofîtion  de  x^w^dx,  ou  de  x^a^û^  toute» 
fois  les  termes  de  la  fradlibn  —  ne  s'anéantiifent  pas  encore  ctt 
faifant  ;?=<?. 

IfiT 
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X^  —  4*^ 

Ex,  Où  demande  h  Taleuf  de ,  lorfque  .»  =  tfî  •  , , 

;if — a 
,      '^,P         %xdx 
IciPfi=ajc*-^tf*^  &  Q  =  ^-^tf>  donc  —  =  -  =t« 

:s^%at  comme  cçla  doit  être  (  783^, 

Soît  la  progreffion  géométrique  ■--  «  j  «*  :  5c»  ;  •  .  .  .  ,  w', 

donc  la  fommc  eft j  on  demande  la  valeur  de  cette  fomme 

lorfque  «  =  1  î  ,   .  ,  ^  ,  On  trouvera  rr^==»  C'?  "^^  ^^  *^  ""  ' 
9=  /t ,  ce  qui  eft  évident. 

Soiç  la  quantité  — U-, "^   ■   ^    i       ■    "^  qui  devient  — . 

lorfquç  Jif  =  çuÇn  prenaQÇ  les  difFérçntielles  féparément ,  on  aura 

V  <l*  A? 


Vrx.^.^^.;  ^  3^^  =;,  f  a  .   valçur  de  la   quantité 

propolée. 

?3i.  Mais  s'il  arrive  qu'en  fubftitiiant  a  au  lieu  de  x  dans  —  ^ 

cette  iraâion  devienne  aufE  — ,  on  1^  traitcrj^  de  ipême  que  la  pre- 

o 
miere  &  amfi  dç  fuite  ^  îu/qu'à  ce  qu'on  ait  que  valeur  dont  uq 
des  termes  au  moins  foit  fini. 

]^x.  Si  on  dîfFérçntiç  la  même  équation  -!r  d?  :«*:«'  :  .  .  .  «*  asai 

•- : ,  on  aura  après  avoir  divifé  par  —  ,  ^4-  x  5c*  4-  )  *' 

^n  :<^:^'^±2^1=llpl£lL,  qd  fe  réduit  à  1  lorf. 
que';.  =  I.  AM  ^  =:  ^-»^(n^ir-^n(n^^)W . 

MMSCfrtc  nouvçUçexpieffioB  4Qnnc  çnecirç  — ,  en  t  fuhftkuvK  i  \ 

o 
?ti  >l  fa^«  dpnç  difiKrentier  f^pardmcnt  fon  numérvenr  &  fondAio- 
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qui  en  faifant  a:=  i  ,  donijyç-i ::  fommc  de  la  progrcflîon 

arithmétique  -f-  i .  i .  j  • . .  a. 

Dans  la  Quadratrice  ,  v  t=  Hlif  tang  —  ^   &  cette  «xpref- 
fion  fc  réduit  à  -^ ,  lorfque  x  s=b  a.  Donc  jr  s=s 


—  d» 


aicot 


ex 


/«* 


On  peut  avec  ces  principes  trouver  dans  chaque  cas  particulier  lc5 
Taleurs  indéterminées  deoxoo»&deço-90.  Car  o  x  oo  fc  réduit 

à  --,  parce  queoo  ssse  — ,  On  y  ramenç  aufli  oo  —  «9  ,  en  fyp- 
o  o 

a  b 

pofant  que  le  premier  00  provient  de  — ,  &  le  fçcond  de — ^  Par 

I  X 

exemple ,  fi  x  =  ;  ,  on  a  -—  —  —  s=s  00  .i-,  00  5  qui  en  dilTé*» 
Lx        Lx  * 

irentiant  — —  ,  fc  réduit  à  —  ^  =  — ^  i, 

\sX 
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Quelques  autres  Applications  du  Calcul  DifferentieL 

8;».  iNous  avons  déjà  trouvé  des  ferles  qui  donnent  Icsvaleun 
dtfi/u^Scic  cof\.  Le  Calcul difFérentiel va  nous  les  faire  retrouver* 
SuppofoiKJl^/i^  =  A^-+-B^*H-C^5-hD^t-4- &c   ....   & 
cofi  tssss  i-4-tf^H-i^^*-|-c^'H-&cj  comme  le  calcul  que  nous       j 
allons  faire  nous  apprendroit  que  B  ,  D  ^  &c,  a,  c,.&c  font  zéro» 
faî£ons  tout  fimplement  75«^=rsA^-+-B^'H-C:['-4-D^7-f.&c»      * 
&  cof\  =  t  ■+-  ax^  4-  ^ ^4  -4.  c  ^tf  .4.  &c  ;  maintenant,   puifquc      | 
d(fin  1^)  r=di  cof\ ,  8c  d(  cof\ )  =^  —  d\fin\^  on  aura ,  après      i 
avoir  divins  par  ^ ,  les  deux  équatiotis  fuivantes. 

A-H  Bf  ^-  C^^-t^  Dî<^-^&c=-ttf-4^ç*'6c^*-8i{^-&c. 

D'oii  Ton  tire  A  =  r  ,  a  ==  —  ^ ,  B  = ,  h  = . 

x.j  1.3-4' 

C  = ,  c  = ■      ,  &c.  Donc  ûnt=i:i'^ 

1.3.4.5  2  .  3  . 4 .  î  .  tf 

i--l î i h  &c Et  c()/ï  = 

a. 3      2.5.4.5      1.3,4.5.6.7 

?  *  7*  r^ 

1  —  ~  -H  — ^ —  — i h  &c  j  comme  nous  Tavons 

1        i«3-4       ^.3*4.5.6 

déjà  vu  (  561^. 

«33.  CeU  pofé,  foit«=/y,   on  aura^  ^f  Jf  =  /(  i +  — )  = 

iii-hdx)=d  xie  =ie    *;  donc  e  '==  iM-^Jf  *  &  «  = 
(l+dx)^*^    Soit  donc  --  =«  ,   la  quantité  a  fera  infiniment 

grande  ,  &  on  aura  e   s=7(i-f.. — )\  Développant  cette  ezprcf- 

fion,  &  ayant  égard  à  ce  que  «  —  i ,  1»  ■—  x  ,  &c.  ne  différent  pas  de 

X  X  x^ 

m  icaufe  qu'il  cft  infini,  on  a  £    =  x-Hx-f* J h&c 

i       1.3 

X     ai  ' 

3=  f  I  H —  )  ,  Comme  on  Tauroît  déduit  de  la  féiie.  déjà  trouvée 
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■[    CloS)  ...•«=  i+ln'i-  —  +  —  'h  &c  ,  &  en  faifant 

Subftituons  f ucccflîvemcnt  îi/-i&-:{;V-ij  dans  la  valeur  de  f 
!     à  la  place  de  x  ^  nous  aurons • 

i        i  .  3         i.3.4       «-.J  •4-5 

^  »  1  1.3  «4      a-3-4-5 

Ajoutant  &  fouftrayant,  il  vient 

a.       a.3.4    i.î.4.5-^ 
I       î^'  ^  —    -îV- 1  j  s 

t =x(î ? I ? *&c)«=i/«î« 

I  1^— I  1. 5       1.3.4,5 

^  ^  — e  e  -f-« _^> 

Donc  fin  t  =;  ■      ■ ....  co/Vs: "7 

*  2  V  — I  * 

«„^«,= IL -JL—    ,     .    ,    .    w    , 

ri-h^ —  ;  H-(i-  ^2^ — ) 

cd/j=3s î! î! .   Et  par  conféqucnç 

fin^  ^  1      €  -^g ï      f ' 

On  a  auffi.#'^"  '  rrrroA -»- V^— X>  î  ,  ^'^     "     =  f^/ï 

^^  V  —  I  /«  î  ;  d'eu  l'on  tire  ^  "  ^  '    "    =:Cco/î-+-  V-i//z  \T  •  •  • 
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^ ^^  r 

— — szfln  nr  =s •« 

%  i/  —  I  •'        ^ 

Orles yaieors  de e  ,«  donnent,  en  prenant  les  logi' 

litkines,  ç  \^-i  =l(cofi  +  V'  ^Ml)  ^icofi-hl(i  -4-  V-i 
tang  i)  .  .  .  .— ^/-lïs/C  co/:{  —  V^  -  i  fin^)  :=  i  cofi'^r 
/("i  —  V —  I  tang\)  5  &  en  fouftrayant 

ton  ton  déduiroic  ,  comme  on  le  fait  déjà  fy^7^  ...  -  • • 

3  S 

S 5 4.  Arec  ces  principes,  on  peut  réduire  une  quantité  exponen- 
tielle quelconque  a^  en  férié  ,  lorfque  x  eft  réel  ,  &  à  des  finos 
lorfquH  eft  imagm^ire.  Car  fi  on  fait  û*  =  ^î,  on  aura  x  /tf  =s{i 

Suppofant  enluite  quon  ait  it  ,  on  fera  ^  =:a  > 

d'où  Ton  déduira  encore    j=j?/<z,^<z  =  co/'(j(r /a) + 

^  —  ij!n{x  la), 

:  Reprenons  Téquation  ±  î  V  -  i  =^icofi  4-  /  (  i  ^  iT  -  j  m/2^  ^;  ) 
9sszi(cofi  ^  V  ~ij!n  i)  t  &  en  fuppofant  la  demi-circonfércncc 
5  . 1 4 1  5  &c  =«• ,  fi  on  fait  ;f  =  (  2  ^  -H  I  )îr ,  k  ^tant  un  nombre 
entier  quelconque  ,  on  aura  j£«  ^  =  o ,  &  eofi  =  —  i  :  Donc  ± 
<  t  A^-f-  i)flr^"i=/-i.  Ainfi>  le  logarithme  de  —  i  a  une  înfinirf 
de  valeurs  toutes  imaginaires  ;  ce  qui  ne  doit  pas  paraître  plus  éton- 
nant que  la  multiplicité  des  racines  dans  une  équation  algébrique, 
<c  que  rinfinité  d'arcs  différents  qui  répondant  à  un  même  fina^« 
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\  s  3  5.  On  peut  remarquer ,  en  paflant ,  que  les  Icgarîthmet  des  quan- 

t  htés  pofitives  ont  aoifi  une  infinité  de  valeurs  dont  une  feule  .cft  réelle. 

[  Il  n'y  a  pounant  que  celle-ci  dont  on  faffe  ufage  dans  le  calcul  :  on  né- 

'  g^*g€î  les  autres. 

•  Pour  s'aïïurer  que  ces  logarithmes  ont  réellement  un  nombre  infini 

'  de  valeurs ,   on    n'a  qu'à    fuppofcr   :|[  =  i  ib  «•   dans  la  fomiuls 


:  une 
_  que  Ton  obtiendra  ,  en  faifant  /ir  =  o. 

85^.  Il  eft  facile  par  ce  qui  précède  i®.  de  réduire  des  logarithmes 
de  quantités  imaginaires  à  des  finus  ou  des  cofinus  d'arcs  réels* 
*•.  de  trouver  une  exprcffion  fimple  des  logarithmes  des  nombres 
négatifs ,  s'il  en  étoit  jamais  befoin. 

En  effet,  foit  d'abord  /Ctf-+-^/  -  1)  qui  peut  répréfenter  le  lo- 
garithme d'une  quantité  quelconque  imaginaire ,  on  fera  —  =  tang  u  , 

CL 

U  étant  un  arc  réel  déterminé   par  cette    valeur.  On  aura    donc 
/ (tf-H BV-t)  =Ia  H-  /(i  -h  /-  I  tangu)  ssia^  Icofu -^u  •  -  i. 

iûis  cofu  =  J- =  %/  i-cor^u  X  -7-, Donc cofù  == ; —  ^ 

-f-tt/ — I. 

Soit  maintenant  /  —  <i  ;  pnifqu'on  %  l-^a  =  /  a  -+-  / —  1 ,  & 
que/— i=(  lit  4-1  )îr|/-i  on  en  déduit/ — a=la  +  {zk'hi) 
îT  V  -  I.  Donc  encore  une  fois  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  font 
imaginaires.  Mais  comme  leur  expreflion  eft  afiez  fimple ,  quoiquTelte 
dépende  de  la  circonférence  du  cercle ,  on  peut  les  traiter  dan»  Le 
calcul  auiïi  facilement  que  les  logarithmes  des  nombres  pofitifs* 

S  3  7.  Reprenons  maintenant  les  deux  équations 

A  î=«=^ ;^~ ,  co/ï  =  ^ ~ ,&fài- 

fons  ^  =3  • y^.,  i  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  nous 


m 
aurons 


iï  +  I  Xï+I 


Sn 


(J_L±  O  *      e      **•  •      :'^'e        "* 


OT  »|/iP»X 


4^1  tfiÇOKS   ËLéittENTAittÈS 


tof^ = 


M(qu'ona*             =-.,onaurae                             =.-** 
ft  par  conféquent  «     «     *  '        =  •  -  i  ;  donc  /« jj^ 

V;-i=!j:,  on  aura  jc^-l-isao^  & //« — j^*=  i;e  V-i*    *   * 


^pr\i±i,— =îl£ilî    On  fubftitucra  donc  à  X  toutes  les  racines 

ti  +  i 
de  réquatioû  y«  ^^  i  sncs  o ,  &  on  aura  les  valeurs  de  ym  — ^  * 


&  de  c<v  --^ «-4  . 


Par  exemple,  fi  msj  ,  onaA?=:-  i,  x'=.^\--\  V-  5i*^"*^ 


14.  i  v' -  3  ,  &:  les  trois  valcursde/;:  ~T^  ^r  =  //t  f»  /  4-  0  ^0" 

fonto,  —Iv'J  ,  -|*/3  ,  quel  que  foit  le  nombre  ender  qw 
ron  prenne  pour  L  On  trouvera  de  même  que  les  trois  valeurs  de 
co/rxi-f-i)  ^oo  fori't^r,-f.f,-f-|.  Il  cft  aifé  dt  vcnficr 
tout  cela. 

8j8.  Puifqu'on  a  ,./lii±lll  =  li±i  .  U  cft  clair  que 

^  a:—  2  xco/lii^îii^  4-  1  =1  o  eft  uïi   fadeur    de  réquatiori 
-m 

w'*  -I-  I  =-=s  0 ,  &  par  conféquent  que  xx-^i  a  xcoj 

4*<iû'=o  eft  un  farfeur  du  fécond  degré  de  f  2q'uariôn  «"  -I-  a^  a  (5. 
Enforte  que  fi  on  fubftitue  à  i  tous  les  nombres  entiers  poffiblcs, 
on  aura  tous  les  faveurs  du  fécond  degré  de  »"  -f-  ^'«ïso.  II  ne 
pourra  dçnc  Y  ^^  avoir  -qu*aii  certain  nombre.  Auffi  retrouvera- 
t-on  les  mêmes  fadeursjorfque  i  /  H-  i  fera  plus  grand  que  m.  Pai 
«Kcmplc,  fi  on  demande  lc«  faaturs  du  fecond  degré  de  l'équarioft 
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a»  -f-  a^  =s=0  ^  ic  fadeur  général  fera  dans  ce  cas 

xx^^z  axcbP L ^^^==50 

5 
,       Faifotis/  =  o,  nous  aurons  pour  premier  fadeur  •  ,  .  xX'iàx 
I  fV?  fr-f-  tf  <i  ==  o.   Soit  ï=  I ,  le   fadeur  fera  xx^i  ^x 

cof\  «-H-  a  4=0;  foit  î=%9  on  aura  co/îli—i  ^  =  — i,  & 

U  fadeur  fera  xx-^  lax-haa  =  o ,  ou  x  -+-  â  =  o.  Donc  les 
fadeurs  de  Téquation  propofée  font;c+<z=o  •  .  •  .  x»-^%ax 
^^/t  «•-+-tfû?=o  •.  .  .  xx-zax  cof\  «■-}-  tf  tf  =  o  ,  &  par  le 
moyen  du  cercle,  conûoiffanc  cof\  ir,  cof\ir^  l'équation  propofée 
fçraréfirfttc. 
8  is.  Pour  trouver  de  la  même  manierç  les  fadeurs  de  x^-a^k  o, 

je   reprends  téqnation  %  :cof  i±s:  c  -f-  <  ,  &  je  fais 

î  = j  ^  étant  un  nombre  entier  ,  ce  qui  donne 

Ore               =:-i,donc<r                     =^-i,&e  s  v'k 

-Soit  V  I  sso?  ,  on  aura  i  ^o/ ^ — ^  3=1 -^,  &  par  conCqocnt 

XX  —  %x  cof- h  I  s=a  c  cft  le  fadeur  générai   de  Tcquatioû 

^'"-ïso,  ovtxx'-zax  cof -H  A  4  =  o  ^  celui  de  «"  -  a""  =  o, 

» 

Par  exemple  ,  les  cinq  fadeurs  de  a:^  -a'  =  o  fc  déduifcnt  facile- 
ment des  trois  équations  :x:-<i  =  0  .  .  iXX^iaXcof\9"-htia:so  ... 
xX'xaxcof^x-haaTio'y  fi  on  eût  fait  ^=:3,jb  =  4,  5:c,  on 
auroit  trouvé  les  mêmes  fadeurs.  Pafibns  à  quel<jues  autres  ufagcs  du 
Calcul  différentiel. 

^o.  Soît  une  fondion  quelconque  y  de  la  variable  x  ,  on  faif  que 

^  3c  devient  Jf -H  ^:c,  y  deviendra  j^-f-^^,  &  par  conféqùcnt  fi  x 

varie  uniformément  &  devient  X'^xdx^y  deviendra y^dy-^ 

'•  .^[y'^dy)i^y'^zdy^ddy.  De  mcmc  fi  Ardcvient  »•+- î^A?, 
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y  fc  changera  cny-f.5ij^  +  5^Jy-+-i^y,  &  en  è^néral  lî  ôd 
fubftîtkic  dans  y  ^x-i-ndxzM  lieu  de  5ff ,  y  deviendra 

Soit  donc  «</5c=ï  à  la  quantité  finies,  alors  «étant  infini  on  aura 
»  =  »- 1  =  «  -  2  &c.  Donc  fi  dansy  on  fubftituc  a?  -f-  tf  au  lieu  de  x, 

aày       d^ddy         a^  d^  y 
la.fond^an  y  fe  changera  en  >.  ^  -jj^  -H  -^^^  +  ^-^;^,  "*-- 

^'^  ^^     +  &c,  rfAT  étant  {uppoféc  confiante. 

Pour  faire  voir  la  vérité  de  cette  formule  dans  un  exemple  fimpfci 
fuppofonsy  =  :c:c-xA:-f- 1 ,  &  cherchons  la  valeur  que  cette  quan- 
tité doit  avoir   fi  on  fubftitue  x^-t  à  x  ,  nous  aurons  d=  i, 

JÎI«ix-x,^.=  x,^=o,   &c.  Donc   y   ic    change  ttt 
dx  dx^  dx^ 

xx-tx-^  î'+'ZX'  i-+*j  =xxj  ce  qui  cft  évident. 
Si  on  fait  a  négatif  dans  la    formule  générale  ,  on  autay  — 

/  1^  H-  *-^  -    ^'  "^^y-  +  &c,  pour  la  valeur  dé  y  lorfqtfoii 
ix  idx^        i.^dx^ 

y  fubftituex-tf  au  lieu  de  x.  Voici  quelques  applications  de  cette 
formule.  * 

S«îtyi=»",&onaura  ~  smx"'  *  -..  --Zss/«.m- i.x"' ••* 

éÎJl  =m  ./n-  I  •  m*-  X  .  ar***  ,    &c.  Donc*  fi  x  devient  *  4-  fl, 
dx^ 

y  devicndrar^  +  ^;^  =  ^'*4-mû*'"-'+^î^-^«**"-'+&^ 

—  ix 
ï^fons<i= ,  >  nous  aurons  ... 

^''"  «   '«*^*_L.^-^-lrl!i?^  — &c 


&Ac  qui  B*aura  qa'on  nombre  fiivi  de  termes  lorfque  m  fera  an  nombre 

entier* 

Soit—  m  =  « ,  on  Aura  Cj»-4-iF=«"   Ci-*-  -^^ — r  ^ 
■     *  '^      . -h  &c  )  2  on  peut  vérifier  ces  formules  en  réduifant 

en  fériés  les  6?aéHons  — -*  >  y — rTTT*  ^^^  ^^^  «c*  ^^>^cs  peuvent 

fcrvîr  à  trouver  les  racines  dés  nombres  d'une  manière  prompte,  patc« 
I  qu'on  pcvx  toujours  les  rendre  trés-convergentes. 

i      841.  Soie  maintenant  j^=/;e s  fionmet  x  +  <t  au  lieu  de  x^  oft 

'  aura  Càcaufedc--^  sa  —  fie  de  — -^  = -I— ,  fitc  ) .  .  .  /  (x^ta) 
dx        X  dx*       XX  ^ 

d  a*  d^  tf* 

2B  ix  -^ —  —  H —  .^.^4.&c  .  .  •  l  (X"^d)sSA 

X         %x*        3ap^         4** 

Ix^    —  f  î  H h  — r  +  *c  ^.  Soit  d  == ,  01^ 

X  IX  3«*  "^  è'^x 

b  X 
lura  I(x  +  a)  ==/7 *   «>«  /i«  — /f^-f-j»;  e=r  ix  — 

.J! -f! /^       -    —   kc.   î)oûC    l  (l  +  x\ 

s/*+  -^i^(i4-    ..^    ;-^-    //'    ^^-Hto^^/r^-^jg 

convergentes  qui  facilitent  beaucoup  le  calcul  des  logarithmes* 

Suppofons  y  s=  4*,  nous  aurons  -r-  ^s.  h^  l  b  ,  4  .  — ^  sss 

.  <^«  <^x* 

i»/» 4,  &c.Donc  4*-M=:i» (^n-fl/i^-  fl£*.  -t-  flili  4.  &c ) , 

êc  pat Cônféqueati*  s»  1  4-tf/4  + h — -  —  -f-  &c» 

i  a  é  5 

841.  Soit  à  préfent  y  Un  arc  de  cercle  dont  le  finus  =s;  x  ^  que 
nous  défignerons  par  y  s=3  h  Jinx  ^  alors  on  aura  ^x  =^fii  y  •  «  « 
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àif  X  ddy fin  y    x  i^  y 

dx  lify    •  *  '  '  ^AT»  ~  cof^y         Ci-;cx;»   *  *  '    "  ^ 

s=E  ,   I  .11     ^  ,  &:c.    Donc   l'arc  qui  a  pour    £nàs  <«  +  a  ,  oa 


UE— — LÎL12  4-  &c.  On  trouve  de  mcine  que  A  jî«  f  «  —  a  J 

^                  a.                      a^  X  ^ 

z=iKfmx jH 7 ecc. 

(l-XX)"^  %(l'XX)^ 

Cfs  (Z^îes.  font  trâs<-proprcs  à  calculer  d'une  manière    facile  l'arfi 
qui  répond  à  un  finus  donné.  Pour  cela  on  cherche  dans  les  TabIcJ 
Tare  qui  en  approche  le  plus;  fon  finus  x  étant  ôté  du  finus  pro- 
pofé  donnera  la  quantité  a  qui  fera  toujours  extrêmement  petite  ;  &     ] 
comme  on  a  immédiatement  ^  (  i  *^x  xj  ,on  trouvera  Parc  cherché 

en  ajoutant- ^H ^    -H  &c   a   celui  dont  le 

(  i^xx  )'^        1   (  l'^XX  J'^ 
finus  eft  X* 

Mais  il  faut  obferver  ï<>,  que  la  féric  fera  fi  convergente  que  les 
deux  premiers  termes  fuffiront  toujours  lorfqu'on  ne  voudra  pas  pouflcr 
rapproxîmation  plus  loin  qu'environ  jufqu'aux  quintcç.  i*»,  Qac 
l'arc  qu'on  aura  par  cette  léric  fera  exprimé  en  parties  du  rayon  i , 
fi:  que  pour  les  exprimer  en  fécondes,  tierces,  &c  ,  il  faudra  te 
diviler  par  la  longueur  de  l'^rc  d'une  féconde  ou  retrancher  de  leur 
logarithme  celui  àe  l'arc  d'une  féconde  qui  eft  4.68^^748^^81354, 
çn  fûpppf^nt  le  l^arithme  de  l'unité  ss  1,0  pour  éviter  les  atnc^ 
tériftiques  négatives.  Le  rcfte  eft  le  logarithme  du  nombre  de  fécondes 
de  l'arc  cherché,  ce  qui  donne  auiS-tôt  les  tierces,  les  quartes,  &c. 

84 J.  Ix.  Soit  une  hyperbole  dont  la  puifiance  =?  i  ,  &  l'angle 
fait  par  fcs  Afymptotes  =  A  *  on  aura  Jzn  Al^  pour  la  furface  d'ua 

tr^ipeze  afymptotiquc  compris  entre  les  ordonnées  i  ,  — .    Donc  pour 

que  cet  e(paC<ï  repréfente  le  logarithme  tabulaire  de  l'abfciffc  ^ ,  3 
faut  que  fin  A  foit  égal  au  module  0.4341^4481^  3  cherchons  donc 
l'angle  A  dont  le  finus  =  o.^342«(4if8*ip. 

Or  celui  qui  en  approche  le  plus  ,  dans  les  Tables  ordinai- 
m,  eft  de  Z5*  44'.  Son  finus  x  :==  0.4341853  ^  &  fon  cofiMOS 
V  (^£-if*^=  0.5008145.  On  a  donc<i=:  o.oooiixi.  Maintenant, 
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fflur  trouver  ce  qu'il  faut  ajoum  à  t$*  44'  ?onr  avoir  Tare  çkcr- 


a^x 


ché,  calculons  les  deux  premiers  termes j-H- 

(l'XX)^       x(i,^xx)^ 

&caÊii&nt»$*»  44' ==r y  A  on  aura  -^  -h    ^  -^^"y  == 1 — 

^_  O  -H^t)/  51^  ^t'^a  fil   25*  44';«   — V-* 

1,^150x807 9 doat  le  logatitbme  eft  ^,0914015  ("en  fu^ofiuic  celui 
de  Tunité  =  10)  ;  ôtaût  4,^851748  ,  il  refte  1,4058^77,  pour  k 
logarithme  du  nombre  de  fécondes  de  Tare  demandé. 

Or  ce  logarithme  répond  au  nombre  15^  4581;  l'arc  cherché  a 
donc  25'' -f- 0*4581";  multipliant  par  60  cette  fraction  décimale^ 
elle  fe  réduit  à  17'"  H-  o  .45i'"5  mulûpliantpar  ^o ,  oa  a  i^'^  h- 
0.51*^,  ou  ij^*^  -H  31^  -f-  11^*.  Donc  enfin  Tangle  «jue  doivent 
faire  entrç  elles  les  afymptotes  d'une  hyperbole  dont  les  cfpaces 
afymptotiques  repréfentent  les  logarithmes  des  Tables  ^  du  cehii  qui 
a  pour  finus  le  module  ,  eft  de  15®  44'  15"  17'";  &  fi  on  prenoit 
le  finus  X  avec  dix  ou  douze  décimales  ^  le  calcul  feroit  tizQt  jus- 
qu'aux 11^*. 

844.  F^ifons  aélucllcmenty  =2  A .  cof(x) ,  nous  aurons  xticofy. . . 
<^y  _  —  I  ^     —  ï /^y-g      -^^  ,.*^— \^ 

'  • rz  »  &c.  Donc  AcofCx'iraJ^sA  cofx  —  -77- -« 

A  cafx-^— . fH j^  —  fe, 

l/Ci-Af*;       x(i^xxj\  ^Ci'xxji 

fériés  dont  on  fera  le  même  ufage  que  des  précédcmes.  On  en  trou- 

yera  de  fendilal^les  pour  Tare  dont  la  uuigemc  04  la  cotangente  cfl 

^±«. 

Ggîj 
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«4j.  Suppofons  maintenant  y  ^  fin  x  ,  nom  aoron»  -^  sr 
.ofx/^ >^'--7^ c./*,&c,Donc.... 

fiu(x-a)=ftnx-acofx~'^à^finx-^Wcorx^i-,a^finx-tu. 
De  même,  fiy  =  c»/«,  on  aura 

Ce  formules  font  d'un  très-grand  ufagc ,  pour  interpoler  les  Table» 
des  finus  i.U  nous  fuffit  de  l'indiquer. 

raifons  *«o  ,  les  valeurs  de  >î«  (x-^a),  cof  (x^a), 
denendront.  à  caufe  dejBt  *  «  o ,  &  de  «pf*  =  i  •  •  •  •  • 

•^"""T.T'^i.M-J      »-J""7      *•?•"•>  »•»-" 

«»         «♦              «*       ^      "*  ^"      a.  te 

Vo/4a  t-  —  -»-  ^       ».5.4.5-<       »-3. ".«  »•>-•" 
eetame  cm  k  fût  déjà. 

84^.  Suppofons  encore   y  ^  tang  x ,  nous  aurons   ~ 


,  idy_finx  £y   ^_L.\^i^^ 

_!__    ^  _i_&c.  Donc  x«fr* +"->  =  '*'*  *•<■  75^ 
îo/«*  cor"  .  ♦«.. 

^        4       _^  <*/««    .        f      +  f*^"*  ^-  &c   eft  uns 
ptogrélfion   géomtei<î«e   dont  le  premier   terme  =s    -^  -«» 

îLfiif ,   &  dont  le  quotient  =  --^— •   Donc  la  fommc  =-    j 
cop  X  .  { 

t±lf!if^.  *  p»r   confisquent  t«v  ("  +  *)  ««"»** 
tof^x-tm 
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ë-ha^  Mttg  X  ifl*  a^  fin  X  d^finxcofx 

coj^  X'-'aa  3  cof^  x        3  eoP  x  cof^  x  ^aa 

— -  tLJ.^-.  «-.  5cc«  On  trouvera  de  fembUblcs  fbrmnies 


\cof^x        icopx 
fowccot  (x^a  ). 

S47.   Soit  maincenanc  y  =  le  logarithme  tabulaire  <Ie  Jtn  x  sag 

ml  fin  x,  dm  repréfente  le  module  »  on  aura  -7^  =s  ^  J^J  *,  ^  ^  , 

dx  finx 

::  =5— - —  >>.-7-4=     /.  /     »  to.  Donc  /iV  /î»  Cx-f>4) 

1/*»  fin'x        dx^  fin^x  -5  y      v     -r-    y 

,      c       ^  cofx         ma^      ^    a}  m  cofx  . 

s=iiogfinx-^am -— *  H ;r~  *c. 

"^  finx        zfin^x  Sfin^x 

hgfin(x-a)x:Ugfinx-nm-^  ^^-jrz 7—-  *€. 

finx        tfin^x  Z  fin^  » 

Siyzzlogeofxy  OQ  aura  «ji= ^^— ,  •  .  -.-;  s  -7^—  .  • . 

dx        cofx  dx^      coPx 

d^  y  %  m  finx       J     \^  f  ^  , 

3— 1  ~ k »   **^-   ^***^*^   ^S    cof  (  X  -^A)  sa^  lom 

d  5C*  cof^  X  ^  m 

^         a  m  fin  x  a^  m  a^  m  fin  x        ^  ^  , 

cofx  xcof^  X         ^coj^x  • 

cof(x-^a)  ss  tog  cofx  -h  . — p—  —   2ç—  -è-  &C.  Soit 

^  ^-  gcfx  %  cop  X 

,                                  dy             iw  rfrfy 

y  =  /t>^  riWï^  af ,  on  aura   -7-=^    »p    7: ....    ■     t'r      tsa 

*^zmcof%x  .       .  «  ,  •     /.      X 

— ;; i •  •  .  .  &c,  8c  par  conftquent  log  utng  (x+a)st 

fin*  zx 

-  X  a  m        a  tf*  m  ^o/*»  *  •.     ti         /»     •     j       « 

/o»#  w/z^  X  -t-  •:; — TT-z &C,  Il   en  (croit  de  même 

•  finxx  fin^xx 

pour  /  cot  x« 

848«   Si  on  fuppofe  maîntenanjt  que  y  (bit  Rare  dont  le  loga* 

rithme  du  fînus  =  x  ^  ou  y  =s  A  l  Jm  x  ,  on  aura  x  ^smnifin  y , 

0C  par  conféqucnt  -^  =       ■ -^  ,  -p"?  =  ""T"? —  *  ^««  ï^^* 
*         ^x        fxcofy    tfx*  m*  cofl  y 

.  .^    ^  *  tfjf«y  CL*  fin  y 
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Soit  y  =  A  7  tang  x  ,  il  viendra    — ^  =  -1—12 ,    --Jf    =: 

H—l-i-  ,    «-£  =s=d-^--£^ — .-Lld  ,  &c.  Donc  A  Z  tang(  x-i-a)  =b 
4  m  m       <^jf'  1  m' 

^fin  xy  ^  ^"y?«  lycofzy        a>  fin  xy  cof4,y  ^g^-  g^! 


:yH- 


^m  4mm  II  m» 

formules  peuvent  fervir   à  réfoudrc  d'une  manière  trcfrapprochée 
les  problèmes  relatifs  à  Tnfagt  dt5Tabks  des  finus. 
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ÉLÉMENTS  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 


D 


'ans    le   Calcul  dîfféfcnticl  on  fuppoCè  connu  le  rappoR  d«i 

quantités  variables,  &  on  cherche  celui  de  leurs  difFérenticlles  ;  dans 
le  Calcul  intégral,  au  contraire ^  on  détermine  le  rapport  des  varia* 
blcs  par  celui  de  leurs  difFérentîclIcs. 

843^.  On  fe  fert  de  la  lettre  /pour  indiquer  une  intégrale  ;  fàdx  ^ 
par  exemple ,  eft  rexpreffion  générale  de  toutes  les  quantités  <jui 
par  leur  diffêrcntiation  produîlent  adx ;  &  comme  ad x  peut  éga- 
lement provenir  ou  de  a  x  feul ,  ou  de  a  x  H-  une  quantité  conf- 
iante ,  on  ajoute  à  chaque  intégrale  une  oniflamc  C  que  Ton  déter» 
mine  enfuite  par  les  conditions  du  problème. 

La  quantité  a  x  étant  en  quelque  forte  la  fomme  de  tous  Tes  élé- 
ments adx  y  on  prononce  ycwz/n^  de  adx  Texpreflion  fadx;  0C 
fommer  y  intégrer  y  ou  trouver  la  jluente  ,  (ont  des  mots  fynonymes. 

S'il  n*y  avoit  de  différentielles  que  rfllics  qui  proviennent  d'une  diflîî- 
rentiation  exacf^e  ,  chacune  auroit  Ton  intégrale  :  mais  comme  on 
entend  par  difFérentielle . toute  quantité  aiFe^e  de  dx,dy^  6cc^ 
il  y  en  a  plufîeurs  <nii  ne  ifont  fufceptibles  d'aucune  intégration ,  parce 
qu'elles  ne  peuvent  provenir  d'aucune  quantité  difFércntiée  i  y  dx , 
par  exemple,  eft  de  ce  nombre.  ^ 

Il  y  en  a  beaucoup  d'autres  que  l'on  n'a  pu  intégrer  jufqu'à  pré- 
fcnt  que  par  approximation.  Telles  Cwlt  ksdîfiiffeBtîeUès  ée$  lo^ 
garidimcs^  des  arcs  de  cercle  «  &  en  général  de  toutes  les  quantités 
que  l*on  appelle  jtranfccndantcs.  Voyons  d'abord  celles  dont  on  a 
trouvé  les  intégrales  exaâes ,  ou  algébriques. 

Dci  Quantités  fufceptibles  d'une  Intégration  exaàt. 

«fo,  Puifque  k  différentielle  de  •*»  cff  *«»*«. €^jc*  51   eft  clair 
uc  l'intégrale  de   nx^^'^dx    doit   être   réciproquement  x";  donc 

-f  &  faifant  n  —  i  ss-fi',  on  àuta/^  d  isks» 


^  QU  ^.^^ — ,  ^  c  ;  formule   qui  donfie   pour    i-'incégration 

des  différentielles  monômes  la  règle  inverfe   de  lear  différeâtia- 
«on  f  «4«>      .  .      - 

l$\.hirïÇ\pçup intégrer  les  ^iprentieilâs  rrhonemes^Jl  fofit  d'ah&rd 

augmenter  d'une  unitfl'expofant  de  la  •wriahle ,  &  divifer  enfuite  par 

"  r^xpojant  ainfi  augmenté'^  4f  par  la  différentielle  de  la  variable. 

G  ovt 


G  gif 
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Zsu  Cctt€  rcglc  çft  çcpçndaût  fujctteàcxccption  dans  lecasQdffi=-;i| 

car  alors  finçégralc  dcvicat—  -4-  C,  ç*çft-à-dirç,  qu'çllç  prend  onc 

forme  infinie.  Mais  comme  la  difFércntielle  x^dx  Ce  réduit  dans  cç 

cas  à  ^  ,  que  Ton  .  fait  d'ailleurs  être  la   différentielle  du  loga- 
'     '   X        ■  ' 

dx 
rithmc  hyperbolique  de  *  >  fon  intégrale  eft  /  »,  Ainfi  J"  =»     j 

Ix^Cs  &  par  conffiqucnt  les  difïërenticllcs  monômes  à  une  Ta-     i 

riable  peuvent  s'întégrçr  ci^aAcment ,  ou  du  moins  par  approximation     • 

au  moyen  dçs  logf  riçhnaçs*  Voici  pluficurs  autres  diffifrcntiçllcs  qa«    j 

l'an  peut  intégrer  de  la  même  manière, 

Zfl,SapvoCotisdy-dx(a'^h^'Jhçx^-h^c.)::sadx^ixdX 

'  bx''       cxi       . 

•f-cx*i^:ç-4-^Cj,&nous4ui5ansy=sC-htf*-h'  —4 — -.-!-«€• 

Soit  dy:=sadx  (b-hx)"',  R  on.  fait  3+^=?^,  on  anr» 

a  d  X 
•l-Cj&lor/quema-r-i,  on^utaj^  =?/^-— .  =4/  (i-^s^) 

.|É+.  C  s=?  i<:  C  *  H-  «J*»  e»  Éûfant  C  sszlc, 

S^4,  Soit  mîôutenant  dy=^é$Xi»''^,d  x  (i^x" )'^  ^  on  aura  y« 

C-H-.     t    ■  ■  CA+«*;'»*M  *  «n  général,  fi   on  a  ^/y  =a 

^dx(a^hi^)^yOn  trouvera,  en  développant  cette  cxprdBon.., 

*       .         • 
iomlïntégitleeftycC-^— ^+ ^^^^  4*'»  *x»-^»*« 

•    ""'•    "^^       ^«f|  A»  x}^**"^^  4-  ^c,  Of  cette  inïfr 


gr^le  fçra  tonjonrs  finie,  lorfque  k  fera  tm  nombre  enner  pofitif.     . 

Mais  s^vk  im,  qb%w  «jue  g  9,^xi^  av^  développé  k  t>î«9WÇ  Aj^   * 


DE   Mathématiques.  473 

dx  ^ 

des  termes  de  h  forme  —  ^  il  &at  les  intégrer  par  logarithmes.  La 

méthode  eft  lamÉmc  pour  x^dx  ( a^^ i x  +  €  x* H*  8cc )  K 

*  8j5^.  Concluons  donc  que  tonte  différentielle  j>inome  repréfcatétt 
pjir  la  formule x'dx  ( a^^bx'" )^c& intégrable  algébriquement , i% 
toutes  les  fois  que  n  =  m  —  i ,  quelles  que  foiçnt  d'ailleurs  les  valeuis 
de  m  &  de  ^  ;  ^^ ,  toutes  les  fois  que  ii;  eft  un  i^ombre  enner  pofitif , 
quels  que  foient  m  8c  ».  Voici  encore  deux  autres  cas  ou  rintégrar* 
tion  ezaéle  eft  poffiblc* 

II*! 

(ij,— tf)— - 
Zs^*  X*.  Soit  tf+^^aBs^$   on  aura  «•'•"a»    ^  .   ^         • 

OG^dxT, TqpT.^îfc**)    •    ^\Bc:^dx(M^i:^y^ 

mS     m 
rX",  ï*^îCl— ^P    •     '*    différentielle    îmégraUc  toutes 


»l^        m 

IS-4-I 


ks  fois  que  .    ■  ■    (era  un  nombre  entier  pofid£ 


m 


Soit,  par  exemple,*»  dxCa^-hx^y^  qui  donne  -— —    s=s  v 
La  transformée  devient  alors •••••••• 

ïViM«*ï^«=>i^CîVî-4-v«jr«»H-«»;^ 

Ci^f**-»-**;— T'^J^^c-'+^^-j^r***— »«•>  Dope 

or  cente  ^fiiiientieUe  eft  im^grablc ,  fiiivant  ee  qne  nous  Tenons  de 
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pofîtif,  Soît,  par  exemple ,  x'^dx  (a+x^  )~^\  on  auia  •  •  •  • 


rA-4-«-l-i  ..    „.n  j^   /-.  . ,%  — I 


-=2,    &    x'fdx   t'i  +  tfx-î;      *  =jc» 


i-4-S 


yxf^-f-tf «-»;*•  U   fufpofc     I  +  tf  *-i  =  ^  ,    &  j'ai  — 

dont  Tintégrale  cft î   ^  "^  î    ^»  ^^  donne  .... 

/»•«</*  (a  +  x^y^==C-—  (i  -f-  4-)V  t  +  --7 ^^ -). 

Lorfqu'une  SSttenmWt  Wnome  a"a  pas  les  •  tôndirions  que  noas 
venons  d'indi(jucr ,  on  tâche  de  la  ramener  à  quelque  autre  diSérctt' 
délie  connue  ^  telle ,  par  exemple ,  que  celle  de  la  quadramre  du    1 
cercle  ,t>a  celle  des  logarichmes ,  ace.  Si  cette  f^dudion  eft  poffible  « 
voici  une  manière  de  TefFeâuer. 

Met hode  pour  ramener  l'intégration  deplujieurs  dijférentieiles 
binômes  à  celle  d'autres  différentielles  connues. 

85S.  Sok  propoC  d^int^rér  la  dîfFérentîelle  jf" <f  4:  C^-^i  «"J*,ai 
foppofanttïonnue  Tintégrale  de  x^dx (a-htx'^)^ ,  &  a  étant  ploi 
grand  q«e  y.  

..  Je  eonfîderc  la  quantité  x^*  V  *  Hr  3  W"  )  *  *  ' ,  dpnt  la  dîBîJ- 
ttntitllcd(x^^'(a^^hx^)'*')  =  (aq'^a)xUx  (a^bx'^f 
•^^C*«*-^iin-^*f+i^A:.'*^'  rf.AT   ("tf-f-A**/.  Donc 

'fx-'^^dxuWhx'^  s^'=€lk±l^^!:i  - 

fx         dxÇa  +  ^xJ^^^^^^^;^^^^^        

^(q^i)fx^dx{a'4-^x'')^ 
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[7 — T : — f  A       </  *  f  tf  4-  i  x*/ .  Par  la  même  fonnulç  , 


Où  peut  donc  réduire  Hntégralc  de  la  diifércnriélle  propoCte 
i^dxCa  +  ix^)^  à  celle  if^.x'"'''  dx ( a+kx^ / ,  ou  même 
icx''""^dxCa  +  ^x^/  ;êccn  général,  on  la  rédwra  à  ceUc  de 
»*"  ^  ix(  a-^-hx^  )^  y  i  étant  iin  nombre  entier  pofirîf ,  par  cet» 
formule  qui  fc  déduit  des  précédentes 5«"ixftf-f-Ajc"^*saB 

Le  figne  fiipérîeur  a  lieu  lotfque  î  eft  pair  ;  le  figne  înfKriair»  toutes 
les  fois  que  /eft  impair. 

85p.  Cela  pofé,  fi  n  —  /m=/f,oa  fi   -— ^   diâikcace    det 
fxpofaAts  de  «r  lioR  du  binôme  >  divifée  par  YHfoCkntàc  x  dam  le 


47^  LëÇOKS    ExÉMENTAIREf 

biâome  donne  an  quotient  i  entier  &  pofitif,.  on  pourra   liAvbé 

rimégralc  de  x'dx( a-i-B x'^  f  à  celle  de  x^ dx (a-i-ix^/  • 
par  le  moyen  de  la  fl»rmiile  précédente* 

Ex.  Soit  la  difFérendetle  x^^  d  x  (  i^^xx  )'^  ,  dont  on  pi'opofe 

I 
êc  réduire  l'întégrajc  à  celle  içdx(  i^xx )'*  qui  dépend  de  U, 

quadrature    du  cercle  ^^  comme  on  le    yerra    bientôt.  On    aura 

W^l,»=IO,;>=^0,A=a|,     tf=I,     ^=s  —   I, 

—  =  ^  =s  i  j  donc  la  réduiflion  eft  pofGblc  »  &  on  trourera 
m  ^ 


que fx^^dx(  t-^xxj^ss 

I  ï 

'  Il 

yj»?^'! — xx)î        9  *7X^  (t  — xx)"^       y.y.f  y'f^i— JCJcJ  *_ 


z&.io  X1.I0.8  I1.IO.S.6 

x».io.S.^.4  I*,. 10.8.6.4 

t6o.  Soit  propofô  -maintenant  de  réduire  l'intégrate  de .' 

*»rf« («.-+.**«;' à  ceUc  de  *•■  dx  C-i-t  *"/•  PniC}»»'»  «  I 

impx""*^  dx  C«-t-  **«;»•  * ,  il  efrcUir  que/*"rf*  fa +***/  =» 
ï!llIf±*f"Jl_i!L?./» -*"  rf,  C  *  +  *  *»  ;'- '.  Par  h 


même  raifonjrA:"'**</x  (iH^:(^)^' 

±^—~lfx.         rf;c(<n-A««)      5  donc 


x-^-^'r«-*-l^!/l' 


m-f-«-+-  I 
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(l-f-a)(n.«^-m)(I^-«^.»«).,.[,^.„^L„(-,•.,)]'«    

pour  le  nombre  entier  i  impair  ,  &  l'iaférieur  pour  /  pair. 

Il  eft  clair  à  préfenc  que  ûp  —  i  s=:  q  ,  ouûp-^q  dkvok  nom* 
trc  entier/,  Tintégrale  de  V*^*  ^tf-+-*V"/fe  réduira  à  ceik 
*c  ap  "  *  '•</;j:  (tfH-^  x^)  '  ,  laquelle  pouvant  être  réduite  à  .....  . 

fjf  dx  {a^h^)  ,  lorfquc  2 — -^~^,  oulUT  eft  un  nombre 

entier  pofitif ,  la  formule  propose  pourra  s*7  réduire  suffi. 

Qu'il  s'agilTe ,  par  exemple ,  de  ramener  /x*  «^xf'i  —  xx)\\, 
/^jc  Ci  ^xxy  }  on  aura  4=1  ,^=s— i,  »=34,  «  =  a,p=c:|^ 
f  s={,  rzsio  ,p  —  ^  =  12=1.  Donc  /«♦  dxCi-^xx  )^   a=s 

5  5-7  5.7 

fx^dx(i--xxy  = j; ^*  — 7^? 


10. «.^  I0.8.6.4 

.7'5-?_/-^y(^^_yyj7,  DoncA+ix  fx  -  xx)^  = 
lo.  3  .^.  4 


j       ^10  10.8 
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'10.B.6  IO»o«6*4 

10.8.^.4 

Séi.  La  méthode  léufCra  toujours ,  lorfque  p  —  g  fera  m  nombre 
entier  pofitif^  mais  s'il  étoi^  négatif»  ou  fi  ^  étoit  plus  grand  que/j 

â^u  lieu  de  ramener  f  of  d  »  ( a^kx^  ^k  la  formule 

fx^  dx  (a-h^x^/  ,  il  faudroit  réduire  celle-ci  à  la  première ,  & 
on  auroit  une  intégrale  de  cette  forme 

4'Qtt  par  une  fitople  tranCpofition  on  dédqiroit 

f^^dxCa-hix^J^zzsi^/x^  dx(a'hBx^)'^'^?L. 

ExiMPtE.  Soit  la  différentielle  x"^  dx  (  1 -^-xx)^^  qu'il  faut  a- 
inacner  kdx(i-^xxy\  Je  fiq^pofc  »  au  contraire ,  qu'il  &ut  n- 
mener  celle-ci  k  h  première.  Se  j'ai  n=mo,  A=ti ,  i=  1,  m^i, 
f^-'hq=^'^^*rsp4,P'^q=:i=%.T)oiicfdx(i-hXxy^^ 

;c(i'i-xxy''^\x^(i^xxy^^^fx^dx(i^xxy\  k 
par  conféqueat ,  fans  avoir  recours  à  Ja  premierç  formule ,  fai 

/x^dx(lH'XXy^zsz^ix(,l^Xx)"'^ix^(l^Xxy^'h' 

\fdx(i+xx)'\orfdx{i^xx)'^  r=:f—^ — =  l'arc 

I  -hxx 

de  cercle  dont   le  rayon  eft  i ,  &  dont  la  tangente  cd   x^  cxc 

fait  tang  ^  =  :ic. 

En  général ,  cette  méthode  peut  fcrvir   à  ramener  Tinçégralc  ie 

x^''dx(i'hxxy"'iicclkdcdx^'j-xxy\  ou   à  un  arc  de 
cercle* 
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De  rjntégriiiion  dîs  FraSions  différentielles  ratlonelUs. 

Vdoç 
t6x»  Supporons  que  fôit  uae  fraâioo  ratioiieUe  ,  H  que  le 

plus  grand  expofaot  de  x  dans  P  foit  plus  petit,  au  moins  d'une 
unité  que  dans  Q.  S'il  ne  Tcft  pas  ,  on  divifcra  le  numérateur  par 
te  dûiominateur ,  jufqu*à  ce   que  cette  dernière  condition  ait  lieu. 

Soit,  par  exemple,      r— -  s  on  a^ura  en  divifant    — -iî     — 

—.xdx 

_f ,  dont  la  féconde  partie  cft  toUc  que  nous  l'ayons  fuppo(2e 

pour—. 

853.  Cela  po(2>  oft  cherchera  les  fa(5^eurs  de  Q,  comme  fi  on 
avoit  à  refendre  Téquarion  Q  =  o  ;  &  s'ils  font  tous  du  premier 
degré,  réels  &  inégaux,  alors  la  fraél:ion   propofée  fera    de  cette 

'\,  ^r*-i-*-^X*-*&C...-H#      .  r         r 

forme -—- — : rr— -   tf  *    en      luppofant     que     le 

nombredes  fadeurs  x  — /,  x —  g,  Sec  foit  m.  Pour  intégrer  dans  ce 
f  as  on  décompofera  cette  fradion  en  celles-^  ......... 

A    y/  V  T?  //  ^ 

1 H-&c,dont  rintégraleefl: A/C«-/^-f-B/C;r-^) 

X—f        X'-'g 

-4-  &c avec  une  conftante ,  &  on  déterminera  les  coefficients  A  , 

B  ,  &c ,  en  réduifant  d'abord  au  même  dénominateur ,  en  tranfpo- 
fant  cnfuitc ,  &  égalant  fuccefTivcment  à  zéro  le  coefficient  de  chaque 
puiflânce  de  x ,  ce  qui  donnera  autant  d^équations  que  d'inconnues. 

dx 
Ex.  On  demande  l'intégrale  de  -, ^^ — ?  je  décompoft  cette 

^  (aéi-xx)x  *^ 

^    «.  .1       .    ^^^        B<£^    .     Cdx     .    ,.  .^ 

f ration  en  celles-ci , H H »  Pf  rcduilantaumêmc 

X  a-x         tfH-x 

dénominateur^  tranfpofant  &  ordonnant,  je  trouve  •  . 

A  <i* -»H  B  tf  flf  • 

—  I  -fC  tf 


K^B  X  X    1 

—  A         >  =so« 

-c     ) 
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4.-I.     JJL^^^  ^ifL.,  dont  l-iûtégralc   cft  il    -*     ^ 
*^         ^  -«    ^^       g  H*-  -^  sas  — .  / »  On  troaven  èi     1 

S<4.  Cette  méthode  réuffira  toujours  lorfque  les  faûcuts  du  d^nd-  j 

mioatcor  propofô  feront  tous  réels  &  îhégaux  j  mais  fi  Quelques-uns  d'en-  |r 

tre  eux étoient égaux,  fi Cjc-fl^"  par  exemple,  repréfentoit  un  nom*  ,• 

bre  m  ^  ces  fadeurs ,  alors  on  décompoferoit  la  fradiion  en  cclles-d ,  f 

flli  H ■  -f-  &c -f- .„-  -r dx, 

T^f      »-g  {X'^aj'^ 

^  après  avoir  déterminé  les  coefficients,  comme  ci-deffiis,  oninté' 

gtcroit^^2î^+  fj^  4  «  H-  «ce,    ou    en    général. 

ç_    Sok  {*L±£!lî;illl ,  dont  on  cherche  l'intégrale.  Je  ûf 
■    (x*-frx'^x)dx         kdx  (ix-hC)dx 

Maintenant  pour  intégrer  la  fra^on  .2l.ii2.-f  ,  je  fiiis*  —  i  =  {, 
*  (  x-i  ^* 

ce  qui  k  change  en  ClrJl2iî  «±£î_iil  ,   dont  rimé- 

grtle  eft  — — — j/î=  ^^  — j/C*— Oj  K  en  traitant  de 
la  même  maniçre  l'autre  fraâion,  je  trouve  pour  l'intégrale  tmalc» 
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A?—  I 


8tf  y.  S'il  y  ayoît  datis  Q  des  faftcuw  imaginaires ,  en  rcpréfentant 

Van  d'eux  par  «H-  <i  H-  *  |/  —  i  ,  il  y  en  auroit  un  autre  de  la  forme 

*  •+-  tf  —  ^  V  — 1.  Donc  leur  produit  jc*  -+-  i.ax-^a*  -4-^*  fcEoit  un 

faveur  réel  de  Q*  On chercheroit  donc  ( 547  )  Us  coefficients  %  a, 

^*'+-^*j  &  le  fadeur  réel  du  fécond  degré  x  *  -f*  i  aAr-f-  «*  -f.  3»,  ou 

pour   abréger,  le  fadeur  x^-^mx-hn  feroit  détçrmmé.  Ainfi  oa 

^         -     .          (Ax-hB)dx  «  ,      ^ 

.iuppoferoit  que  U^ ^ —  cft   iioe    des  fraâtocu  partLelks  de 

x^'^mx'^n  ^ 

Pdx 

-Q    •  &  on  détctmincrolc  A  &  B  eomme  ci-df flus. 

Enfuîtc  ,  fcifant  #  4-|« îcj ,  U  fraffion  devîtiidroit  (J^ 

il 

^    Wdi  B'  -       i'         B' 

^         .  ^,^,  ""  Jî"^  jJTII — '^  v"  ^  ^^^  ^^^^^  ^nt  la  taagenu  efi 

-i;  «a  j^  X  ^/r  fj «l' lu  -f.  c  j  on  attroit  do|ic  Ilntégrtle  dt mftftdéè. 
lreMAisi5{,Bss-,|-,Cs=— I,  cç  qui  chai^  U  fraôion  ^ 

Soit  encore  ~  f*  ,^  fç  ,^^  à  ^  - 

Hh 
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.-1^1; 1      ^^  ,   dont  l'intégrale  cft  ^  /^ rr  + 1  ) L.  ^•<^ 

ttfA|r  ^^  Subfli tuant  donc  la  valeur  de  ^  «  }*aî  pour  Tintégrale  entière, 

—  u4rc  rjn^  i ^  4-  C. 

V3  V3 

.   Î66.  Le  dernier  cas  qui  nous  refl:e  à  traiter  eft. celui  oii  le  déno- 
minateur Q  auroit  un  ou  plufieurs  fadeurs  de  cette  forme.  ..... 

(xx^ax  -i-  by^m  Alors  on  fuppofcra  que  la  fradtion  partielle  pro- 

venue  de  ce  fattcur  eft  tf  :c ; i- ,  & 

{xx-^  ax-^h )"^ 

on  déterminera,  les  coefficients  A  ,  B ,  &c  ,  comme  ci-defTus.  Enfuite ,    [ 

faifant  x^=:\  —  \a  ^  &  fubftîtuant ,  la  fradbion  deviendra  de  cette    : 

forme,  — ^^ '      ç\^^yh')fn (f  ^ ,  quel  on  peut 

A'  7»»»*ï  B' 7»»-» 

décompoferainfi,  ; —..,,,-  ^f-f-  7 — -,,71';;;     ^î  "♦- ^c* 

Or  les  termes  ou  le  numérateur  a  unc'puiflance  impaire,  font  intégra- 
bles ,  en  partie  algébriquement ,  &^  en  partie  par  logarithmes  f  854  J; 
^  ceux  oti  \  dans  le  numérateur  a  une  puiifance  paire  »  étant  de  la 

c*eft-à-dîre,  qu*on  peut  les  intégrer,  en  partie  algébriquement,* 
«n  partie  par  arcs  de  cercle  5  on  aura  donc  par  ce  moyen  Tintégralc 
de  la  fradipn  propofée. 

867.  Pour  éclaircir  ces  différentes  méthodes  ,  voici  un  exemple  qui 
les  comprend  toutes. 

.    Soit  la  fraction  .        ,  „       --■ ^ = Y 

"■  "+•  * ■  "f"  """7 "■"•; %,  "• 

XX  XX'^t  (xxH^îj* 

On  trouvera  ,  en  réduifant  au  même  dénominateur  A  =  iV  >  ^  ==* 

—  ï*  C=:ï»    D=J,    Es;.— ^,   F=s^>    G=k  — J>  Hs|i 
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I=«  — V,&Iafra<aionpropofée  =  -jL._lf_  ^  .^  (  J  ■— x  )  d  x 
-k^(i-hx)...f\LLfJjifl  =  ilS,_l_         f.,xdx-dx 


.  xxdx 


r.«^^.../.        -"'^ 


r  ^Afrt-  I 

/l  -^    •*  *  1     f  y  »  1 

V  1  («*+!)»  -^  8(';^:;e4-i;  > 

•^  ^"    r^^^x  ^^  =■    o/-       .  "T«  P««r  intégrer  —  i     ■    ^    "^^    ' 

dx                                                                    j 
~  *-(T:^;^^  »  ''  fautfipropofer  de  ramener/ f_  àkpremiere, 

Sconaurar8.x;/-^=^        ^,;-,.,,^,^,^^., 


\x_ 

■XX 


DoncA»<£xCi4-xx;-»=:;--_lf_^  H-  1  An  tang  x.    Ot 

fx'dx{i-t-xx)-*z=~-x  iï-i-xxy^  ^fd  X  (t+xx)-\ 
^oacfdx(i^xx)-^=x{i-^xx)-^+fx^dx(i-i-xxy* 

~  T^xx  "*"  ^  '^'^  "''^^*  ^^'*^^'"  ^'^^'^  toutes  ces  intégraks,  on 

a  pour  celle  de  la  fraâion  propofee . . .  / ~—£^. 

(i-i-x)xx(xx-ht)(xx-i-ij': 

~nHi-i-x)-h^I{xx+z)+i/(xx+ï)  +  i/± L    — 

./  V  XXX 

___  --  Arcungx^  — _  ^«  tang—  +c. 

8<Î8  11  fdt  de  ce  qui  préc^'dc  que  toute  di/Rrentielle  fra^ionaire  & 
raaoneUceft  intégrable ,  ou  algëbriquement ,  ou  par  logarithmes 
ou  par  arcs  de  cercle.  La  feule  difficulté  confifté  à  trouver  le^ 
fàfteurs  du  dénominateur  Q.  Mais  c'eft  plutôt  un  défaut  de  l'Algèbre 
ordinaire ,  que  de  la  méthode  d'intégration  que  nous  venons  de  donner. 
.  iorfqu'on  pourra  donc  rendre  rationcllc  une  fraâion  différentielle  * 

H  h  ij 
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on  fera  Car  d'en  trouver  rintégralc  ;  or  voici  quelque!  cas  ou  cet» 
rédu^on  eft  poffibic. 

86^.  Soit  d*abord  une  quantité  od  il  n'entre  point  d'autres  radicaux 

que  des  radicaux  monômes,  telle  que  (  '^  ^ )  dx\)t  l'écris 

aînfi^'^^-^'^^i'^^^^^Or  il  eft  clair  que  fi  je  fais  ^^  «  ?. 

ccquidonne^f  =  j  »»,  &i^jc  =  iiî"  ^î,la  différenricUe deviendra 
tationelle,  &  par  conCqttent  intégrable. 

Soit  maintenant  X  une  fonAion  rationellc  de  x;  pour  trouver  Tin- 
tégrale  de  flry=xXi£«r  V(4-f-^*»+^«^*)»)«  cherche  les  dcw  fac- 
teurs de  a -f-*:f-Hc^^;  s'ils  font  réels,  j'ai  V(^-f-3«+^;cx)= 
|/(m+a3c)(p-»-îJe).Jcfuppofcccttc  quantité  »{ m 4- njf)  î, 
&  en  élevant  au  quarré,  j'ai /.4-î^  =  ('«-*-«^)îî^d-ou  je  drers 

p-nt\\  .      _>r^l(^^— i>») {m+nx)l 

^pn--mq)\  _  y/' ( „ 4. i x -f- >x* ).    Or    ces  valcun  étant 

fubftituécs  dans  la  formule  y.dxVi.a-^hx^c  3:*)Ia  ren- 
dront rationelle,  &  par  conféquent  intégrable.  On  voit  que  lafflémc 

•l^dx 
chofc  auroit  lîeti,  fi  onavoit  à  intégrer  dy  =  ^(^^^tx^cxx). 

Ex.  Soit  <£y  =K <£x  i^  (tf  tf  —  X  xj ,  on  fera  •  (tf  4  —  X x)^{a^^\, 
-tf-f-itî*        ^^-JLlIî^î  r^  vW-.ilI--... 

|/  f  tf  tf — XX  )  ...dyx    \_^     ^  ,  quantité  rationelle  &  facile  à 
intégrer. 

Soit  encore  dy  =  —- — ^ r  ;  en  faifant  •  (xX'-^aa)=Cx'n)  j^ 

v(xx-tfa) 

'     170.  Ixwfquc  les  faârurs  de  tf  -f-  i  x  -4-  c  X*  font  imaginaires  ,  î! 
faix  &k%  évtaouif  le  (ècond  terme  de  cette  quantité  en  fuppofaAt  x  4! 
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—  =î,«saloKX</*v'(<»4'i*  +  tf**)acvicntdecette  forme... 
Z'^Zy'iU-hi'i').  Soitdonc  •(??+*'*')  =  ?+.«,  on  aura 


—  {  ^'^'  H-  a  tt  )5  CCS  valeurs  étant  fubftituées  dans  la  formule  . . 

2  d7 

vlx^4TV)'^  ^^  ^"^l^  V'(t  J4.3'3').  la  rendront  rationcUe. 

Soit ,  par  exemple  ,dy::idxV(xX'^aa)-y  en  faifant  i/  (xx -♦-  aa) 
sssx  -I-Ï3  onaura<ify=xrf;tf-+-rrfjf5  or<^;e=5 L(aa'^T7\ 

Tyoncdy::zxdx-^.^^lil,^y  =  C+ixx^^    l  i  - 

iV  =  C^iaa^^yr(xx  +  aay^^aal(x-hV7ZTra)''aaia; 
foitdoncC  — Jtftf— .tftf/tf=C',  onauraj'ssG'-f'-^^  (xx4-tf<c) 

871.  On  peut  appliquer  la  même  méthode  au  premier  cas  od 
tf-i-Arc-hc5ff*a  deux  faéteurs  réels  5  car  en  faifant  évanouir  Iç  fe- 
cond  terme ,  on  aura  à  intégrer  <^î  /  (  f  {-^^  ^j  ou  rfj  /{A^  -r?)- 
Or  fionTupp^fe  /(çj-3i)  =  j  —  «,  ou  /(ii- j j)-3g^  — aç^ 
on  rendra  rationelies  Tune  &  l'autre  diffirentielles. 

Méthodes  pour  intégrer  par  Séries. 

871.  Lorsqu'une  difFérentîello  n'cft  pas  fufceptîbte  d'une 
intégration  exaétc ,  on  a  recours  aux  approximations ,  &  les  fériés 
font  alors  une  des  dernières  refTources,  On  voit  bien  ,  en  eiFct ,  qu'en 
réduifant  en  férié  une  fonéHon  X  de  U  variable  x  »  on  aura  une  fuite 
de  termes  monômes  dont  les  intégrales  réunies  donneront  une  valeur 
approchée  de  fX  dx. 

d  X 

Par  exemple  »  on  fait  que  l'intégrale  de : —  cft  /  (a-i^x) ,  &  ^ic 

d^      dx   ^xdx  ^    xUx       ^      ^        ^  d  X 
Trz^ T--* ; ^^^  Donc/ ou  /  (^-t-Jc) 

Hhîij 
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-=:  il  —  iL-  ^ —  &c.  +  C.  Mais  fi  on  fait  af  ss  o,  la  conP- 

tantcC=:/tfyonauradoac/Ctf  4- Jir)  =  /<iH -H ■    -^ 

&c,  &par  conféqucnt  /(a— ix)=/a-—  (iH h    — -    +  &c  J. 

Suppofons  maintenant  —  = ,  ou  ^  =  i-   ,  &    nous  au- 

—  &C-5  donc  /  (û+  7)  =  /flH ^^ h  -— ^^ r-  -ï-  Sec ,  fcric      ; 

d'autant  plus  convergente  que  l  fera  plus  petit  que  a.  Par  exemple,      î 

/lOO=/(5>^-Hl)  =  /^^-î--r 1 ; r-   4- &C=  4,^0  J  I7OI8;         "l 

.  100       X  (  100)*  î 

&Z  II  =:/('io-f-i)  =  /io-h  -1  H H-&c=:x,397  &c. 

V  ^ï  X  .  II* 

dx  ,  .  .        dx 

Si  on  a  <£y  =  »  alors  y  =  -4rc  tang.  X'y  mais  

■^        1  *^xx  .  H-;ca: 

étant  réduit  en  férié  »  donne  dy-rridx  —  x^dx-^x'^  dx  —  x^  d  x 

4-&c;  êionc  y  OM  Arc  tang  X  :=:ix  —  ^  x^  -^\x^  —  ^AT^-h&c. 

Soit  à  préfcnt  y  un  arc  quelconque  ,  x  fon  fînus,  OMy  =  Arcfinus  x, 

dx  -- 

onaura<fy=: ■    =dxCi—xx)     *  =  fl?jc  (  1  + i  x? 

V(i — xx) 

j«  >  *  ^    x^  4 *    ■*      ^f^ 4- &c ).  Donc  y  ,  ou  -4rc  finxznx-^: 

X  .  4  X  .  4  .  ^ 

^-•^H ^^•— H î— •. h  &c,  intégrale    à  laquelle  il 

X     3        X.45        x.4.^7 

n'y  a  pas  de  conftante  à  ajouter  5  foit  :c  =  i  ,  &  la  dcmî-circonff  rmcc 

«•  I      I        I.3Î        1.3. 51 

=  »-,on  aura— =  i  4 . { ^, 1 —-^. h  &c 

X  X3        x.4^        x.4.^7 

Si  jf  =  f ,  Tare  y  devient —  =  1  + J. H ^— ,     -  + 
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87^.  Ces  exemples  ruffifent  pour  faire  entendre  la  méthode  précé- 
dente. Celle  qui  fuit ,  cd  digae  d'attention. 

La  formule  d  (xy)  •=.  xdy  -^ydXy  donne  x  y-ssz  fxdy  -J^ 
f  y  ^  X  y  Donc  ,  en  général,  fxdys^xy — fy^x,  &  fi  on 
«ié/îgne  par  X  une  fonction  quelconque  de  x ,  on  aura  pareillement 
fXdx  =  Xx  —  fxdX.    Je   fuppofe  ^X=X»^Xi   donc^  par   k 

même  principe  ^/:v^X,  oufX'xdx=   ^lH  _  /xxdX^ 


Soie  maintenant  ^X'=X'^on  aura •    .    • 

/Hf^El  =  i^X"  ^r—dX*'l  &c.  Subftituant  ces  difFé- 

rentes  valeurs  dans  lapremiere  ezpreffioa ,  on  trouve .  • .  /X  d  x  =tX:>:- 

X*  ;c'  x^  X^ 

_X'  -i-  — -  X" 1—   X'"H X'^—  «te, 

%  1 .  3  ^"3  «4  1.  3  .4-5 

•    x*  iX 
ou  bien   en  fuppofant  d  x  confiante ,   fXdx  =1  X  ^  — — -.' 

x^ddX             x^dddX  .  • 

H 7-, jI    •+-  «ce. 

^      ^   .   _            I                           ^X             —  I         rfrfX 
Ex.  Soit  X  = ,  on  aura  --—  =  ^ r:  ,  —--■     =e 

dddX         —1.5                ^          ^    ^AT  '    r 

,  — -; =  ^  ,  &c.  Donc  / r=^  -<: — - 


H-  — ^T-  -4-    —7 ; — h  &c -+-  C  ,^  ,ou   bien 

,,  ^         ,  *  XX  .  x% 

comme  nous  Tayons  déjà  trouvé. 

874.  Soie  maifitenant.i£y=5«!^t'^î+"*)*"  *^*>  ^o»*  intégrale 

<fX 
cft  y=  (a-4-*)'"5   on  aura   X  =m  C  tf -*-*)*"^,     -7--      =* 
-  ,dx 

ddX^ 

Donc  y,  ou  (k'hx)"'=::C'hfnx  {a-hx)'^'^'^.  -^ — .  x^ 

(<-f-JeJ*-*-4-    —————  x^    (tf-t-*)**î  —  &c.    Soit 

Hhiv 
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^'^~^  je»  f  tf4-*;"^**4-    fi^c.  ïaifoM  tf  +  ^ssç,  nous 

>    ^  i  ^  =1— w 1 • . 

—  4-  te.  Maintenant  fi  ?  +  :c  =  i ,  on  aura  C*— y  )'«=^  ^1—  - — 

^  — ^r--f^HÔ^ + ri— •  (T:ï::;jî  "^  *^>- 

,  S75.  Pour  trouver  la  valeur  dcysaetf*,  je  Jirfïrcndc  ,  &  j'ai  dy 

dx  dx^ 

à^fi  tf,&c.  ccqûidohncy,outf*'=3C-+-4*;:/tf  *-     ■    ■■*<^  -I* 

j^i/>rf . 

tfO  — ^e>  Soitx=iio,^sk  aura  C=3  i,  <c  tf  ^=:x  *|-ar/4i.4<" 

X  X  l^  it 

^— ^ii'»4-<cc$^tiran«pèr«»)iiTieiidni  1  ctt«*«-#-«i«  — 

— — ^  •4-&c.Donctf"*s=  ï— jrZtfH •— &c;  &  par  con« 

ftquent  en  ftippôAnt  :*  poÔtîve  ,  Tes  puîtfances   Impaires  cîôiVènt 

changer  de  fîgnc ,  ce  ^ui  rend  la  férié  toute  pofitive . .  •  «  ^t=i4-«^-H 

xxl^  a        x^  i^a 

, f- 4-  &c ,  comme  on  le  fait  d'ailleurs» 

1  1*3 

ijé.  ^oit  maintenant  y  un  arc  quelconque ,  x  Ùl  tangente ,  oà 
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aura  dy  sss ^ —  y  mais  comme  en  faiiànc  X  =s .  on 

trouveroit  une'fiSric  trop  conpliquéc  pour  lai  yakiiK  de  l'arc  y,  oa 
pourra  modifier  ainfî  la  méthode  précédente. 

D'abord  il  cft  clair  que  y  == — /«  d( i—  }    =- 

X  ../JLîllfL.IIcftdairenfuiteqae/.   ***^* 


« — ^^f^^ -.De  même  y — ^       , «=.•• 

>.    ' %,  ■*"/  7 n  >  &c.  Donc  Arc  tang  x  ==: 

H- ^c.  Donc  en  général,  y  =  cp/yCJÎH  y -^^fin^y-h  ^-^  /«  '  y 

3-5-7  »      '  î         "^         î-5 

/«♦y-*-^^— /«*y+fcc;.Siy=s=:4j<»,onaura « 

3  •  5  «7 

^ta  X  f , 4.  JL H- .JjLÎ. -f-^^^UL  +  ace;. 

i.J         1.J.5  ï. 3.5-7 

Utf   rintégration   des    differemieilcs  Logarithmiques 
&  Exponentielles. 

«77-  Pour  intégrer  la  dîfFérentiellc  logarithmique X </«  /x ,  en  fap- 

pofant  X  une  fondion  quelconque  de  x,  ioicys=B/x,^  dis=X^ 

Xdx,  on  SL\iïzfXdxlxz=sfydi=iyi — f:i^dy=slxfXd x  — 

d  X 
f^l^ Donc  rîtttégrale  de  la  quantité  propoïZe  fe  réduit.à  celle  it 

dx 
^dxsécàt-^JUdx.  On  pourra  donc  la  trouver  par  lesreglca 

X 

ftécident^^  û  fX  dx  ne  contient  pas  de  tranfcendante. 


^«*i 


Exemples.  Soit  Xsssc^j  on  ^mz  fX  d  x  i=z  t  ss »    * 

^       jfH-i 
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intégrale  qui  n*eft  fujettc  à  d'autre  exception  qa*à  celle  du  cas  oà 

d  oc 
a  =  —  I.  Mais  alors  on  a  / Ix  -^zflx  dlx  =  jP-  x. 

Soit  encore  X  =  > — ^ — -  ,  on  aura/X  <f^=  — ^ —  ,  /  ^ — 

^       rf af              ^dx         ^    dx  .  ,  ,    '  V     »> 

=/-^ .==/ / =  lx--l  (i^x).  Donc 

(I  — */         t  — a:  .  /.  i—x 

87 S.  Si  X  eft -toujours  une  fonéHon  àcXy-  Bc  qu*il  s'agiïïc  d'inté- 
grer dX  f^,  on  mettra  cette  exprcffion  fous  la  forme  /<£ X  /"  x  =. 

X/**JC  —  nf h'^x\  & fuppofant enfuite  / =X*  ,  on 

X  X 

aoiapar  la  même  formule,  /</X'  /"-^  a?  =  X'  /"-»;c—  Cn-*i) 
/îl£5  /»-»x.Sionfait/^Sl£f.  — X^Sonaur?i/dfX"/»-»r 

X  X 

zzX.^^i»'^x^{n^%)f^—i^l^-^x,  &c.  Donc  fdXl^x^ 

X"*/»- 3a:-f-&c  ;  cxprcflion  qui  ne  dépend  que  de  Tintégratioo 
de  quantités  algébriques ,  Se  qui  n'aura  qu'un  nombre  fini  de  termes» 
lorfque  «  fera  entier  &  poBtif, 

Soit ,  par  exemple ,    dX  rz  x"^  d  x,    on    aura  X  =  — 


s: f-,  8cc.  Donc  fx"^dx  l^  X-  -^ < — ^(l^X' 


«.«— I,  n.n-i.«-x 


fcul  cas  qui  échappe  à  la  formule  générale  eft  cehii  oà  fl!^  ae  *-'  i  ^'  ft 


_  ^dx    .  /"  +  «:c 

alors  on  a/  —  r  x:;:.  . 

as  n-f-  I 
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•7^.  Cette  formule  générale  s'applique  également  an  cas  od  n 
cft  négatif.  Mais  comme  on  a  alors  pour  intégrale  une  férié  infinie , 
voici  un  autre  moyen  d'intégrer. 

^  dix        ,  r    ^dx  — X»  I       -      • 


i£CXjc),Faifant maintenant  <^  CX*;=X'  dx.dyi'  «  =  X»'  <fx, 

^X"5î=X'"  <£*,  &c ,  nous  aurons  / •— = 

(Ixf       (^«— f^/»-ï« 

X'*  X"5C 

—  &c. 


|a£qu*à  un  terme  de  la  forme    ? — / , 

n-  r  ./r-  i .  «  -  3  . . . .  2.1  /x 

dont  l'intégration ,  fi  elle  efl  poffîble ,  donnera  celle  dé  la  formule 

propofife. 

Soit  par  exemple  X  =  ^c'" ,  nous  aurons  X"  =«^  (  m+  i  ), 

.  X'»  =Cm-f-i;»  ;«'«,X"'  =  (m-H  1  J»  «"" ,  &c.   Donc... 


-T- *     .*  T"  ott  ;  -I-    '  J      —7 > 

n-i*/i— 3  •/z-4  n  -  I  •  n~  2..  • .  •  I  /^ 

rintégrale  propofée  fe  réduit  donc  à  celle  de  — •  Or  fi  on  fait 

af»»*isï=ii,  cette  quantité  deviendra  ---  ,  différentielle  qu'on  n'a 

lu 

pas  encore  pu  intégrer.  C'eft  pourquoi  on  ne  peut  avoir  l'intégrale  de 

x"^  d X 

■         que  par  fériés,  excepté  dans  le  cas  od  m  = —  15  car  alors 

on  trouve  par  la  férié  précédente ,  &  fans  fon  fecours  ,  /  — —   = 

XI    X 
/!•»   X. 

.1  — n 

8S0.  Soit  maintenant  lu  formule  exponentielle  a^Xdx  qu'il  s'a^e 


4P»  LXÇOKS    ËlilMIKTAIRBS 

tiodgrtt.  robferve  (fabord  que  «  »  li  x  /  u  =4//tf  *^  5  donc  fa  »  /jrs 

-Î-..4*,  ScvmrQntfa»Xdx  =  X  fa'dx-fdXfa»d  x,  wa 
/<« 

Id      la 
ftf«X'i/*  =  î3I— i/tf'«/X'}foit  WX'=X"4/x,  «cou 


Kora 


/««rfX's=f!iEll— i.  fa'dX'*,ece.  Doocfa'Xdx: 


—  tf*X—-  —  ir*  X'  -+-  —  fl*X'»  — «:c,  joCju^à  ce  cpi'oii    ^ 
la  /*  u  /*  tf  f 

arrive  à  une  intégrale  fa''  dx\  qui  Tera  au  moins  la  plus  fimpic 

des  intégrales  tranfcendantes  de  fon  efpéce,  fi   elle   n'eft  pas  foC* 

ceptibté  d'une  intégration  ezaâe. 

88 1«  Remarquons  que  fi  #  eft  le  nombre  donr  le  logarîchme  s=  x  « 

on  a/^*X/£;c  =  ir'X  — r'X«-*-e*X"— <r'X'"H-**X«^ 

—  «*  X^  -4-  &c.  Soit ,  par  exemple  ,   X  ==  ;i" ,  on    aura  X"  = 
»ar»-«,X**ï=«.«— i.:vii.i,X»"=/i.ff— I  .«— i .  x»-3,  «te 

Tioncfa'^dx=   ^f^-  ^^  +    ^?^"^  *-' ^ 

'     "7",    \    ^     X  ""5  -H  &c )  ,  &  par  conféqucnt  fe*  7^  dx:=it'     \ 
(la)i  '^  I 

S8i«  Pour  trouver  Tintégrale  de         ^  ,  comme  les  règles  piéc^     I 

dentés  deviennent  inutiles,  je  réduit  ^  fibctc*  le  i'ai  f «a  — -     ] 

fi4-x/«4- \ -4-&cO==  -^    -^  d  X  l  a-^    I 

tcdx    •  A*  J ^  X*  Pâ      • 

/^tf-H&cDonc/l-lf  =C4-/x-HA:/tf4-i. l 

*  JC  2         I 

x^  l^  a  t*  dx  **■ 

4- 1 .  4-  &c.  Soit  e'  =  r ,  on  aura  ^ =  -7^  difRrœ-    ( 

tielle  d*une    quantité  tranfcendante  qui  efb  égale  à  la  (2rie  infiok    . 
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t^/t—/^î'^r*Ucft  clair que/i{//tait//t—/^t  inrf- 

grale  qiu  dépend  encore  de  la  quantité  tranfcendante/— Î-. 

883.  Lorfque  les  règles  précédentes  ne  pourront  pas  s'appliquer  i 
tincégration  d'une  quantité  exponentielle,  00  la  réduira  en  férîcs. 

par  la  formult  a'sssi'i^xla^         ■      -f-   ■■■■«   >    -f-  . 

î+-  &c  >  5ç  il  fera  fiicîle  d'intégrer, 

Soitdyrax^'  dx'j  on  aura  par  les  (Sries,</y:s^x(  t+mxlx 

.      m^x^l^x        m^  xU^x         .     .  .  .      , 

4-  '     4- h  to;   «*  d  M^  m  X  d  xix-^ 

—  x^  d  X  l*  x-j^  8cc,  dont  l'intégrale  6  trovvt  pftr   ceik  4» 

ic«^*f'ârC$78;,«Cona/ic«'^*=a*Ci— 2if  -4-    "**  ** 


(  j'—  — ^  H âcc^  ihScc,  qui  dans  le  cas  particulier  de 

aesss  I  fe  réduit  à  la  férié  conTergeate  1  —  —  H •  —  -j-   -H  &c, 

Cec  exemple  iiiffi^  pour  faire  Toir  conuneat  on  peut  intégrer  ces 
(bnes  de  quantités  par  fériés. 

JPe  l* Intégration  des   Quantités  différentielles  oà  il  entre 
des  Sinus  ,  des  Cojinus  y  &c. 

SS4.  Puifque  dxcofxTsudfinx  j  9c  que  — dxfin  x ss:  dcofx^ 
il  eft  évident  qUc  fdx  cofx'=ifinx^  qui  fdd$pn  *  =  —  cofx^ 

fW  fdy  cofnytez  —  f  ndy  cof  n  y  sm  — fin   n  y  ,   &   qiM 

n  X 

fdy  fin  nyzss^ î-  e^f  ny.  B  eft  clair  auffi  ({V^fdi^ofiCfiniJ^ 
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co/*  î=i (cofi)^-^^.  De  même,  fî  on  avoit  à  intégrer 

dyfin  y  cof  ay^   on  ktoit  finy  cofay=i\  fin  C<i+l^y— ,- 
)i/î  f tf  —  ï^y>  ^  l'intégrale  dcviendroit  —    cof{a'^i)y 


co/Cfl— .i;_y. 


s 85.  Il  en  fcroit  de  même  pour  d  x  fin  x  fin  ax,  pour 
dx  cof  X  cof  a  X  y  &c.  On  traitcroit  avec  la  même  .  facilité 
dxfinxfinax  cofbx ,  &c,  en  réduifant  ces  produits  à  des  fînas  ou  à 
des  coiînus  (impies,  par  le  moyen  des  valeurs  iiZpn  a  cofbyfinafinb^ 
«ce.  On  pourroit  donc  intégrer  par  cette  méthode,  d  x  fin^  x^ 
dxfin}  x ,  d  X  cof^  x ,  &c  :  mais  il  eft  plus  fimple  de  les  intégrer  j 
de  la  manière  fuivante. 

^88^.  La  formule  dx  fin^  x^=idx  fin  x  .  fin^'^  x.  On  a  donc  i 
fdx  fin""  xz^fin^'^xfdx  finx-f[d  (fin'^'^.x).fdxf$nx]^  I 
•'Cofxfin^"'X'\-(n'\)fdx  fin'"*  x  cop  x  =  'Cofxfitt"^x  ' 
+  C«  -  O  fdx  fin**'*X'*(n^  i )  fdx  fir^ x-y  &  en  tranfpoCmt, 

Çdx  fira"  x^ ^-^cofxf$n^-^x^  ^^  f  d  x  fin»'^  x.  On  a 

";,  «  n 

donc  aufïi  f  d  at /«"-^Arrr:—  cof  x  fin^'i  x  H ^- 

«-1  n — 1 

/"i xfin^'^  X ;  &  par  conféqucnt/<£  5://z"  ;!C  =  —  —  cofx  fia*'^  x 

n 


cofxfin^*^  a:  H ?  fd  x  ftn^"^  :tf  =  - 


/t./i-i  n.n-'L 


—  cofxfin^^  X  —   ■  .   ■    ■-•  coj  X  fin^'^  X'— 


n  n  .  n- %  /ï./j_x.«— 4 

c\>rxfinn'Sx "I—LiILZIJLlJ     cofx fin^'i  X— Bec  .  .  .. 

..^ „■ —    cof   xs    formule  qui    na    heu  qœ 

n.n-i.«-4 t  ^  ^ 

dans  les  cas  od.n  eft  impair ,  &  alors  l'intégrale  ne  dépend  que  te 

quantités  cofx , fin x^  Mais  lorfqu'il  eft  pair,  au  lieu  du  dcnûcr 
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terme  de  la  Cric  j  qui  fcroit  de  cette  forme  —        •     3—      ^^7* 


on  aoroit  - 


n.n-z o  finxy 

tt —  I  .n —  3 I 


2.  4»  •.••••/*— i./i 

H  —  i .  n —  ) i 

i  .  4 n 


f  d  X  fin^—  X  z=s 


X.  L'intégrale  fcroit  donc  alors 


n  n  .n  -% 

H ^ X. 


1*4 •.•/{  . 

'Eii.fdxfin'^  x  =  —  ^cofxJin^X"^ cofxfin^X'^-^'^cofjei 

5  •  î  5  •  î 

icfdxfin^x^^^fin}  x  cofx^  —  fin}  xcofx  -  -J-LL,  fin x cofx 

6.4  ^.4.1 

a.  4.^ 

887.  Faifonsflf=:po»-ç,notis  aurons  dx^-  d^,  ..finx^cofiç^^ 
ZcfdicQf"  7=  1-fini  cof»"^  1-+-  -^— ^  //i  î  co/  "  -  3  j  ^-  . . ,  . 


•  ^  /«  ç,  fi  «  eft  impair  5  &  s  il  eft  pair  ,  le 


dernier  terme  as  -f- ^ ^ '—  î-  Par  exemple  ,/iy  copy-s. 

îl  •Tl  —  1  .    «    •  •   •  1 

f /«y  co/*  y  -4-  —  /«y  ^0/*  y  H —fin  y ,  ^  f  dy  cop  y 

5*3  5  •3-  ï 

«i/;ïyco/5y  +  /-yî«yco/'y  +  -^/«ycp/yH-l^  y. 

S8S.  Soit   maintenant  à  intégrer    d  y  fin!"  y  cof  y;  puil^ 
d(J!n*y  cory)=pcof^*'yfi>tf"y.dy-q  co/^'*y  fm'^'y 

.dy,  oazfdyfm'-'y  'of^*' y^  jfm' ycofy+  ^fdy 
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co/i*-iy^  iZZ-L/rf^tf#/*-»y>£f ***y»Subfticuanti— coi*/ 
fft -f*  I       .. 

i  k  place  iç  Jin^y  »  &  rranfpofaat,  on  a  /Vy  fin'*  y  eofy  r=x 

fin^-^^ycof^'^y-^ ^^^^ fin^-**^ y  cof^'ty-h... 

m^i.n-}./in^'*'^ycof*'fy      ^  n'l.n'%...%firi^^y 

li  n  eft impair,  ou  jufqu'au  dernier  terme  -(« 
n—  t  .it-^5 I 


fdyfin'^  y  ^  fi  I»  eft  pair. 


8«y.  Faifonsy  =  ^o»— ^,  nous  zvLtomgfdl  cof^  Kfi"-^  \^^ 

■  ■  *  —  oCC  •  •  i  •  —  ■ -^ 

m-H/i.w-f-»-».  m-t^«-4  m'^n.mrhrn'-x...m^^ 

fi  «  cft  ui^air ,  &  lufou'aa  terme  -f*  —       ■   ^.       ■'^ — i— ^ — ^  ,iu 

cft  pair. 

Par  exemple^  la  première  formule  donne . .  .fdy  tof^  y  fin,  '  y  = 

|J&*yrco/»y  +  f;=5ijy&'yff— jRi»yJ,  &  la  féconde 

fdycopyfin^y  =  —  icof^y(firi^y^hfin^y^^).  Il  &m 
donc  que  ces  deux  réfultats  foientégai»:»  9tt  tout  au  moins  qu'ils  ofi 
différent  que  d'une  quantité  confiante.  Dans  le  cas  préfênt ,  cette 
qfumicé  eft  i^,  en  réduifknc  tout  en  finus ,   Se  comparant  les  dtsx 

Z^o.  Confidérons  maintenant  les  fraâions  où  il  entre  des  finos  ;  X 

comme  les  plui  fimples Cont  ^^  .  .^. ^^  . . . ,  /        •?■  •  •  •  •  • 

fiuy  cofy  finy 

4y  finy  ,     .    . 

■p--^  ^.  ^-  >  commcnçoni  par  les  intégrer. 
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la  première,  -J-  =  ^y     ^  = -yt— =  — ^«-Tr^ 

I  -  co/ y  Jiny  1-4-  (^o/y  "    »  «^   x  -r  i  *  # 

'=^ltang\y. 

Pour  intégtcr  la  fccondc,  foity  s=  ^••— ^i  &  où  aura  dy^sz^^d^i 
finy=:cofisàonc/-^  =—  /  tang  f45*— i^;  =5  —  i  ca< 

La  ttôifieme  de  ces  fra(5lions ,  /   ^    "^^  «  a  pour  intégrale /  i     ■ 

yî/iy  °  yî/iy 

tes  i  /in  y  ssfdy  côt  y. 

La  quatrième  ^  f^2J^J^  s=  mmUofy  ==  tfecy^fdytan^yi^ 
cojy 

ûcmêmef         ^     m  s=/jL-iL  :±zltangy. 
finy  cofy  fin  x  y 

%9 1 .  (^ela  pofé  4  cherchons  Tintégraie  ie  la  â>rmuie  ■■     ^  ...    Kout 

ayons  iéja  vu  CIS^J  que  fdyfir^yzisi-^  — cofyfin^'^y  -*-  

fdy  fin^'^y  ;  faifons  doné  ««-tîss-^mjôii  aSsr  i  —  m  ,  &  bous 

auroni  /     J^   -  fcs  — —  tvfyfin^-f^y  ^  —^^—  f  --—  jdonô 
fifim»%y        m  "  %  a— -/n      fin"^  y 

i!h_^ L.     go/y  ^^m  — z^     dy..^i:_     »^ 

/«"y  m-^l^fin^^^y       m— I     fin^^^  y  m-^x* 

co/y  m  —  X  co/y  /ji—  i .  m  —  4        ce/  y  , 

fin*^'^  y     fa— X  .m— J*  J?«»-3y       m-1.m-3.m-5*  Jin^'Ty 

,  -•    ,  m-^  t .  m  — 4*»...  t   >.   ay 

•-  «ce. lulqu  au  terme  4- ^—-r —  /  rrr^  ^ 

*  m— *  I  .m-— 3.....a     finy^ 

c'cft.à-diré>     "^"^  ■ — *"^'*'**      l  tdng\y  ^^m  eft  impair  ,  5à 
m— x.m — } 1-  ->* 

lufqu'ar- «--i .  -^^fimeftpaxr^ 

m  «««  I  •  m  — •  3  ». .  • .  4  • . •  I    jia y 

8^1.  SapporoAS  y;?5^Q*-»*{ttC  U  formule  précédente  doimtm 

li 


4p8  Xbçohs  ÊlîSmbmtaîke* 


•*? 


m  — i  .  m  — 4  /«  î 


m-^i.m'^/^         jmi ,.  5jc jttfqu'au  terme 

^  w  — 1.^  —  4 ^  ^  fijL^ ,  fi  m  cft  pair,  &  jufqu-au  termc+i 

m'^z.m — 4 y*.  *r*  '   /*  ^?    ^^ m  — t>m  —  4 /i  ^^ 

w-ii.m— 3 ;i*    ^o/j        m— i.m  — j x 

f 45*+iO>fi'«eft impair.  Pat cx«iiflc,/-^==-^^^  j 

S^3 •  U cft  donc  facile  d'intégrer  la  formule  J-^JLi  car  fi  m cft 

im  nombre  impair  %  *+ 1,  on  à  -^i — ;?•- «  -^^j^ —  (t-f^  ypï 

fin  y  fin  y 

qid  eft  éyidemment  intégrat>le  >  quel  que  foit  n»  Si  m  cft  un  nombre 
•âr*Âr,alor«  -2L-i_i  sa     "^  '   ^v — '^^^^  >    expreffion   ça 

étant  développée  s'intégrera  facilement  par  la  formule /~-^, 
t9A.  VL  en  droit  de  mêiae  pour  ■  ^-^^    -^  «  &  b  formule  •  •  i 

— ^  ^      s'întégreroit  par  les  mêmes  principes  ;  cnforte  qull 

t^à«  y  te/*  y  i 

cft  aifé  d'intégrer  les  difFéremielles  où  il  entre  des  finus  &  des. cofinns^ 

40^<|li*cUes  C&tA  fiifi::eptiblesti*tiitégraition. 

^  'péllnt/gratim  des  IHffcrcntiellcs  à  plujieurs  Variables^ 

8^ç/SoiT  Pijtf-4-Q^y  ^îiedi!fRrcntîelIe  à  deux  variables, 
dans  laquelle,  P&vQ  forit  dw  fônatetoi  quelconques  de  x  ^itf. 
Si  T  eft  fon  intégrale,  ùh  aura  dT ^sez^dx-^  Qdy.  Donc  fi 
Mftei.pcdl  4à  dîSi&rarà:lk  U  7  «p^^  f*i^«A(  v*»<^  t»  <» 


âtiJr^  dtt=;2Qdy,  ^  fi  on  ne  pjcnd  la  diffiJrcmidle  it  t  qu'ctt 
faiûnt  varîct  4f,  on  aura  d  T  z=zVdx. 

Marquant  donc  par  d'  T  la  différentielle  de  T  prifc  en  faiCwt 
Varier  y  fcul ,  &  par  <i  '  T  fa  différentielle  en  rie  faifant  varier  que  x  i 
on  aura  <^  T=Q ify>  ^*  T  =iPrf«r.  Donc  ^*f</^T;  =  iy  i'Q^ 
£  (d''T:)  =  dxd^V.Otï\tAchxtc^vitd''d^Tz=id? it   T*  Donc 

4y  d""  Qssdxd^  P  i ou  -j^  =  -j—  ;  c'eft-à-dirc ,  q^e  ^ Za  ifi^- 

rentîetle  P  dx-^'Qdy peut  être  intégrée >  la  différentitlk  d$  Q  ;ir(/i 
enfaifani  -Varier  x  yêtf/c  &  divifant  par  d  x  ,  </o/r  ^rr/  égale  h  la  <Ujfi^ 
rentielle  de  P  pnfe  en  faifint  varier  y  feul  &  divifant  par  d  y* 

S^tf.  Cette  condition  ayant  lieu,  il  fera  facile  d'intégrer.  Car  puif* 
quci/*T=Pi^^  ûùa  marque  pair  /*  les  intégrales  pHfcs  ea  ae 
^nûdétaùt  que  x  conune  variable,  ôû  aura  T  =si  /"  F  dx-i-  une 
conftantc  qui  peut  être  uûc  fondîon  Y  de  y  comme  i|  efl  évident* 
JdnaTonf(^dx'^q,dy)=sp(^Vdx)'^Y,On  a  de  même 
fr=s:/  (Vdx  -h  (^4y)  =/'  (<i4y)  -h  une  fonaion  Xde  x^ 

Dùncf^(Qdy)'^X=zr(^d:fJrf^Y,ouf^q4y^rPd^ 
s  Y  «^  X.  On  fera  do^  dan$  la  qoaimr^  qu'on  a^ra  pour  {^  vatciu: 

'iitf^(Qdy)  —  /*  (Fdx),xzatiOy  fc  ori  aura  V*  Si  9^  fiiîc 
3^  =  o  ,  on  aura  la  vakuif  de  ^^X ,  &  pv-là  l'intégrale  4e  P  49  -fe 
^dy  fera  défiermioécé 

Soit,  par  exemple 5  la  quantité  (  ^  l^  -^  i  ^iy '^iy* )  d^^-y 
(bi^ — ^çy4-.3^y*>^y»  qui  «ft    intfgrablc  ^   parce  que 

d'(ii^^^n3f:'ixy)^.i^^...y^(^i''^iy'*-5^y^> 

dy  .  ^l  ^t 

pnauja/*(P^î;«iî»+*yn-5y*r>/^CQ-6';='î*y-*- 
j  jjy*  -f-  cyK  Par  conféqucnt  Y  —  X  =3  c  y'  —  ij» ,  feifaat  j  3s=  o  ^ 

on  a  Y=3cyj  &  fî  on  fiippofe  ys=Oi  on  aura  Xsz^C  Donê 

l*iatégrak  de  la  différentielle  pf<^oféjt  eft  V  rhil*  y^i  ly^  ^ 

€y^  -h  C. 

3^7«  Ou  fû9^Qk  xtùWftt  la  ^pttati):^  T  fans  avoxi  b^fwk  4# 

un 
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clair  que  fi  on  diiFércntic  f* (Vdx  )tn foS&Ut^aricr  y  fcul ,  en  font 
que  le  rëfultat  foit  V dy,  on  doit  avoir*  <i^iy  ^=^  ^* dy-^di:\ 
donc  Y=/CQ-  P';  dy.  Ainfî  dans  Tcxemplc  pfJ(iccdcnt,/«'P </î=i» 
^  ^  j»  y —  3  ?y*  »  ^loï^t  1*  difFérenticllc  prife  en  faifant  varier  y  feul 
donne  P'<2f.y=r^î*  — é^yj fl?y.  Doncl^.=  /('Q— P' j^y  =■ 
f^cy^dy^sicy^. 

%9%.  Si  on  a  une  différentielle  à  trois  variables  P  <f  *  -f-Q^/y  4< 
Vid^^cn appellant  fon  intégrale  T ,  on  aura  d" T ::zl?  d x ,  d^T  =i 
Q^dy  ,d^T^Kd:(.  Donc  pour  que  la  diiSërentielle    propofée  foit 

complette  ,  ou  puiife  être  intégrée  ,  il  faut  qu*on  ait  -- —  ^^"/       * 

|£*P-    ^'R    fl?*'Q     rf^R  ■  .  -..  -.       ... 

-— —  =  -——  »     ,  ^  =t  -— —  •  Ces  trois  condiaons  ayant  lied ,  1  in- 
d\         dx      d\         dy 

tégralc  fera  f*Pdx  ^V,  V  étant  une  fondioB  des  deux  autres 
variables  y  &  j. 

8^p,  Pour  la  déterminer,  on  difFérentiera/*P  dx ,  en  faifant  varier 
y  &  j  ,  &  on  aura  une  quantité  de  cette  forme ,  P'  Jy  -f-  P"  <^{  jil 
faudra  donc  qu'on  ait  if  V-+-  P'<^y-HP"<^f  =  Q  dy^Rd^,  Se 
par  conféquent  V  =/[CQ  — P'^^/y 4- TR  —  P";^?]»  intégrale 
où  il  n'entrera  que  deux  variables  ^  &  qu'on  aura  par  la  méthode 
précédente.  U  eft  clair  qu'on  pourroit  trouver  l'intégrale  par  le 
moyen  de  /"^^  Q  <fy  ^  ou  par/*  R  rf  j ,  de  la  même  manière  que  par 
f^^dx. 

Soit,   par    exemple,   la  quantité    ( %  xy^'i-^i  i^  x^ )  dx-f 

qui  a  les  trois  conditions  néceflaires  pour  être  intégrable  s  on  aura 
f'Vdx^y^  **+^î*x*,  dont  la  différentielle,  prife  en  faifant 
varier  y  &  j adonne  P'=xy;c*,   P"  =  t*î«r4.   Donc  i/y  = 

tj-3y*rfy  +  TT^^ — -^--4»   doat  l'intégrale  s'appcrcoit  tout  dft 


»B    MATH*MATlQjtTlt  Jdf 

iRuce  ,  fkns  le  fecoiirs  de  la  méthode  précédente  ^  &  on  a  V=^4+v^ -f* 
»^  {y  y  -**??)•  I^onc  celle  de  la  différentielle  propofée  cft  ^  -f-j^'  ^. 
V  (y y  -*-??) -^-f  Jf*  4-^  ?*  «♦  -4r  C.  Il  tfcft  pas  difficUc  à  préfcnt 
de  trouver  les  conditions  que  doivent  avoir  les  différentielles  à  un 
plus  grand  nombre  de  variables ,  &  d'intégrer  lorsque  ces  conditions 
ont  lieu. 

50«.  Cela  pofé ,  voyons  comment  on  intègre  les  différences  fe** 
cendes.  Soit  d*abord  la  différentielle  du  fécond  ordre  V  ddx'^Q^dx^^ 
dans  Ia<^uelle  P  &  Q  font  des  fondions  quelconques  do  la  variable  x« 
Si  on  confidere^x  comme  une  variable j' ,  la  différentielle  propofée 
fera  V  dy-^  Qy  d  x.  Or  pour  qa*elle  fait  intégrable  »  il  faut  qua 

3=  — JE:!  ;  mais  il  n'entre  que.  dcs^  k  dans.  P  ^.il  n'y  a  point 

dx  dy 

it.  y  AmsQ.  Donc =-^= — ^  =Q,  ou  dV  ^Odx\  condition 

dx  dy 

nSceflaîre  pour  qu'une  différentielle  du  (ccond ordre  l^ddx  +  Qdx* 

foit  intégrable^  Si  cette  condition  a  lieu,  on  xf(?ddx  +  Qdx^  X 

^f  (Vddx^dxdV)^f^  Vdy^Vy^Vdx. 

EiciMPLE.  La  différentielle  mx'^^ddx^m.m,^  ^^  x^'^dx* 

cft   intégrable i  parce    que    dV^m.m  —  i  .x^^^dxi^sQdxi  Se 

l'intégrale  eft  mx'^'^dx^  qui  éiwit  intégrée   de  nouveau  donne 

^oj.Sïdx  z  été  fuppofée  confiante ,  la  différentielle  cft  Q  </*:*  , 
dont  l'intégrale  f  à  caufe  dcP  ^fQdx  )  e&  dx/Qdx-hhcona 
UntcCdx.  Par  exemple,. /</5C»  (  i^xx)z=dxf(,dx'^xxdx) 
^=:dx  (x^^x^^-^Cdx»  &  en   intégrant  de   nouveau j^  on  a 

^©1.  Soit  une  différentielle  générale  du  fecond  ordre  Vddx^ 
Q^x*;  fion  ladifRrcntie,on  zuiSkV d^  x-^CdV  +  iQdx )ddK 
'^dQdx^.  Donc  réciproquement  une  différentielle  générale  du 
troifîeme  ordre  ^d^  x-^-idxddx-^T dx^  CctSL intégrable , ou ré^ 

5  dK. 

duâible  à  une  différentielle  du  fecond  ordre ,  fi, -r-  -fTdxy 

6  irax 

alors Hntégralo  fera Kddx-hdx^  fT dx.Vzt  exemple ^  x x d^x-^ 
^x^dxddx-hX  ^xx-^ijdx^y  a  la  condition  néccffaire  pour  écTQ 
intégrable ,  &  fba  invertie  cft  ^ xd dx'i-dx*  (x^  --^x >* 
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90 j.  Si  i3tf  cfl  cén&SLmt,  alors  il  eft  clair  que,  fans  aucune  coii«~ 
tàÎDfitfT  dic^  =  dk^  fT  îix-^Cdx*  ,  Hntégtalc  de  cette  difflU 
r^iieUê  eft   dxf(dxfT4x)^^CMdx-^adôçi   enfin   tinté* 

pale  de  celle-ci  eft  fdxfdx/Tdx  -H  SJLI  +  C  9:  4-C\ 

Ceft  ainfi  que  /««i*'  =  .^  J   .     ^T^     .^  T^  -f-  —  C  at'  ^i 

G'  ^  +  C".  ÔA  trottreroit  de  la  même  manière  les  intégrales  desdiS* 
f%réhtieUes  plus  élevées ,  U  its  condidcms  de  leurs  coefficients, 

904.  Confidérotts  maintenant  les  difiérentielles  du  fécond  ordre  k 
deux  variables ,  rcptéfcntécs  généralement  par  Vddx-^Qddji'^ 
Kdx^  -^Sdxdj/^T  dy.  Pour  trouver  les  conditions  des  cocR 
icîcnts  P ,  Q  ,  R ,  ôcc ,  je  prends  la  dîfFérenticlIe  de  Adx  H-  B  dy^iains 
laquelle  A  &B  font  des  fondrions  quelcolnquçs  de  a^  &  dey ,  de  l'ai 

j*  A 
Addx-hBddj-^-dAdx  -i-dB^J,  Or  dA:=;  — -  .  d  x  -ki 

d^  A  d*  A 

—7— .  dji  on  A  donc  A  d  d  x  +  Bd  d  y  ^ ;—  •  «f  **  -f* 

dy        '^  ^  dx 

i^  A         d*  B  rf''  ft 

(  —r-  ■*■  -'^T^  )  <^'^  O  +   —7-  ♦  ^  J*  5  d*oii  il  fuit  que  la  diffé* 

dj  dx  dy 

d"  V 
jrenticUe  propofée  eft  intégrable ,  toutes  les  fois  que  R  =  •— —  >  que 

d  79 

^     d^v    (£'Q  ^     ^    dyq 

tfj  dx  dy 

505.  Ces  conàidons  ayant  lieu ,  Kntégrafe  fera  P  ^if  a?  -♦-  Q  cf)'  >  &  fi 
ix  ^ été  fuppofée  conftante ,  Tintégrale  de  Q  û? ^j' 4^- R <£ 5:* -4- S </ a? i/ 

;.^  T^;'^fcraQrf;r+-<^;:/^  Rrf«r4-C4f»,  ('àcaufe  deP=;/*Riûf;, 

^  d 

«ç  lés  condirions  de  cette  nouvelle  différcnticHe  feront  T  =  -—-ï^  « 

S  =  ^L9  ^.  ^/.^"^^  •   Par  eïcsmple  ^  ex"  dxdy  -^  4  xy  dx^ 

^x^  ddy  dans  laquelle  rf;:  eft  conftante,  a  les  conditions  précé- 
dentes, &  fôn  intégrale  eft  x^  dy-é- ^x'^y  dx'^Cdx,  qui  cet 
intégrant  de  nouveau  donne  x^  y-^C  x  '^ CK  On  trom^rott  de  I9 
inç^iç  n^aniere  les  ço|i4i^Qas  f pw  'hii  ^Ihs  gr«i4  «Prôbc^  <k  vîtri^Wcu 


Applications  du  Calcul  IntegraU 

Lis  i^pHcationsdaCalcut  Intégral  s'étendent  à  toates  les  p&ttics 
'  des  Mathémati<iucs  :  mais  pour  nous  borner  à  celles  qui  font  purcniçiïÇ 
géométriques,  &  qui  fervent  de  fondement  aux  antres,  nous  dé* 
termineions  les  formules  des  quadratures  6c  des  reâifications  des 
courbes  »  les  (oMith  des  corps  >  celles  des  folîdes  de  céyolutioa^  . 
ainfi  que  leurs  furfaces ,  3c  nous  fiairoiW  pW  quelques  ufages  de  la 
méthode  mverfe  des  tapgentes. 

De  la  Quadrature  dis  Courais^ 

^oé.  Soit  ta  courbe  AM^  fbn  «c  AP,  PM  Forcfonnéc  a«  igSw 
point  M  5  pour  trouver  la  quadrature  de  fefpace  AMP,  je  mené 
Une  autre  ocdonnée  mp^  &  ^  ligne  M  r  parallèle  à  Pp  ;  alors  j'ai 
U  fiwface  de  reQ>ace  HmpF  =  MPxPp'^Mmr  :  imaginons 
maintenant  que  te  point  m  s'approche  du  point  M ,  le  triangle  M  m  r 
dlmiauBra  de  plus  «n  plus  ,  mais  ne  pourra  devemiir  zéro  que  lorfque 
le  point  m  tombera  (ur  le  point  M  5  alors  M  m'p  P  s*évanouira&fcra 
la  diiFéreaticHe  de  l'efpace  A  M  P  -,  P;>  fera  <£  a;  ,  &  on  aura  d  (A  M?) 
zsz  y  d  X,  &  par  conféquent  AMP==/jy^x-*-C;5=C  «7}  ) 

^■•^         idx    ^  x.i.d»^         ».}.4rf«* 

y  y  dx  y'rf*«         . 

1-cfpacc  AQM=A^^=:  C+*^  .^JL_.  H-  Z_,-&c. 

507.  Ex*  I.  Soit  un  quart  de  cercle  décrit  du  centre   A  8c  du 
rayontf,on  ^va^L  y^=s\/ (aa^^xx}.,   &  Tcfpace   AQMP» 

fdxi^(aa^xx)^C=±C'^aX'^.^^r-    ^^^^^^i   — 

T  .  5  x7  T  >  ?  »  5        ;g»  1^3 .  5-7  .  ^    ^''      _    ^^^ 

Faifons  xz=zo  ,   nous  aurons  AQMP  =  o^  &  par  conféquent 
CssQ.  Donc    AQMPasstf*—  — ^-—   «^  — •  -— r  "• 


1P5. 


x^ 


»  .  4 .  i     7  a* 


î»  t.4*    5«» 

Mtf 
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F  T  ^  A 

Ex.  II.  Dans  rcllîpfc,  j'  =s^i^(aa -^xx).  Donc  fydxsà 

•^(ax*^  --.  — — , — &c  ) ,  comme  nous  ravonsdéja 

trouré  ^714^* 

Eaç.  III.  Dans  U  parabole ,  ydx=p'^ x^  dx,  ôc  fy  dx  s=s 

ip8.  |/*jic»=:f  >rj^,  ou  îefpace  A  P  M  eft  les  dcuxricrsdo  rcâanglc 

circonfcrit  (  7I 5  ).  L'équation  aux  paraboles  âc  cous  les  degrés  eft 

yn  ««.  x^  a^'^',   donc  mly^s^inlx-^  (m^-^n)  l  a^  donc 

mdy       ndx  .  .  /•«/•jt 

1.— :t  s=  ^  eu,  m  \  n\\  y  dx\  xdy  :  :  fydxifx  dyp  : 

A  M  P  :  A  M  Q.  Par  conféquent  l'efpace  A  M  P  eft  au  reéèanglocîr* 
coixfçrit  APMQ::m;m-+-/i, 

Ex.  IV.  Dans  f hyperbole  équilaterc  ,  »  y  zs  a  a^  Se  ydxssi 

^QQ^  If— f .  Donc  fjfdx=s:aaîX'^C.  Si  on  veut  compter  les  cfpaces 

depuis,  l'oripne  A  3  lorfque  xtso  ,  refpace  fera  =  o.  Donc  C  =s 
*  ^aalo,  Sç  refpace  Q'APMN  =  tf  n/ar  — tfii/o=  o*. 

Si  *  =  A  P  a    alors  Q'A  D  BlSl  =  a  a  l  a  —  aaloy  donc 

3'ÙfM::siaalx'^aaia=:éial  —  ,  comme  on  le  favoit  déjà* 

x^  i 

aoT        Exemple  Vt  Dans  ta  ciffoïde  >  y  =  -7==!  »8cydx^=K* 

X  '  i 

dx  (a-^xy-^  -y  donc  fy  dx  ou  l'efpacç   A  K  M  P  A  =/x» 

X  t 

dxÇa^x)'"^.  Or  fdx( ax-xx)^  zz  le  dçmi-fegmcnt   AONP» 

&  fi  onfe  propofe  de  ramener/A:  »  </  y  T^- a:^  *  à/r  *  fl?;^  (a-x)'"^'. 
on  tfouvçra  que  la,  rédqdion  eft  pofGble,  &  que  Ton  a  (Z60), 

fx^d^Ca'xp=\xi(a-x)^  +  ^  fx^dx(a-xy^.   Donc 

fx'^dx  (a-^x)"^  ==  ifdx^ax  —  jç;ifj  » — ^i  x  (ax'^xx )^* 
ou  APMKA  =  3  APNOA  — 4ANP==3  AONA  — ANP. 
Donc  TeTpace  infiniment  loi\g  M  K  A  B  Q  eft  triple  du  domi-rcercto 
générateur  A  N  B. 

^02 1      Eaç.  VI,  Puns  la  logarithmique»  ^dx^ssimdy^   &  .0'*^*  *  ^ 
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îlBPM  =  «;^^.C.Maislorfquc^-=:i  =  AB,  fcfpacc  ABMP  fIG^         :- 

Revient    nul.  Donc  Ç  =  —  m,  &  A  B  MP  =  m  (j»  — i  ^  =  le  - 

reâtanglc   OIQM,   Si  on  fait ^^  =  0,  on  aura   rcfpacc  infiaimcnt  \ 

JcngB  X  YAs  — mslcrcdanglc  PQIT.  \ 

Ex.  VII.  Soit  une  courbe   B  M   qui  ait  pour  ^quation^  s=  «  *  ,  ^^3?  *^ 

jouauraf  885;  l'cfpace  ABMP  =  Sjf'  dx:=:x(i'^  -^ -f-  -y — 

(}— ii-Hï!— &c.;  -H&c;  &  lorfquc  x=;AP  =  PM=5i, 

!fn  a  rcfpaccABMP  =  i ^  •+-  ^—  i-f-  -î- —  77  +  &C* 

*^  1*       3'        4*        55        6^ 

|«==0,78  34504P7jS^. 

Ex.  YIII,  Soit  la  courbe  des  finns  A  M  A'  M' ,  &c  dont  Wquation   ^O^î 

^y^finxy  on  aura  APMz:ifdxJ!nx  =  C  —  co/ar.  Faifons 
«  =  o.,  nous  aurons  C  =  1  ,  &  A  P  M  =  i  —  co/  jc.  Soit 
x=i8o®  =  5r,  on  aura  AMA'A  =  i  =  le  double  du  quarré  du 
rayon.  Si  on  fuppofe  *  =  i  sr  =e  A  A",  on  aura  refpacc  A  M  A' A 
H- A' M'A"  A' =  o,  ce  qui  cft  évident,  puifque  l'un  cft  pofîtif  & 
tautrc  négatif.  En  général  Ci  x  '=i  %  k  v,  refpacc  fera  zéro  4  &  fi 
*  =  (x*4-  ^)  îT»  l'cfpacc  fera=:i. 

Si  on  met  l'origine  des  x  au  point  A^  milieu  de  A'  A'»  on  aura  20f* 
y  =  cofx.   Donc  Tefpace  ABMP  =/«  x ,  Tefpace  A  B  A' A  =  i  , 
&  A'  M  6  A'  As o,  ou  =  1  j  fi  on  ne  fait  pas  attention  à  Tes  deux 
parties ,  Tune  pofitivc  ,  l'autre  négative. 

508.  Si  les  ordonnées  partent  d'un  point  fixe  C  ,  voici  comment  2Q6i 
pn  peut  trouver  la  quadrature  de  la  courbe.  On  mènera  les  deux  rayons 
CM,  Cm,  &  on  décrira  du  centre  C  &  du  rayon  C  M  l'arc  Mr; 

alors  k  triangle  C  M  m  =  — i -L  +  Mmr.  Mais  lorfquc  le  point 

m  cft  infiniment  proche  de  M  ^  Tcfpacc  Mm  r  s'évanouit,  &  il  rcfte 

'  é(càuC)sz  — C^f .   Soit  dçnc  M  r=: rf;ç,  C Mpsjf ,  OQ 

I  iuraCOMC:^J/jrf;ç-h& 


co 
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JF I  G.  Si  on  nomme  ç  Tanglc  que  fait  C  M  avec  une  ligne  fixe  paJRai!)) 
du  point  C  j  ou  Tare  qui  mcfiire  cet  ;\pglc  dans  un  cercle  dont  le  rayo^ 
eft  i,€mzmiArs=sydf,ScCOMC=r.\fyydf^C. 

'Û07        ^^^*  ^^*  ^*  ^°^^  ^  conchoïde  AM ,  fon  pôle  P,  P  M  =  jf  »  Q  M 
^       '*  saetf  ,PB=*j&Vangle  APM=^5on  aura  co/f  î  A:  :  i  :  PQ^ 

JLi&i^cs-4r---Htf.  Donc  rcfpacc  APM  =  i/ — ^r-^    ig 
j,f^^f^Jltang^  ±a  h  l  tmig  (^^^^{^)  «H 
2II.  fans  confiante.  Donc  ±APMqFPBQ,  ou  ABQM=f 

fe^Qj.       Ex.  II.  Dans  la  cifToïdc ,    fi   on    fait  AM=ry,  MA  B  =  f^ 
==î^,4oacAKMOA«|/4^--/"^»-«-^/^-'^^ 

co/(p  cor  <p 

copç  =  {  aa  tangf  —aa^-^-^aa  (^  finç  cofç  -4-|<p;a» 
laatang(p'^^aafim(i>'^la^ç.  Donc  AK  M  P  A  =  ^  tf*^ 
-^{a^  fim  ^-H  xV^*/'*4?*  &l'cfpace  infiniment  long  M  KABQ 
-s|tf*(p:s=}  AONB. 

So5.    ^'^^  ^^^   ^*^*    ^*    ^^^^^^  a'Axctîawde  ,  A  GF  B  N  =  «, 
AGFBA  =  c,CM=j,  CA  =  if,Mr  =  -?l-^,  ^  CCOMCJ 

eoûftaate.  Donc  refpace  CQMAC  =  — .-i  =lc  tiers  de  {9« 

le  cercle. 

Remarquez  qu*on  ne  doit  pas  étendre  f  intégrale  \  fyy  <L  ç  i» 
delà  de  ^  =  3^0»  :  car  paffé  3éo»  ,  les  triangles  élémentaiics 
\y  y  d^  contiennent  ceux  qu'on  a  déjà  fommés. 
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Du  rcftc  a  fcroit  aifé  de  fupplécr  à  ce  défaut  .en  calculant  les  ^  I^ 
ttapezes  élémentaires  compris  entre  deut  fpires  voifîncs.  Le  même   208« 
^iconvénient  auroit  lieu  pour  la  formule  ordinaire  fydx^  fi  plu-        ^ 
ficurs  ordonnées  répondoient  à  la  même  abfciâè. 

Ix^IV»  Dans  la   fpirale  hypctbolique,  ai  ^  dxnjiMrsA 

wZifj  donc  COUCss{fZ2Jll.^   Or  a:  j  =  ni,  donà 
a  tf 

yy,  M    7=at  h  d  y»   ^  Tefpace  compris  entre  la  courbe  ^  deuie 

•rdonnécs  ac:  i  *  j^H-  C. 

JDc  la  Reclificadon  des   Courhes. 

5T0.  Si  on  imagine  le  ptf îtft  J»  infiiiinent  proche  de  M,  M  «  ^odi 
fera  la  tiifférentîclle  ^e  Tare  A  M ,  &  on  aura</A  M  =t  V  (^**  H-  </^*)* 
Par  conféquent  A  M  =/  ^  (ix^^dy^)^Ci    formule  qui  a  lieu 
foit  qiie les  ordonnées  foitnt  parallèles^  foit  qu'elles  panent   d*ua 
point  fixe. 

'^n.  Ex.  t    Dàhs  le    cercle  y^ssL  y{a^>^xx  )...  dy^  ^sz  iQÇj^ 
£J^^         c      r^  xM  r  ^^^       '  ,       i  Xi 

i..  j:L  +  Lii-  j:L 

trouvé  Cj<7^. 
Ex.  Il,  Dans  la  pafabole  ,  A  M  =/rfj»  |/  (  i  + 122  ;= .  „  ^    - 

'-y  ^  (iPP  ^yy)^  Or  nous  avons  trouvé  (  Syo^fdxVT;^:^ 
^^'^ixV(xx'h*a)'^iaal  (  x -^  VTT^^Vi  ),  Donc  AM 
^C'4-^v'(yy^^PP)^ip/[y^V(jy±^Pj>)}$  Éufott» 


.      ,  ,    .     ^  «^   «^c,   comme  nous  Tavons  dé» 


ydS        '  Leçons  ElAmïntàires 

•  j^  =  o  ,  nous  aurons  C=: -  ^P^iP'  Donc  AM  =  ^î-  V (yy'^\pp ) 
P 

iP 
512.  On  peut  remarquer  que  fi  du  centre  A  &  du  demi-grand  axe 
B  A  =  i  jj ,  on  décrit  une  hyperbole  équilatere   6  N'  ,  i'e(pace  i 
ABN'Q  fera  fdy^/(yj^\pp).  Donc  AMx{p^ABN'Q;^\ 
d*ou  il  fuit  que  ia  reBtficatîon  de  la  parahole  dépend  de  la  qugdratun 
de  V hyperbole  ,  &  réciproquement. 

aïO,  Ex.  III.  Dans  rellipfe,  fi  on  fuppofc  le  demî-grand  axe=Bi, 
on  aura ^==3  V(  1 — xx)  j,ic  en  faifant  ^  (  i  — ^^  jouladenri- 
i.n  ,      ^  «  rdx  >f  (i — ccxx)   . 

diftance  des  foyers  =<:,    onaBM=/  — r-^ ;- , »- 

'  V  (  I  —  X*  J 

tégralc  qu'on  ne  peut  avoir  par  les  règles  précédentes.  Il  iànt  donc 
réduire  en  {cries  5  mais  pour  fîmplifier ,  nous  ne  réduirons  qic 
y  (i^ccxx)i  alors  nous  aurons 

'BM=f—Sfl_  (t^Lccxx ^--c^x* LlLc'x^^ 

V(i-xx)  1.4  1,4. tf 


i.4«^«*  y'(i'xx)  y^i-xx) 

I  ^     x^dx  1.5       .  ^     Af^<£je  .      ^    x.^»ï 

1.4  i/(i-af*r)         1.4.^  v'Ci-^r;^; 

i».4*.<'  «'     "^1.4»  i.4».<» 

aïO.  r~-ir-^  -H  &<:]■  Or  D  N  =  /    .       *     .  ,  on  connoît  do* 


—  -^  &c  )  AND,    Donc 


Ï)B    MATHÉMATIQUKSf.  ^OJf 

I  loQtes  les  quantités  qui  entrent  dans  cette  fuite  dont  il  cft  facile  de  f  I G^ 
i  ccfcôâboître  la  loi. 

Sole  X  =  I,  on  aura 

la  périphérie  de  l^ellîpfe  eft    à   celle  du  cercle   circonfcrit  :  :  i  — i 

L    fl  _Illl    Lfl—  '  -  ^'  -  3^     Ifl  _  &c    •  I      ren 

i»*tf»  l*.4**     û^  .»\4^é**     û*  ••       •l 

fuppofant  a  le  demi-grand  axe  ).  Cette  fuite   fera  très-convergente  » 
lorfque  les  foyers  feront  peu  éloignés.  Par  exemple,  fi  c  =  ^^  a ,  la 

circonférence  de  Tellipfe  fera  à  celle  du  cercle  circonfcrit « 

:  :  o,957  4^5  i^2  %€\  z6l  :  i. 
P 1 3  •  La  rectification  de  l'hyperbole  fe  trouve  en  fuivant  à  peu-prés 
la  même  méthode ,  &  on  peut  voir  dans  les  Mémoires  de  Berlin , 
an.  174^  9  &  fuiv.  la  manière  de  ramener  à  la  reétification  de 
ces  <leux  courbes  ,  Us  intégrales  d'un  grand  nombre  d'autres  dif* 
iérentielles. 

£x.  IV.  L'équation  à  la  féconde  parabole  cubique  efty'  =r  a  x^. 

Donc  fyf  (  dx^  ^dy^  )  z=fdy  V  (i  +  tL  )  ^  ^a(i  +  EZ)^ 

4*»  4^ 

'+C,  fai£knt^«o,  on  a  Cs  — ^tf,  &  un  arc  quelconque  de 

cette  courbe  compté  depuis  l'origine  »  #f  «  [  C  ^  H -J^  —  I  ]• 

4  tf 

Ex.  V.   Dans   la   cycloïde,  dy  s=s  dx  V (  ~~^ — ).     Donc  2IÏA 

i/fi^** -h  <£y*^  =  rf*V'— :  intégrant,  onaAMs&l^axss. 

iAN(8i7). 
Ex.  VL  Dans  la  logarithmique  ydxzs^ady^  V(dx^  +  dy^  ) 

te  Jf  |/(yy-+-iî<i),  foît  \^ Cjj'y-h ««;=?,  on  aura  j^^sïj  j 
fimt  l'intégrale  eft  r  -H  -^  /  ÎHl  ,ou    V  (  a  a -^  y  y  )  ^ 


5^l6  tïÇON^  ÊL*«fiNt  AIRBS 

HG.  ^^r^'^^(^^'^yy)  ]  -H  C  >  cxprcffion  d'un  arc  quelconque  Aé 

'y 

logarithmique  dans  laquelle  C  cft  facile  à  déterminer* 
*^06m      Ex.  VIL  Dans  la  Spirale  d'Archimedc ,  fi  on  fait  A  G  F   B  H 
s=LX     C  M  =t  J'>on  aUra'M/*=a-?LJf ,  Um^=^d(COhi) 

as=  /f  4/  4-^^-^  >  Ot  *  =s  ^*    Donc     C   O    M  a* 

f  -^dy  (y y  H-  -7  )  *•  Décrivons  une  parabole  C  N  dont  le  para» 
mettre  ===  i?r-  ,  nous  aurons  ,  en  faifant  C  Q  :a  C  M  ^  «t  mcnane 
fordonnécQN,CN'a/-irf;'v'r^  -4^J'>>  Donc    CN'=i 

C  O  M.  D*oii  Ton  peut  conclure  qu'il  regiie  une  certaine  analog/c 
entre  la  fpirale  d'Archimcdc  &  la  parabole* 
toQg        Ex.  VIII.    Dans  la  fpirale   hyperbolique,  Parc  C  O  M  =s 

r^y  ^  (hh  +yy  )•  Donc  fi  on  décrit  une  logarithmique  N  K  donc 

y 

la  foutangçute  a=  *  ==  celle  dç  la  fpirale  ^  on  aura  M  O  C  =s 
Tare  infini  NK,  en  prenant  Tordonnéc  NR  =  CQ  =  CM. 
Mais  6  on  Veut  avoir  Tcxpreffion  d'un  arc  de  ^iralc  ou  de  log*- 
rithmîque  compris  cntyc  les  deut  ordonnées  y^  y,   on   trouvera 

^  g  j  ^      Ex.  I X.  Daas  la  fpirale  logarithnuque  ,cofMmr(c):m  r{dj) 


1  î  isM/*^ 


î^«DoncADMss?  ^^«MT. 
J)4  la  Mefure  des  SoUdl(e% 


914. XJm  fiaâidciét^^tfropQfé  à  mçfijrw,  on  rîfligfpqcra  décoflH 
pofé  çn  une  infinité  de  petites  tranches  parallèles  entre  elles.  Nom- 
mant donc  /  la  fuffjic^  4*ïm>c  4c  ces  tranches ,  dx  fg»  ép ai^ur  ou  m 
TOrtîon  infiniment  petite  d'une  ligne  perpendiculaire  à  cette  tranche  « 
f(tdx)'hCC^rz  h  iôUdiçé  du  folide  prppofé  }  U  ae  s'a^  |lil 
V  que  d'avoir  <  en  x 


blMATHiSMÀTIQUlï.  yît 

9f  f.  IPar  etcmple ,  foît  B  la  bafe  du  folide>  H  fa  haateor  ou  la  f  IG| 
^ftance  de  cette  bafe  à  fibn  Tommet  5  fi  on  fuppofe  que  les  farfaces 
de  ces  tranckeî  foient  proj^rtionnelles  à  une  puiflance  m  de  leur  di& 

jtancc  X  au  fommet,  on  aura  H"  :  B  :  :  «*:  =  ~j..    Donc 
la  folidité  d*unc  portion  du  folidc  fera  C-H^ ^—jj^^oufittw 

plcment ^ ^  *  fi  cette  portion  commence  au  foramet.  Donc 

B  H 

le  folidc  entier  = .  Ainfi  dans  les  pyramides  cette  folidité 

m-4-  I 

tajB  Hâ  parce  que  m  =  t. 

,  9\6.  Si  une  courbe  quelconque  A  M  tourne  autour  de  fon  axe  21]^ 
A  P  ,  elle  engendrera  un  folide  de  révolujtion  dont  chaque  coupe  per- 
pendiculaire à  Taxe  fera  un  cercle  qui  aura  pour  expreffion^-jr^,  en 
fiûfant  P  M  =3^»  &  9r=  3,  141   ftc.   Donc  on  folide  quelconque 
I  de  réyolution  =  C  -h  fvyj  dx* . 

.  Ex.   I.  Dans  la  fphere  ,  y  y  tsstx  a  x^^xx.  Donc  la  folîdité 

d  un  fegment  fphérique  (  %l^)y'=^x  x  (ét^jx)^  &la  fphcrc 

<;=  f  •  2  tf  '  ff-  3  les  deux  tiers  du  cylindre  circonfcrit. 

h  b 
Ex.  II.    Dans  Tcllipfe,  jy=   —  {%ax-^xx).  Donc  le 

(blide  engendré  par  fa  révolution  autour  du  grand  axe  eft  à  la  fphere 
circônfcrite  :  :  ^  i  :  «  ^ ,  ou  =  les  deux  tiei^s  du  cylindre  qui  lui  eft 
circonfcrit. 

5)17.  On  nomme  EUipfoïde  allongt  celui  que  nous  venons  de 
iconfidérer ,  &  Ellîpfoïde  applati  cdui  qui  eft  formé  par  la  révolu» 
tîon  de  rellîpfe  autour  de  fon  petit  axe.  Or  il  eft  aifé  de  trouver  que 
p:  dernier  folide  eft  anffiles  deux  tiers  da  cylindre  qui  lui  eft  circonfcrir. 
Donc  l'ellipefoide  allongé  eft  à  Tellipfoïde  applati  i\  abhiaabi:  b  la* 

Ex.  III.  Si  une  parabole  d'un  ordre  quelconque  dont  Téquation 
tft  j^ss:  AT*  **-»  tourne  autour  de  fon  axe^  elle  engendrera  un 

ibiide  qui  aura  pour  expreflton/srj'*^  «  »  ^xy^  ,oa 

'  JSui^  fora  au  cylindre  circonfcrît  \\mxm^_%n'y  ainfi  le paraboloïdc 


yii  Lhçoms  Élémentaikïs 

tlCk  ordinaire  dans  lequel  m=st,  n^=z  i  ^  cft  la  moitié  du  cylindre 
circonfcrit* 

212  Ex.  IV.  De  même,  û  Thyperbole  dont  Téquation  dàj^f^'=s 
^  m  -«-  Il  tourne  autour  de  rafymptote  C  P  ,  en  prenant  C  D  =  A  D  s  tf, 
le  folide  décrit  par  le  trapèze  À  D  M  P  aura  pour  exprefllon  •  •  •  • 

AT  C  4^  —  xy^  )  ,  &  par   conféquent  le  folide  décrit   pat 


m 


a/r — m 

l'espace  infimment  long  OADX  eft  au  cylindre  décrit  par 
ACD£::m  :  i  n  '^  m,  tk,  =  ce  cylindre  dans  Thypcrbok 
ordinaire.  I 

Des  Surfaces  courbes  des  Solides  de  révolution. 

9^13.  ^18.  La  différentielle  de  la  furface  décrite  par  la  courbe  A  M* 
le  petit  cône  tronqué  décrit  par  Télément  M  m.  Donc  cette  furfece 
courbe  —fMm  cire  PM  =!«•  fy  V  (dx* -^dy  ) -i-Csx 
%7rf  ndx-^Cy  en  appellant  n  la  normale  M  N. 

£  x«  I.  Dans  la  fphere  ^  n=s  a.  Donc  la  furface  d'une  calotte 
fphérîquc  quiconque  =  i  a  ît  a:  »  &  celle  de  la  fphere  =  4  a*  sr  =  4 
grands  cercles.» 

^ j  -  ^     Ex.  II.  La  furface  duparaboloïde,  eft,  à  caufe  de»= Vf^j'+I/Jj»), 

jfsso,  on  aura  C  =—  -î^.  i  p^    »   &  la  furface   du  folide  =« 

^[(pp'h4:^yy—pn^ 
^P 

Ex.  IIL  Daûsrellîpfe.jvsr-.  yf  (àa^xot).  Donc  la  furficc 

décrite  par  la  révolution  de  Tare  A  M  autour  de  l'axe  it,  ftra  expri* 

méepar f'^dxVlaa-^Çaw-^bb)  —  '},  &  comme  a  A 

^  aa 

l'axe  de  révolution^  il  défignera  le  demi-grand  axe  dans  l'ellipfoïil 

allongé,  &  la  moitié  du  petit  dans  l'eUipfoïde  applati. 

Dans  le  premier  cas^  toïi  a  a  ^  b  b  zsn  mm  ,  on  auray      ^     * 


•    bE    MATHÏMATlQUEf.  .  S^3 

\  *      >  i.   .::':::   '    -       ,    '  û*       •  •  .      ^^^• 

,*^dx  ^  (  -7-^r— xV).Poncfidu>rayoaCD=  —  on  décrit  un  arc  de  ^  , 

^'cercle   DBN,  cm. aura  pour  VexprefTîon  de  la  fuTface  décrritc  par 

[  la  révolution  de  A  M  autour  de  A  P ,    x  A  B  N  P; 

\  a  a 

'   Dans  le  feCDnd  cas ,  en faifant i  i^—  aa=s: mm,  ob  aura  .  .  •  .  • 

au  '  m*  '  ^a  m^  m 

I  /—    [x-H  V'f  --  4r^*,)]  =^  la'furface  décrite  par  ia  révolutioa 
|.. de  A  M  autour  de  C  E;  On  doit  remarquer  qu'ici  C  E  si=  a ,  C  A  =  ^^ 

I     Ex.  IV-    Dans  rtypcrbole,  y= —  V  Ca:x  — tftf).  Donc  fi 

I.  a 

luette  courbe  tourne  autour  de  l'axe  AP,  kfurface  décrite  par  Tare 

AM  fera  ^  en  faifant  aa^h  i  ^=>  mm^  &  déterminant  la  confiante^ 

aa  rn^  aa  .     «*-      - —    *      . 

th  1  ^fLlL^^-fl^  Et  fi  elle  tcmc  autour:  d«  fccond 

m  aÇm-^b)  .. 

lie  CQ,  alors  y  =:MQ=-^  V  Cii  +  ^^X  Donc  la>furfac^ 

„  .  »  ^\V  a  V  m  X  .  .  ■  i^  .^  airbi 
décrite  par   l'atc  AM  ==  — r-r,—  V^  f  «  x  ■+•  -^^  ■+•:, 

TtlJC  ^»  ^  ^    X    ^  -  •     •         - 

•■•  ---•"    '     ^  .  ■       .      .-....'■.  -j:>  «-  ,.  ^ 
i)^  Lz  Màhode  inverfe  des  Tangentes ,  6*  des  Equations 

""  -"'-'''-•     àifféreniîetlîu'     '''-'■•■ 

,  $19.  On, appelle -M&We  invirfe  des' Tangentes  i\ê.lc  Kinl  zp* 
prend,  à  trouver  féqûatîon  d'une  côUrb'é^'danS  laqÛOTcoÉL  connoît» 
t&Vpiiopiiîfté^elcottqaic  des  tangentes.  ^       '.  .      ." 

,5^0.  Cherchons,  par  exemple ,  la  courbe  dans  laquelle  la  founor- 
niâlc  cft  confiante  y  bu  ==-<z/  î*iiifqil'e  nous  favon'S  d'àillcur*- *  que 

tvqjrêSiTO  ^^«ëJc  ^^    cettér  ligni'  c&f'^-jl  j -mm  ^  kutfoxr^^ 

i  ' 


•^14  L«ÇOH$    Êt*MKKT*I»SS 

^:sia,ydy'=^adx,  &  en  intégrant  ,  pour  «cprîmcr  que  U  prcM 

priété  donnée  convient  à  tous  les  points  de  la  courbe  ^  oh  a  ^^  as 

.  xa  (x'^c)  équation  à  la  parabole  qui  refont  le  problème  propoS. 

911.  La  méthode  inverfc  des  tangentes  fe  réduit  toujours  à  h 
folution  d*une  équation  difFérentietle  ;  ainfî  comme  noUs  h'SYOïis  pss 
TACore  parlé  de  ees  fortes  d*équaë6ns  ^  il  eft  à  propos  d:ftn^c  ^«elfQt 
chofc,  avant  d'aller  plus  loin. 

On  appelle  équations  diÂFérentielles  du  premier  ordre  >  )cclles  ott 
^  n*entre  que  des  différences  premières.  Les  équations  différentielles 
du  fécond  ordre  font  celles  ou  il  entre  des  différences  fécondes  »  (knè 
différenriclks  d'un  ordre  pks  élevé;  &  ainfî  de  fuite.  . 

511.  Soient  donc  en  général  P  &  Q  deux  fondions  quelconques  dci 
Variables  x  ic.y  ^  V  tl  x  -t  Q^  y  =?»o  repréfentera géoSralement 
toute  équation  différentielle  du  .premier  ordre  à  deux  variables  xScy, 
ic  il  eft  évident  qu'elle  féra'intégrable  31°.  Ibtfque  P  fera  une'ftfnâion 
Se  X  ôude^^  feiile,  &  qu'il  en  fera  de  même  dt  Q.  ï<^.  Lôriqa'on 

aura— -=-^. 
dy  dx 

^xji.  litaislorfquc^es  fof*lkfen*-n*oht  pas  lieu ,  on  tâche  de  .y5>4^^r 
t équation ,  c*eft-à-dire  ,  de  la  partager  en  deux  mfembres  qui  ne 
réarment  i'tm-iScl'Mittc'^tt'ùne  feule  variable  a.vcc  ddiff^râûîelle, 
H  j'en  faut  bien  qu'on  ait  des  méthodes  générales  pour  faire  cette  fépa- 
ration^dais  totis-lescas»  (n.  voici  cependant  ii|ilel9«ie$-i«is  od«lh 
réufât. 

^14.  Si  P  =  X  Y,  &  Q  =  X'Y'.  X&X'  éerint  d«s4bnâio<il 

de  *,  Y  &  Y'  des  fondions  de  y,  on  aura  ^E£f  =c=  —  ïl^ 

i       '  X'  Y 

équation  féparée^  &  réduite  à  l'intégration  des  différentielles  à  une 
feule  variable. 

-515.  Si  P .  &  Q  font  des  fondions  homogènes  de.  x  Se  ic^ ,  c*eft* 
ftr^ire  s'il  y  a.  ^ans  tous  lei^rs  termes  le  même  nombre  de  diâiîenfioiis'dt 

X  O 

x  &  dey  3  alors  j  en  faifant  — ^ss^f,  en  vàui-^ûfiSàiom^iiilc-^ffa 

.    ."  •;.,■•  y  V 

une  fondion  %  de  \.  Ainfi ,  on  aura  dx  +  Zdy  ='ôi  ou  j.  dy  -fi 

dx  di 

yd^^nltdyfsssrp^tc  en^fépayafit  ou  trouver^ ^jrr-  ===•■"  —  é 


-r  ç*=t  ,.;.,»•  i^  «»  <Mi\...i.^i  lifi    ^ — ;  akiuauoa  facile 
a  intégrer. 

\    ny  -f-»==»,  &  on  aura  *== ^         ^ j  V  =3 

I  anr^mh 

— i î'» 5  fubltituant  ,   qn    a  (^««  — mr  Wa -fï 

f  tf ;[  — i«)  ij  =^  dont  nntégçalc-  çft  fifcdlc  à  trouver  par  ce  qui 
précède. 

Soit  encore  axiy-^byix  '^  x"  y"  (fxdy^^y  dx)  ==  o  ssai 

-:-^  +  -..^ H 5C*y"  f^^-î-^  +* —  ).   Si   on  fait  y*  ar    =  r  , 

J'  «  y  ^ 

f    %  ^dy        bdx         dr    fdy     -wdx 

y  X  \        y  x 

— —  ••••j^      *        •— :j     ••••^       *        ■     ■  »    ••••y  X  css  z 

i     \  Soit  tfp  — /î  :=in  ^bpmm  gq  r=m,  on  aura  ;>  =  -2 — ^ 

in-am     .  - ,  «.  dv       dt   p    -4  -f-x 

^  = r— ,  fie  en  ittbftituant  — ^-f-  —  x    r'ssso,ouç 

(y\^  )^^^f  -^{ngr-mnc/  x^  r^^  ^ 

.517.  Soit  à  p^rcftnt  dy-^Vydx'zs^aÇ^dx ,  P  fie  Q  ^éunt  (îcs 
Fondions  de  x  ^  on  fera  ,  félon  la  miSthode  de  Bernoulli  » 
y=sX^4  X  étant  une  autre  fondion  de  x,  ;ripi«X4^^«ilh>^.^X.f4« 
PX5</«=:iiQ<£:v.  Suppofons  ^JX-f-PX:{££x=o,  nous  aurons 

Par  exemple  , «téquaiion  d>^+ydx9aii^ dx  donncys^ac-n 

Kk   ij 
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9%%.  On  intégrera  par  la  même  méthode  Téqaation  ^y^'dy  -H 
X'y«fi  Jx=X"y"</;c,  cndivifant  par  Xj^»  &  faifanty"*-"-^i  =  î. 

Il  y  a  peu  d'autres  cas  oii  la  féparation  générale  d'une  équation 
foît  poffiblc.  Voyons  maintenant  quelques  applications  de  ces  prin-! 
dpes  à  la  méthode  inverfe  des  tangentes. 

Pkob.  !•  Trouver  la  courbe  dont  la  foutangente  ^— —  ss  ' —  x  ,Qm 

dy  n 

aura  donc  en  féparant  ^— ^  =  ^î-^,  &  en  intégrant  nlx^^mly-^i 

x     "      y. 

iîi'^m)  Icy  d'od  Ton  tire  >''«:5=*r*c"'-",  équation  cherchée. 

y  d  X 
pROi»  IJ.  Quelle  eft  la  courbe  dont  la  foutangente  "'-—  =  .  .  . 

et,  a -^^  XX  t.  f,^y  xdx  .  h^ 

1  on  aura   d'abord  -^  = ;  P^  >  J'y  *=  TI 

^    ,    X  '.  y        '  aa-^xx^  *  ■  <* 

^      faa-^xx)  s  équation'  à  l'hyperbole. 

Frob.  III.  Quelle  eft  la  courbe  dans  laquelle  refpace  ÂP  M=b  — 

AMQ^Onadonc  !^fxdy^fydx,  ^  =  l^,y«=:.«4«-'. 

PKOb.  IV.  Trouver  la  courbe  B  M  dont  l'efpace  ABMP  =  I*arc 
.  ^  î  7*  B  Mmultiplidpar  uncconftantc ii,  bUitçUe  queTy  dx =nfV(dx*'\'dy^)* 

Donc  d.=    /'y    y  & -^  =  2 y±J^I^>:::^lfi * 

réqûation  cherchée. 
a  1 8.     '  I*^OB-  V-  Tjouver  la  courbe  A  M  dans  laquelle  le  rayoa  ofcohc 
tfcur  MCte'^  MN.  r.' 

m  dx^  +•  </y* 

:  :  Si  on:fiijwofc  d.x  conftantc,  on  aura  —  y  =  ■  ^^jI — *^ 

a^ydt^.'Jhdx^  -^dy"^  s=  b»  Pour  intégrer  ,  Toit  dxisrzpd^^ 


n 

«D  avira 


— =1/. ^?î — .  c*cft  réquatioii  diflStrcntkllc  du  premier  ordre  de 

la  courbe  cherchée* 

.  Sijiz=m,  on  a  dx  =i±:y  dy  (  cc^  yy)' '' ,  8C  x=:c'± 
l/^'cc  -^yy)  équation   au  cercle.  Si  ot  =  2»  « ,  on  a  Jx  =a 

=1—2: — Z,  équadon  à  la  cycloïde» 

Prob.  VI.  Trouver  une  courbe  B  M  ,  telle  qu'en  menant  par  Torî-    2 1^  • 
gîne  A  une  droite  AO,  qui  fafle  avec  Taxe  un  an^le  de  45"*,  on 
ait  toujours  cette  proportion  ....  l'ordonnée  PM  eft  a  la  foutangcntc 
P T  :  :  une  ligne  donnée  a  :  OM. 

On  voit  par  Fénoncé  de  ce  problème ,  que  dy  idx\\a\y -^x ^ 

dy         iz     y^  • 

&  adxzr^Cy-^xydy.  Soity  — x=^,  on  aura  -^  =±=  -J7- > — 
c=  /  — —  3&;c  =  y— 'tf-hCc     «•On.  auroit  pu  trouver  im- 


médiatement  cette  intégrale,  en  comparant  Téquation  <f  at  -+-  —■  ^>  =a 

y^^ ,  avec  celle  des  numéros  916  Se  917.  La  plus  petite  ordonnée 
a 

BD  fc  trouve  en  faîfant  -/  =  co,  &  alors  on  a  Bl>=:AD5=tf  r 

£;rcfpaceDBMP  =  ;cy  — fyy+^tf/-^  +-r^^/*  "^^^"^ 

Pbx)b.  VII.  Trouver  la  courbe  RM  qui  faffc  par  tout  avec  Toc-     Z^O- 
donnée  PM  un  angle  EMP  proportioiicl  à  l'abfcifTe  A  P. 

On  aura  donc  EMP==— ,  m  éta«  confiant,   9c  fang  EMF 
m 

=  r<wf  —   =  -r    5    pft'   c6»iKqucnt  ^    *==  —    *^^  -Z   =* 

—  CO/  — .  ^ 

fL ^  Doae  V   =3  C  +  m  A>^  J/n  —s    équation    qui  fait 

/Et  —  .  ,---... 

''m  Kkuf 
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voir  qae  la  courbe  rencontre  la  ligne  des  abfciiTes  en  des  points 

X  G 

î,  P,  E',  F',  &c,  tek  ijue  %^  -- =~  —  5    &    que    par 

in  iii 

^  c 

conftquent  x  r±r  w  multiplié  par  tous  les  arcs  dont  le  finus  =  f  *  r 
or  le  nombre  de  ces  arcs  eft  infini  ;  c;u:  fi  le  (xtiHict  eft  ^  ,  &  fi  Tare 
de  1 80*  eft  c  ,  ceux  qui  auront  le  même  finus ,  formeront  b  fiiice 
tf,tf  —  tf,  ic-4-tf,3c  —  tf,  4c-f-tf,  5^  —  â^&cr  ainfî  iw 
diftances  ou  la  courbe  rencontrera  la  ligne  des  abfciffei$,  feront 
repréfcDtécs  par  m  tf  ,  m  ^c  — •  a),  nt  (%c  -f-  <Jf ,  m  C^  <:  —  «J  ^  Se* 

On  presdf»  donc  Alt  z±ini^à  ,  Af  ^^fn  &  ^^  ni  a  ,  AE^ss 
tmc-hma,  AI'  =  ^  me -^ma  ,  Bio'y  ^  ôiy  aiirlr  le»  talears  pcfi" 
tivcs  de  :r.  On  trouveroit  de  même  fes  valeurs  négatives  >  c'cft-à- 
dire ,  les  abfciiTes  comptées  ^^érs  la  gauche  de  A  S ,  &  on  verrait 
que  les  intervalles  Bi,  £'*¥',  &e.  font  épua. 

Cherchons  maintenant  en  quel  point  l'ôrdoiin^  de  ttttc  courbe  cft 

on  Maximum.  Pbar   cela.»  foit  — ^  =s  o>  on  aura  cot  —  es  0| 
j         dx  m 

ic  par  conféquent  fin  —  as  r,  Ot  les  valeturs  qui  fatisfoût  dan» 
m 

le  fens  pofîtif  à  cette  équation  ^  font 


^^_^I         i^««5  *  9  iL il         gr 

m         %        fhr         l'jTi  a         m         % 

Et  puisque  fin  -*.  cft  égal  à  ï  dans  ce  cas,  on-  a  y  ==  C;  dose 
m 

aux  points  les  plus  élevés  C  ,   C,  &c.  les  ordonnées  font  égales 

entre  elles  &  à  la  confiante. 

four  trôuTCt  les  afymptotes  i  on  fnppdftra  y  as»  06  ce  qui  doimera 

X  ,  X  , 

y!»  —  a=  o  »  équation  qui  aura  lieu  foit  que  —  =  o  ,  foit  que 
jn  m 

-T=*  ±  *^i   OU  ±  %e\  oisL  '±ri  9  i  tew  AloiX  »  aura  une  des 
m 

valeurs fuivantes,  o,-f-  cm,H;îi^/»,5tf'«,  à  l'infini.  La  courbe 

doit  donc  avoir  une  infinité  d*afymptotes  perpendiculaires  à  Taxe* 

Lx  première  pafie  par  iTorigme  dei  aSfcifles ,  c'efè  AS,  la  féconde 
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paffc  à   la  diftancc  A  D  =  c  m ,  la  troificmç  ,  à  une  diftancc  A  D'    jRJ^ 
s=  xADss  i  cm,  &c.  Il  en  eft  de  même  dans  h  fzus  négatif. 

P&OB.  VIII.  Entre  toutes   les  courbes  ifppérimttrcs  <jtti  paflcnt 
par  les  points  B  &  B,  trouver  celle  qui  rend  Take  AB.DE  un  22 Ij 
Maximum  y  en  fupjfofàni  la  Rgae  A£  dpnnéo  de  pofîtîon» 

Si  on  confidere  les  trois  éléments  confécutife  MN,  NS ,  $  V,  il 
faudra  qu'entre  tous  les  ifopérimetres  qui  palTent  par  les  points 
M  &  V^  M  N  S  V  foit  propre  à  rendre  l'aire  M  P  T V  M  Maximum. 
Supposons  donc  les  dy  coudantes  «  de  nommons  PM  ■■  â ,  NQ 
=  ^,  SR=a  c^  Nr=s  S«  =:Y  *  ==s  m,  Mr  r^K,  Nn=r, 
Ss=z^^  on  aura  i*,  à  caufe  des  points  M  &  Y  dont  la  (fiftahce 
cft  confiante  du^dt^^d^^^sio.  i®,  à  caufe  de  l'arc  MNSV 
dont  la  longueur  eft  confiante  aufE ,  V  fw*  -f-  m*)  -f-  /  Cr*  -f-  m^)  -H 

u  du 
V(r^'^m')ssiL  une  confiante  s  &  par  conféquent  ■  .  .    ^    , r-. 

4-    ^  ^  ^^' 1 î^ =i=  o.  3%  refpace  MPT V 

étant  un  Maximum ,  on  a  adu^kdt-hc d^^as  o.  Éliminant  ^ç 
&  ^<  au  moyen  de  ces/ trois  équations  ,  &  ayant  égard  à  ce  que 

u      ,     »  f 

3  — •  tf  ses  ^mm  M  8c  oue  â  -^  c  sss  •■»  1  wf .  on  a  —         •  -r-  —    •""* 
c=        ni,  oc  que  fl  x,ii,   ™.         ^^  ^^ 

-1-  =;  o  .  ou — -h  {  —  --  )  5=  o.  Or  il  luit  des 

SV  '        NS       MN        ^NS       SV^ 

prmcipes  du  Calcul  différentiel  que  —  — -^  -h  —--  =»  a  ---  ,  &  que 

'^        '^  ^  MN       NS  MN 

^SV       NS'^       ^n1       MN"^""      ^       MN        NS  "^^ 
..y  Mr 

Exprimant  cette  équation  \  la  manière  accoutumée  »  c'e(l-à-jtre 
Êùfant  Mrs=  J*.  MN=  •r<'«*  H- Jy>;,on  a 

rf  J  __-£î =  o.  Donc  d  - ^± «  ^y  .  ae 

^i(d»?-^dy^  )  yf(dx^^dy^)         C* 

=  'L ,  Donc  —  ^ 


KkiT 
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■dy(y^C') 


lV^[e  — (y. 


,  &  en  intégrant 


CMÎ  — Oi  donci* 


•  C')0 

A:=.:C"±/EC*^0y+-c^;M5 

équation  au  cercle.  Donc  le  cercle  eft  ia  cûurbe  qidj  fous  le  mime 
périmètre  ,  renferme  le  plus  defurfacc. 

9x9.  Pour  détennittcr  les  confiantes  C  ,  C'  ^  C  >  ou  pour  décrire 
le  cercle  cherché ^  on  aura  ces  trois  conditions,  i*^  lorfqucx  =  o 
y=:AB.  2«,  lorfque  Af  =  AE,  jr  =  DE.  j*,  on  cherchera  pac 
réquation  précédente  la  longueur  de  Tare  B  M  D ,  &  comme  cette, 
longueur  eft  fuppofée  connue,  on  aura  la  troiueme  conditionné- 
ccflaire  pour  détermineiles  confiantes  C"«  C^  C.. 
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iRéfuhats  des    Solutions  de   quelques   Problèmes   énoncdà 
\  dans  le  cours  de  VOuvrage. 

[ 


j      A«  •  • .  Soixante-quinze. 
liid.  B. .  • .  Huit  cents  quatrc-vbgt-trcîze* 
Ihid.  C.  •. .  •  Mille  cent-onze. 
Jild.  D. . .  .  Soizantc-fept  mille  cinq  cents-neufl 
J^îd.  £.  .  • .  Dix  millions  deux  cents  mille  fept  ccnts-ttn« 

I^îd.  F •••••• •  •  • .  301. 

Uid,  G...,,.... • ••••  8001. 

Ihid.  H. •••,••• «•••••«X50i^. 

Jiid,  I««,*.« ••  50001000. 

Ihid,  K.«««,,.,»««.«»,««, X1004000O75. 

7       L •14^15. 

Ihîd.  M 1811^4. 

Uid.   N •••••• ••••••11167080. 

10  O. ••••••••••  •••••iooo*i  ^ 

Uid.   P •145* 

Uid  Q .••.....••.•••. IIII» 

Uid   R • 42^* 

Uid.   S • . .  •  .73^1  ^. 

•14  T V.  ..•..• .  .ly  j I70Î084843X. 

Uid.  U«  •  • 4543 111 3718156(^0* 

Uid.   X 121^31631  IIi^3^i6>* 

^7.  Y 9i9nU' 

^^'^.2 3«7fKfl- 

^^'•i  A' iox4ilH4|. 

35  B' -^ 

i^iiC if. 


17  D^ |. 

thU-  £'..•«•« ...iff^uaible. 

1%    V ...•^•.•••..,...f. 

Ihli.  G' f. 

/iÂ£  H' ••..»  I. 

%9    V \. 

nid.¥i' ,....4. 

Uid.  V I. 

lUi.  W.......... ,.19. 

41     N'.,  •Un  dixième. 

Uid.  0\ .  .Trois  unités  quarante-ieux  ccndcmes. 
lUd.  P\.  .Trois  cents   cinquante  -  quatre  unités   (bixantc-tr^ 

dix  millièmes. 
Hid,  Q'.  •  •  Huit  unités  fept  mille  deux  cents-  un  milliomemoi* 

4^    R' «•«•f«  OyOOQi* 

Ibîi,  S',  • , «  •  •  •  •  100^004* 

12/^  U'.««« •••••••••. ^.Q^oiooi 3000. 

^^  A" y*— H*y. 

Uid.  B" ..L.±.^ll   é^u\ 

RU.   C^'«  •••••••••  1^5. «/S+  Ç» .    ,   .  ... 

71  D".. ixy^^^x^yi-^  suy^i^'^lux}^. 

nid.  E" û>-+.*ii*-4-**  — c»  — l<ri— ^. 

«zV.  F?' ^^^^0^. 

103.  D" S^^^^âSQ. 

nid.v^ 53333.. 

Ji^ri/.  F''««...*....3oooo»eoô4y-4»»&C<i 
110  G"««ft,««,,x,Si84i7XX474^ 
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^  Pages  ^48,  149,  250. 

H" 

t.  Soit  A  le  Éourfier  <k  Paris ,  B  celui  de  loouii&ebkau,  le  report. 
de  leurs  YÎtcffcs  rcfpeâivcs  :  ;  m  :  n,  k  diftaiu:«  de  Paris  à  Fon- 
tainebleau ;as^4  la  diftance  de  Paris  av  lieu  de  reacûntre  £èra 

X  *= ,  FaiÉuit  dans  cette  formule  d:£ii^,  ma=s3,«ss4^ 

im  trouTera  xis^^. 

D.  Si  on  appelle  ^  le  âOKSibre  des  pas  que  le  lévrier  doit  faire 

ayant d'attcmdre  le  lièvre ,  i*.  on  trouvera  x  =  mnp 

mp  "( m^a ) q^ 

a*.Le  lévrier  n'atteindra  le  lièvre  que  dans  le  cas  oii  mp  >  (m-H^)  q^, 

Dl.  Si  on  nomme  x  l'argent  de  B ,  ^  celui  de  C  ^  3c  tf  le  gain  de  ce 
dernier  5  on  trouvera  >=  9 ,  par  conféquent  B  aura  6  de  reftc; 
mais  la  féconde  partie  du  problème  eft  indéterminée  ,  &  en 
donnant  à  a  tmê  valeur  arbitraire  ^  rargeot  du  fécond  fcca .  •  •  • 

V.  La  montre  marquoit  f  heures  27  -^  minutes. 

^.Le  temps  demandé  T'".—   '         ^ 


E        E'       E" 

—  -4—  —  -4—  — 
'£  "X^  nrif 


^I.  Les  parties  qui  compofent   le  mélange  ,  feront •  •  • 

c(m-^b)      ^  c(d  —  m) 

a — b  "^  tf  — ^ 

ni.  La  Règle  de  double  hxiSt  poficion  ne  refond  étalement 
que  les  Equations  du  premier  degré  »  &  dans  les  applications  qu'on  . 
en  fait  ordinairement  ,  on  ne  confîdere  qu'une  feule  inconnue  ;  il 
cft  donc  nécefTaire  lorfqu'il  y  en  a  plufieurs  >  que  ces  incotmues 
aient  entre  elles  &  celle  que  l'on  confidere  des  rapports  immé- 
diats 6c  bien  détermbéç  »  afin  qtte  l'oil  puifTe  déduire  facilement 
leurs  valeurs  d'après  les  différentes  fuppofitidns  qtt'on  fera  pour  la 
'talcar  de  celle  que  l'on  confiçlcre,  Cda  pofé  ,  tout  problème  da 
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premier  degré  fera  ceûfé  n'avoir  qu'une  feule  inconnue  5  on  poatrs 

donc  exprimer  toutes  Tes  conditions   par  une  équation  de  cette 

forme  A  x  =  B  :  A  &   B  étant    des  quantités  que  les  conditions 

du  problème  fcroient  trouver  fi  on  en  avoit  befoin ,  &  par  con- 

fëquent  connues.  Cela  pofc ,  on  fera  pour  x  deux  fuppofîtions  S,  S'; 

il  en  réTuItera  deux  erreurs  e^é  y  &  Péquation  A  ;c  =  B  (c  changera 

en  ces  deux  autres  A  S  =  B  -p  c,  A  S'  =  B  -f-  «':  multipliant 

la  première  par  c*  &  la  féconde  par  e ,  les  produits  feront  A  «'S  = 

B  e'  -H  tf  «'  j  A  e  S'  =  B  ér  -h  e'  tf.  Souftrayant  la  première  équatioo . 

de    la   féconde  y    on    trouvera    pour    rcftc   A  f  e  S'  —  ^'  S  J  : 

\r  IV     o  ri  eS'—e'S       B  .       . 

B(tf  —  tf'),  &  par  conléqucnt -—  =  ~  =3  a:  ,  équation 

e  — *  c  A 

dans  laquelle  on   reconnoit  la  règle   de   double  faufTe  pofitioa. 
Vni.  La  fomme  a  été  placée  au  denier  13,4^5  ,  ou  à  7,418  pour  |. 

IX.  ; sa-ùx^ _    jf*  _    i .  X» 

-T!  ■ : ,  X^  —  &C. 

'   ^    ^  S  itîo      ,        iTiiS^S 

X.  Oft   trouvera  y  =  — .  je .  x^  -f- .  «*  —  && 

3  81  •  10935 

XI.  Soit  tf  le  nombre  des  habitants  pour  une  époque  quelconque,  rie 
nombre  d'années  écoulées  durant  la  population  ^  6  leur  nombre  z  U 

fin  de  ce  temps  ,  l'accroiflcment  annuel  =  — ,  on  trouvera  a  = 


.  .  r  = 

L*  — Ltf 

(x  ■+.  i;.' 

Lf:c-f.  ij—Ljr 

Xn.  Le  plus  grand  des  deux  nombres  cft  3  2  ,  &  le  plus  petit  eft  J. 
XIIL  Le  plus'  petit  nombre  eft  =  ^[V'(— -^•(^^ — h—  ))+ 


3 


X    .  4        *7 


V  r  —  —  •  ( -  4-i"))] ,  qiri  étant  ôté  de  a  donner*  le  pto 
grand  nombre  pour  reûe. 
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XIV»  Ce  nombre  eft  91^. 

]CV.  Les  quatre  racines  font  imaginaires,  &  Te  troayeront  aifé-^ 
ment  en  réfolvant  les  deux  faveurs  du  fécond  degré  ;c*  -4-  i«  -h  jj, 
af*  «•  jf  -f- 1 ,  dont  réquation  propofée  a  été  compofée. 

XVL  La  Garnifon  étoit  de  700  hommes. 

XVII.  Le  Voiturier  avoit  tiré  3^  |  bouteilles  environ. 

XYIII.  On  trouvera  i*.  V  (  14  4-^  /j^=5  ^-/J,  i©  ^  ^9^ 
impoffible,  4^^io  V-TssCi-H  V-ITjl/"^, 

XIX.  On  trouvera  i^  V"  ("ai-f-  10  TV^ssi-f-i/y,  i^impoiTible. 

XX.  On  trouvera  x  sx  i,^ ^  406^6  ^  les  deux  autres j. fiwua 
imaginaires.  ' 

XXL  Les  quatres  racines  font  Je =5  ,108145..  .^sac  3,471051.^4 
4f=s  1,184713  ...af==  0^0 J4940. 

XXII.  On  trouvera  ji'ss  4,  8178.  ,      ...  .    • 

XXIII.  On  pourra  combiner  de  43  manières  différentes. 

XXIV.  Le  nombre  301  iâtisfait  aux  conditions.  •    ' 


XXV.      Deux    naaniere^. 


C  Caffé  à  5of.'J    4 II- 

V-Caffé  à  38.  ^10 7* 

* (  Caffé  à  14.^  40 4^# 
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Maîtres.  i  * . . . .  i« . . . .  1 . .-. .  j 

XXVI.  Quatre  folutions. ^  Ppmcftiqucs  .  x . . . . , ,^ k . .  •. 3 .. . . . x\ 

Chevaux.        ^- v'  r  *  4 "(":**  4 

XXVII.  Problême  impoffible. 

!iy3  Solutions  fi«-^/w.  I ....  1  ....5  .........  15^8 
qui  commen-<//i-4^  4f7..45"4.-4îi H 
cent  ainfî.     ..f  /«-ii.     54i«.  J44  ^ •  54^*»  .....•»  H^ 

XXIX/  Enîjgi.  .  

XXX,  En  Tannée  ï«8o. 
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FAUTES    A    ÇORRlffSR. 

Pag.  //>•  fittUês.  tomitions. 

,.  8 dût é...:...int 

n^  dernier*  •  •dil.  •  #•••••••••••  •ail- 

Î5*  »3  ^  x4*."prç(£oi>  5  3  T*«»-«3rpfciS«n  3I 

3^*  n 5! '♦ ^^ 

44,  1^ ^arcc....... parce  que 

4^.  jo. 4X«44f.-^ 4i«44J 

57.  14 -ST^Hf-  iod,i t5f*i4f-^oA4 

^i  ^  19 parqu'en.  • «parce  qu'en 

7».  *5 4»==:*»......* «*-** 

85.  ixy  ••••iiiiiktpué..«.**«,«»*,muldpli< 

iSo*  i^..^.«*;..«zil4o.. ••••••11114 

Ibid.  10... —  ^{.•«••••••••••.•-p'ft»' 

1x1.  I3.^.f..f307^«»'«r»  •••••• -Oï*^ 
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ApD*.  ^.i-*.»*:** «  ••  A6.  ••••«•••••••••  ;S  B. 

303.  dem...^. 


JhicL  i^.«.«#«**^  la  fur&ce*.,.^ la  double  fprÇice 

308.  x««..»»«^.  «fur  les  deux  plans  j^  •  •  &r  lesdeuxplansp^-lc  W2« 

3i7«  S »• ... rare  C£B.««  »•••••  .rare  £B 

33»-  7 fin'iqy* •M''  î? 

1^3»  ix««»«*«.««. rtf ix|^ ÂC.« tang  C 

3^4*  30 ••ABC..«.%..««...,ACB 

)y4«  ip&io.,«..le  point T ^«^ «les points T  &D 
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4«i<  ao..,...,..-ïL.H- _ïL  «, 
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Uî^.  16 -^^2f^^ .......  _iffViL 

«♦;«•  »4 <'.... ,,c 

4J^.  < il±Zi..,......î'^--» 

♦7^»  3» cm; ,....f7«7; 

Jii«  *7 ...*"«"»-»...,. x*«»*« 

i"»  »«•* ï/»?..... ii». 


Di   l'Imprime&ie  db  Ph.-D.  PIERRES,» 
Imprimeur  Ordinaire  du  Roi,  &c  1784, 
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